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Wenn Sie denken, dass Sie den Inhalt des Abschnitts schon beherrschen, kdnnen Sie zu den zugehdrigen
Ubungs-, Trainings- und Quizaufgaben gehen.

Lernziele:

Nach diesem Abschnitt

verstehen Sie das Integral als orientierter Flacheninhalt,
® kénnen Sie das Integral als Rekonstruktion eines Bestandes aus der Anderungsrate interpretieren,

" verstehen Sie den Zusammenhang zwischen dem bestimmten Integral und Obersummen und
Untersummen.

1.1 Das bestimmte Integral als Flacheninhalt mit Vorzeichen

Im Folgenden nehmen wir stets an, dass a und b reelle Zahlen sind und a < b gelte. Das bestimmte Integral

fab f(x) dx einer Funktion f(z) gibt den Fldcheninhalt mit Vorzeichen (orientierter Flicheninhalt) an, die der
Graph der Funktion mit der x-Achse zwischen den Integrationsgrenzen a und b einschlieRt, wobei die
Flachenteile oberhalb der x-Achse positivund die Flachenteile unterhalb der x-Achse negativin das Integral
eingehen.



b
Das Integral fa f(z) dz ist in diesem Beispiel die Summe von drei orientierten Fldcheninhalten. Der erste
und dritte Flacheninhalt oberhalb der z-Achse zahlen positiv, der zweite Flacheninhalt unterhalb der x-

Achse zahlt negativ.

y=f(z)

Schreibweise des bestimmten Integrals

Fiir das Integral der Funktion f(z) in den Grenzen von a bis b schreibt man

/bf(m) dz.

a und b sind die Integrationsgrenzen, x ist die Integrationsvariable, f(x) der Integrand und dz das

Differential.

Das Integralzeichen f ist aus dem Summenzeichen > entstanden: es werden Rechtecksflichen mit Vorzeichen
summiert, d.h. Produkte von Funktionswerten f(m) als Hohe des Rechtecks und einer kleinen (infinitesimalen)

Intervallbreite dz.

Besonders einfach lassen sich Integrale von konstanten Funktionen bestimmen. Das Integral einer konstanten



Funktion f(z) = c ist eine orientierte Rechtecksfliche der Breite b — a und der positiven oder negativen Hohe
c.

b
/cdm =c-(b—a)
a
Das Integral der konstanten Funktion f(z) = —4 in den Grenzen von —1 bis 2 ist gleich —12.

/—4dar: =(-4)-(2-(-1)) =(-4)-3 =12

Integrale von linearen Funktionen f(x) = ma + b kénnen geometrisch durch Summen von
vorzeichenbehafteten Rechtecks- und Dreiecksflachen bestimmt werden. Im nachsten Abschnitt werden wir
Integrale von linearen Funktionen zusatzlich auch mit Hilfe einer Stammfunktion berechnen.



Das Integral der Funktion f(z) = 2z + 1 in den Grenzen von —1 bis 2 ist eine Summe von zwei
Dreiecksflachen mit unterschiedlichem Vorzeichen. Der Flacheninhalt des kleinen Dreiecks zwischen

x = —1 und x = —0,5 geht mit negativem, der Flacheninhalt des groRen Dreiecks zwischen z = —0,5
und & = 2 geht mit positivem Vorzeichen in das Integral ein. Der Flacheninhalt eines Dreiecks betrégt

% - Breite - HOhe.

/(2m+1)dm: %(0,5-(—1))+%(2,5-5) =6

-1

Der Name der Integrationsvariablen (z, £, ...) hat im bestimmten Integral keine Bedeutung:

/bf(:v)dz:/bf(t)dt:/bf(u)du:...

Bei Integralen Uber ein Zeitintervall wird haufig die Variable ¢ verwendet.

1.2 Das Integral der Anderungsrate

Die Integration hat eine enge Beziehung zur Ableitung einer Funktion und kann als ihre Umkehrung angesehen
werden. Wenn die momentane Anderungsrate einer Funktion (d.h. ihre Ableitung) gegeben ist, so liefert die
Integration der Ableitung die urspriinglichen Funktionswerte, oder genauer gesagt: das Integral von f' () in
den Grenzen von a bis b ergibt die gesamte Anderung f(b) — f(a) der Funktionswerte.



Die zeitabhangige Geschwindigkeit v(t) eines Objektes sei gegeben. Die Geschwindigkeit v(t) ist die
Ableitung der Wegfunktion s(t). Fiir ein kleines Zeitintervall [¢; ¢ + At] betragt die Wegdnderung
néherungsweise As = v(t) - At. Dies entspricht einer kleinen Rechtsecksflache der Breite At und der

b
Hohe v(t). Dann liefert das Integral fa v(t) dt die Summation der Wegénderungen und somit die gesamte
Weglange s = s(b) — s(a), die zwischen den Zeitpunkten ¢ = a und t = b zuriickgelegt wurde. Die
Weglange s entspricht der markierten Flache.

v




Erlduterung

Der Satz folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (siehe folgender Abschnitt), der
in diesem Kurs aber nicht bewiesen wird. Warum ist die Aussage des Satzes plausibel ?

Setzt many = f(z) und betrachtet ein kleines Teilintervall [z;  + Az] von [a; b], so betragt die
Differenz der Funktionswerte Ay = f(z + Ax) — f(x). Ahnlich wie im Beispiel 2 ist Ay
naherungsweise gleich f'(z) - Ax. Zerlegt man das Intervall [a; b] in Teilintervalle der Breite Az, so

b
ergibt die Summation der Ay (im Grenzwert Az — 0) daher das Integral fa f'(m) dz. Andererseits
liefert die Summation der Ay = f(x + Az) — f(z) aber auch die gesamte Anderung f(b) — f(a)
der Funktionswerte zwischen a und b.

Die Ableitung der Funktion f(z) = 32* + List f/(z) = . Integriert man die Ableitung f'(z) = @ von 0
bis 1, so erhalt man den positiven Flacheninhalt eines Dreiecks der Breite und Hohe 1, sodass gilt

1
/mdm:
0

Andererseits ist die gesamte Anderung (der Zuwachs) der Funktionswerte von f(:c) zwischen den Stellen
z = 0und z = 1gleich f(1) — f(0) = 2 — 1 = 1. Man erhaltin diesem Beispiel also

N |
—
—

I

l\D'l =

Wenn die momentane Anderungsrate f’(z) einer Funktion f(z) gegeben ist, so bietet die Integration von
f'(x) also eine Moglichkeit der Bestimmung oder Rekonstruktion der Funktion. Sofern ein Anfangswert f(a)
gegeben ist, ldsst sich jeder Wert f(b) ausrechnen:



Anwendungen:

Energie

Das Integral iber die Leistung P(t) (Arbeit pro Zeiteinheit, d.h. die Ableitung der Arbeit nach der
Zeit) ergibt die im Zeitintervall [0; T'] verrichtete Arbeit W (aufgewendete Energie). Der Anfangswert
(d.h. die Energie bei t = 0) ist hier gleich 0.

W:immu

0

Ladung

Beim Aufladen eines Kondensators iiber einen Widerstand ergibt das Integral tiber den Strom I(¢)
(Ladung pro Zeiteinheit, d.h. die Ableitung der Ladung nach der Zeit) die Ladungsmenge @, die der
Kondensator zum Zeitpunkt 1" speichert, sofern er beit = 0 vollig entladen war (Anfangswert gleich

0).

Q:fmmt

0

Volumen

Die Zulaufrate eines Wasserbehlters sei f(¢) (Volumen pro Zeiteinheit, d.h. die Ableitung des
Volumens nach der Zeit). Das Integral Giber f(t) ergibt das Volumen V' (die Wassermenge im
Behalter) zum Zeitpunkt 71", sofern der Behalter bei £ = 0 leer war (Anfangswert gleich 0).

T

V:/ﬂﬂﬁ

0

1.3 Obersummen und Untersummen

Das Integral entsteht durch Summation von Rechtecksfldchen mit Vorzeichen, welche den gesuchten
orientierten Flacheninhalt approximieren. Zur Bestimmung des Integrals zerlegt man das Integrationsintervall
[a; b] in n Teilintervalle der Breite Az, mitk € {1;2;...;n}. Auf diesen Intervallen ermittelt man jeweils
den kleinsten Funktionswert m;, und den groRten Funktionswert M}, . Man erhélt je Teilintervall zwei orientierte



Rechtecksflachen, my, - Az, und My, - Axy,. Die Summation liefert die Untersumme U (Z) und die
Obersumme O(Z). Die Werte hidngen von der gewahlten Zerlegung Z des Intervalls [a; b] ab.

U(Z) = ka-Awk und O(Z) = ZMk-Aa:k.
k=1 k=1

Der gesuchte Integralwert liegt zwischen der Untersumme und der Obersumme. Die Abschatzung des Integrals
mit Hilfe der Untersumme und Obersumme ist umso genauer, je kleiner die Teilintervalle sind, d.h. je feiner die
Zerlegung ist.

Links wird das Integrationsintervall [0; 2] in zwei Teilintervalle und rechts in zehn Teilintervalle aufgeteilt.
Die Untersumme ist die dunkel gefarbte Flache, die Obersumme ist die hell gefarbte plus die dunkel gefarbte
Flache. In beiden Fallen liegt der wahre Integralwert zwischen der Untersumme und der Obersumme. Mit
zehn Teilintervallen wird aber eine bessere Naherung als mit zwei Teilintervallen erzielt.
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In obigem Beispiel 3 ist f(:c) = 22 + 1 und die Integrationsgrenzen sind a = 0 und b = 2. Bei der
Aufteilung in zwei Teilintervalle (linker Graph) wird das Intervall [0; 2] in zwei Teilintervalle [0; 1] und [1; 2]
zerlegt und fiir diese Zerlegung die Untersumme U (Z3) und die Obersumme O(Z>) berechnet. Die
Intervallbreite ist 1, der kleinste Funktionswert liegt am linken Rand, der gréte am rechten Rand. Man
erhalt:

U(Zy) = £(0)-1+f(1)-1=1+2=3 und O(Z) = f(1)- 1+ f(2) - 1=2+5=71.

In der folgenden Definition wird der Begriff der beschrankten Funktion verwendet. Eine Funktion f ist
beschrénkt, falls es eine Zahl R > 0 gibt, so dass —R < f(z) < R fir alle z in ihrem Definitionsbereich gilt.



Sei f(z) eine auf dem Intervall [a; b] beschrénkte Funktion. f heiRt integrierbar auf dem Intervall [a; b], falls
sich Untersumme und Obersumme durch Verfeinerung der Zerlegung beliebig genau annahern lassen, d.h.
falls es zu jeder vorgegebenen Zahl e > 0 (und sei sie noch so klein) eine Zerlegung Z,, des Intervalls [a; b
in . Teilintveralle gibt, sodass

0<0(Z,)-U(Z,) <e
gilt.
b
Ist f integrierbar auf [a; b], so gibt es eine eindeutige reelle Zahl fa f(x) dz, die als Integral von f vona
nach b bezeichnet wird, sodass

b
U(z) < / f(z)dz < O(2)

fur alle Zerlegungen Z des Intervalls [a; b] in endlich viele Teilintervalle gilt.

Das Integral kann also mit Hilfe von Obersummen und Untersummen definiert werden. Zur Berechnung des
Integrals einer integrierbaren Funktion f lasst man die Breite der Teilintervalle immer kleiner werden.
SchlieBlich ergibt sich dann der gesuchte Integralwert. Da es weitere Integralbegriffe gibt, spricht man hierbei
vom Riemann-Integral.

Wir betrachten weiterhin f(z) = 22 + 1 und unterteilen [0; 2] nun in 10 Teilintervalle der Breite + (siehe
Beispiel 3). Der minimale Funktionswert liegt jeweils am linken Rand jedes Teilintervalls. Die Untersumme
ist daher:

o] =

U(Zy) = (f(o) + f(%) + f(%) + f(g) +f(§) + f(1) +f(§) + f(%) + f(%) 4 f(%)) .

Mit Hilfe einer Wertetabelle lasst sich dies leicht ausrechnen: U (Z19) = 3¢ = 4, 28.

Der maximale Funktionswert liegt jeweils am rechten Rand der Teilintervalle. Die Obersumme ist daher:

0(Z) = (#(5)+ 13) + H3) +H(3) + FO) + HR) + A + 1) +HR) + D) - 5.

Man erhalt O(Zm) = % = b, 08. Der wahre Integralwert, den wir mit feineren Zerlegungen (oder mit

Hilfe einer Stammfunktion im ndchsten Abschnitt) ausrechnen kdnnen, betragt

2
ﬁ) (22 +1)dz = 1?4 ~ 4,67.

Welche Funktionen sind integrierbar? Alle stetigen Funktionen wie Polynome, die Exponentialfunktion e”, die
trigonometrischen Funktionen sin(z), cos(z) und die Betragsfunktion sind integrierbar iber beliebigen
Intervallen [a; b]. Eine Funktiony = f(m) ist stetig, wenn kleine (infinitesimale) Anderungen des z-Wertes nur
zu kleinen (infinitesimalen) Anderungen des y-Wertes fiithren. Solche Funktionen besitzen keine Spriinge der



Funktionswerte.

AuBerdem sind sogar stiickweise stetige Funktionen integrierbar, die abschnittsweise aus stetigen Funktionen
zusammengefugt werden (siehe Beispiel 4).

Uber Definitionsliicken darf nicht hinweg integriert werden und auch Integrale tiber unbeschrénkte Intervalle
wie z.B. [0; 00) oder Integrale unbeschrénkter Funktionen sind zunéchst nicht zugelassen. In diesen Fllen
kann der Flacheninhalt unendlich groB oder unbestimmt sein. Manchmal existiert aber ein unejgentliches
Integral, das wir hier nicht behandeln.

-1 4
Die Funktion f(z) = # hat eine Liicke (Polstelle) bei z = 0. Die Integrale f_3 # dz und f2 % dz

1 1
existieren, nicht aber f_l %dm oder fo % dx, da x = 0 dann im Integrationsintverall (bzw. am Rand
des Intervalls) liegt.

1.4 Eigenschaften des Integrals

Das Integral ist additiv bezuiglich des Integrationsintervalls:




Wir betrachten eine abschnittsweise definierte Funktion f(z):

[z, =xec[0;1)
fle) = {2:1:, z e [1;2]
u
4 /
. 57

f(x) hat also eine Sprungstelle bei z = 1. An den Ubrigen Stellen ist sie aber stetig. Daher ist f(x) auf
0; 2] integrierbar und das Integral ergibt sich durch Summe der Integrale von 0 bis 1 und von 1 bis 2. Das
erste Integral ist durch eine Dreiecksflache und das zweite durch eine Trapezflache gegeben, die man
beispielsweise als Summe einer Rechtecks- und einer Dreieicksflache berechnen kann. Die Flacheninhalte

der markierten Kastchen lassen sich auch direkt aus der Abbildung ablesen. Alle Integrale sind positiv, da
f(z) > 0 firz € [0;2] gilt.

1

/f(w)d$+/f(w)dw=%(1-1)+1~2+%(1-2):g
0 1

Fir die Integrationsgrenzen a und b gilt Giblicherweise a < b. Man betrachtet aber auch die Fille @ = b und
a>b:

Wenn f(x) auf dem Intervall [a; b] mita < b integrierbar ist, dann definiert man auf folgende Weise das
Integral mit vertauschten Grenzen:

AuRerdem setzt man faa f(z)dz = 0.



Warum andert man das Vorzeichen? Bei der Integration von b nach a (d.h. in negativer z-Richtung) andert sich
die Orientierung und daher das Vorzeichen des Integrals. Eine weitere Begriindung liefert die Additivitat des
Integrals bezlglich der Integrationsgrenzen:

b a

/f(:r:) dw+/f(:1:) dr = /af(ac) dz = 0.

a b

Noch Fragen? Dann schauen Sie bitte ins Forum oder fragen per Skype bei OMB+ tutor (ombplus).
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UBUNG 1

Gegeben sei die Funktion f(x) = —%x + 2 und ihr Graph (siehe unten). Gesucht ist der Wert des Integrals

b
[ f(x) dz fiir verschiedene Grenzen a und b. Lésen Sie die Aufgabe geometrisch!
a

o [ f(z) dz. Was passiert hier?
2

Antworten



Lésung zu a
Die Gerade f(z) = —%a: + 2 schneidet die z-Achse an der Stelle z = 4. Da sie die Steigung —%

hat, fallt sie und verlduft somit im Intervall [0; 4] oberhalb der z-Achse.

Daher liegt die Fliche, welche von dem Graphen von f und der z-Achse zwischen x = Qund z = 4
eingeschlossen wird, komplett oberhalb der x-Achse. Somit ist das gesuchte Integral positiv und
kann als Flacheninhalt eines Dreiecks berechnet werden.

Die Lange der Dreiecksseite auf der ¢-Achse betragt 4 — 0 = 4. Die Hohe des Dreiecks auf der y-

4
Achse betragt 2 — 0 = 2. Als Flacheninhalt ergibt sich daher ‘;—2 = 4 und somitbff(:z:) dx = 4.

Der orientierte Flacheninhalt lasst sich auch anhand der Grafik ablesen. Jedes Kastchen hat die
Flache 1.

Losung zu b

Die Gerade f(z) = —%m + 2 schneidet die z-Achse an der Stelle z = 4. Da sie die Steigung —%
hat, fallt sie und verlduft somit im Intervall [1; 3] oberhalb der z-Achse.

Daher liegt die gesuchte Flache komplett oberhalb der -Achse. Das Integral ist positiv und kann als
Flacheninhalt eines Trapezes mit den Eckpunkten (1;0), (3;0), (3; %), (1; %) oder als Summe
einer Rechtecks- und einer Dreiecksflache berechnet werden.

Der Fldcheninhalt des Rechtecks ist (3 — 1) - % = 1, der Flacheninhalt des Dreiecks betragt

(3=1)-1)-1 =1,was jf(m) dx = 2 liefert.
1

Der orientierte Flacheninhalt lasst sich auch anhand der Grafik ablesen. Jedes Kastchen hat die
Flache 1.



Lésung zu ¢

Die Gerade f(z) = —%a: + 2 schneidet die z-Achse an der Stelle z = 4. Damit liegt sie bezlglich
des Integrationsintervalls [2; 6] sowohl oberhalb als auch unterhalb der z-Achse.

Bei der Berechnung des Integrals muss nun aufgepasst werden! Das Integral besteht aus zwei

orientierten Dreiecksflachen.

Das erste Dreieck (oberhalb der z-Achse) hat eine Grundseite von £ = 2 bis x = 4 und eine Hohe

4-2)1
von | f(2)| = |1] = 1. Der Flicheninhalt betrégt folglich ( 2) = 1. Diese Flache tragt positiv

zum Integral bei.

Das zweite Dreieck (unterhalb der z-Achse) hat eine Grundseite von £ = 4 bis z = 6 und eine

. - . ; o (6—4)1 . ; -
Hehe von | f(6)| = | — 1| = 1. Der Flacheninhalt betrégt folglich —5— = 1. Diese Flache tragt

negativ zum Integral bei.

Das Integral berechnet sich nun aus der Summe der positiven und der negativen Dreiecksflache:
1 — 1 = 0. Die Flacheninhalte heben sich im Integral wegen ihrer unterschiedlichen Orientierung

6
auf. Daher ist [ f(z) dz = 0.
2

Anhand der Grafik erkennt man, dass die Flachen oberhalb und unterhalb der x-Achse gleich grol3

sind.

Powered by MUMIE - Hilfe benétigt oder Problem erkannt? ombplus@mumie.net



UBUNG 2

Ein LKW verliert Motordl aufgrund eines Lecks das sich vergréRert. Die Verlustrate zum Zeitpunkt ¢ (in
Stunden) lasst sich durch die Funktion f(t) = 2t % beschreiben, d.h. die Verlustrate betragt 2¢ Liter pro
Stunde. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 betragt das Olvolumen 36!. Bestimmen Sie...

a) ...den Olverlust nach 4h.

b) ...den Zeitpunkt T', zu welchem der Motorélvorrat des LKW aufgebraucht ist.

Antworten

a) Nach 4h betragt der Olverlust 161.

b) Nach 6h ist der Oltank leer gelaufen.

Lésung zu a

Die Funktion f(t) = 2t liefert die momentane Anderungsrate (Ausflussgeschwindigkeit von Ol aus
dem Tank in Litern pro Stunde).

Um den Olverlust zu bestimmen, muss diese Funktion integriert werden.

4
Da der Olverlust nach 4h gefragt ist, muss das Integral f2t dt berechnet werden.
0

Dies kann wie in Ubung 1 geschehen: Berechne den Flacheninhalt des Dreiecks mit der Seitenlange
4 — 0 = 4 und der Héhe f(4) = 8.

4
Dieser Flacheninhalt betragt % -4 -8 = 16, woraus f2t dt = 16 folgt.
0

L

= angegeben war, hat der LKW nach 4h somit 16 verloren.

Da die Funktion in



Losung zu b

Die Funktion f(¢) = 2t liefert die momentane Anderungsrate (Ausflussgeschwindigkeit von Ol aus
dem Tank in Litern pro Stunde).

Um den Olverlust zu bestimmen, muss diese Funktion integriert werden.
Da nach dem Zeitpunkt T" gefragt ist, zu welchem der Oltank (welcher 361 fasst) leer ist, muss die

T

Gleichung f2t dt = 36 gelost werden.
0

Wie in a) wird das Integral Uber den Flacheninhalt eines Dreiecks bestimmt. Diesmal kommt jedoch
noch ein Parameter 71" vor.

Die Dreiecksfliche betragt - (T'- f(T)) = +-T-2T = T2,

Es ergibt sich die Gleichung T'? = 36, woraus der gesuchte Zeitpunkt T = 6h folgt.
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UBUNG 3

2
Gegeben sei die Funktion f(z) = @* 4 2. Wir betrachten sie im Intervall [0; 2] und wollen den Wert des Integrals [ f(x) dz mit Hilfe
0
einer Obersumme und einer Untersumme abschatzen.

Dazu wird das Intervall [0; 2] in 8 Teilintervalle aufgeteilt. Folgen Sie der Anleitung:
. . . 1 9 3 5 6 7 o .
a) Zunéchst werden die 9 Funktionswerte f(0), (), f($), f(3), f(1), f(3), f(3), () und f(2) benttigt. Berechnen Sie diese!
b) Bestimmen Sie mit Hilfe der in a) berechneten Werte die Untersumme U (Z) fur die obige Zerlegung.
¢) Bestimmen Sie mit Hilfe der in a) berechneten Werte die Obersumme O(Z) fir die obige Zerlegung.

d) In welchem Intervall befindet sich der exakte Integralwert ?

Antworten

) f(0) =2, f(3) = fQ) =T, FQ) =%, F1) =38, £(3) =32, f(§) = %, f§) = 5, f(2) = 10.

64 7

b)U(Z) = 12 = 7,0625.

0 0(Z) = X2 =9,0625.

2
d)7,0625 < [ f(z)dz < 9,0625.
0

Lésung zu a
Die unter " Antworten " gespeicherten Ergebnisse flr die Funktionswerte ergeben sich durch simples Einsetzen der Werte

0, ,%, ..., 2 in die Funktionsgleichung f(z) = 3 + 2.

=

Losung zu b

Die Intervallbreite betragt % = %.
Die Funktion ist streng monoton steigend, so dass der kleinste Funktionswert jeweils am linken Rand der Teilintervalle liegt.

Zur Berechnung der Untersumme wird die Intervallbreite mit der Summe der Funktionswerte am linken Rand multipliziert.

Manerhalt: U(Z) = ;- (2+ 2 + T + 22 +34 28 + 34 ) — 18 — 7,0625.

Lésung zu ¢

Die Intervallbreite betragt % = %.

Die Funktion ist streng monoton steigend, so dass der groBte Funktionswert jeweils am rechten Rand der Teilintervalle liegt.

Zur Berechnung der Obersumme wird die Intervallbreite mit der Summe der Funktionswerte am rechten Rand multipliziert.

Manerhal O(Z) = ;- (B + 5 + o +3+ 22 + 2+ 41 +10) = 12 = 9,0625.



Losung zu d

Da Unter- und Obersumme eine untere beziehungsweise obere Schranke fiir den exakten Integralwert liefern, muss
2 2

7,0625 < [ f(z)dz < 9,0625 gelten. Ein gut geratener Wert wire [ f(z) dz = 8, was dem tatsachlichen Wert des Integrals
0 0

entspricht; dessen genaue Berechnung erfolgt im nadchsten Kapitel mit Hilfe einer Stammfunktion.
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UBUNG 4
Gegeben sei die abschnittsweise definierte Funktion f(z):
z+1 z € [0;3)

fa) =4 4 z € [3;5)
—4z+24 z € [5;6]

6
Bestimmen Sie den Wert des Integrals [ f(z) dz.
0

Hinweis: Nutzen Sie die Additivitat des Integrals!

Antwort

fﬁf(ac) dr = 17,5.
0



Losung

Wegen der Additivitat des Integrals folgt:

fﬁf(rr:) de = j3’(m +1)dz + f4dm + f’(—4m +24) d.
0 0 3 5

Nun kénnen die drei Integrale geometrisch bestimmt werden. Wegen f(x) > 0 sind alle Flachen
positiv orientiert. Die Berechnung kann wie in Ubung 1 geschehen:

Das erste Integral als Flacheninhalt eines Trapezes (Summe einer Rechtecks- und Dreiecksflache):

3
J@+1)de=3-1+3-(4-1)-3) =175,
0
5
das zweite Integral f4dm = 8 als Flacheninhalt eines Rechtecks,
3
6
das dritte Integral [(—4x + 24) dz = 2 als Flacheninhalt eines Dreiecks: 1 - (1 - 4).
5
6
Die Summe dieser drei Flacheninhalte ergibt den Integralwert ff(a:) dx = 17,5.
0

Der orientierte Flacheninhalt lasst sich auch anhand der Grafik ablesen. Jedes Kastchen hat die
Flache 1.
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2. STAMMFUNKTIONEN

Inhalt
1. Stammfunktionen und ihre Eigenschaften
2. Das unbestimmte Integral

3. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wenn Sie denken, dass Sie den Inhalt des Abschnitts schon beherrschen, kdnnen Sie zu den zugehdrigen
Ubungs-, Trainings- und Quizaufgaben gehen.

Lernziele:
Nach diesem Abschnitt
" kennen Sie den Begriff der Stammfunktion und ihre Eigenschaften,
" kdnnen Sie die Stammfunktion grundlegender Funktionen bestimmen,
" kdnnen Sie die Summen- und Faktorregel zur Berechung von Stammfunktionen anwenden,

" kennen Sie den Zusammenhang zwischen dem bestimmten Integral und Stammfunktionen.

2.1 Stammfunktionen und ihre Eigenschaften

Im vorigen Abschnitt haben wir bereits einen Zusammenhang zwischen Integral und Ableitung kennengelernt:
das Integral der momentanen Anderungsrate (d.h. der Ableitung f'(z)) einer Funktion kann zur Rekonstruktion
der Funktion f(z) verwendet werden. Die Integration macht auf diese Weise die Ableitung riickgangig.

Stammfunktionen sind Umkehrungen der Ableitung:

Eine differenzierbare Funktion F'(z) heiRt Stammfunktion von f(z) auf einem Intervall I, falls gilt:

F'(z) = f(z) furallex € I.

Sei f(z) = «? 4 1. Dannist F(z) = $a° + x eine Stammfunktion von f(z) auf R, denn es gilt
F'(z) =2 +1 = f(z).



Wie bestimmt man eine Stammfunktion F'(x), wenn nur f(z) gegeben ist? Durch Umkehrung der Ableitung,
d.h. man sucht eine Funktion, deren Ableitung f(z) ist.

Stammfunktionen sind aber (anders als Ableitungen) nicht eindeutig! Falls F'(x) eine Stammfunktion von f(z)
ist, dann ist auch F'(z) 4+ C' eine Stammfunktion fir eine beliebige reelle Zahl C, denn beim Ableiten fallt
diese Konstante weg.

Stammfunktionen einiger grundlegender Funktionen lassen sich einfach angeben. Der Nachweis erfolgt durch

Ableitung.

Funktion f(z) Stammfunktion F'(x) | Bedingung

zF mitk € Zundk # —1 k}r—lwk“ z #0,fallsk <0
z ! In |x| z#0

e’ e’ zc R

sin(z) — cos(z) z R

cos(x) sin(x) zecR

Ableitung von In| x|

Fir z > 0 giltIn |z| = In(z) und die Ableitung ist =.
Firz < 0 giltIn |z| = In(—z). Die Ableitung wird mit Hilfe der Kettenregel der Differenzialrechnung
bestimmt:

(In(-2))' = = (1) = -

Daherist L = z~! die Ableitung von In |a:| fur beliebige  # 0.
T

“241 — g1 = — L gine Stammfunktion von f(z)
T

Sei f(z) = # =z 2. Dannist F(z 721+1

) = =2
auf dem Intervall (—oo; 0) oder auf (0;00).

Fur Stammfunktionen gilt eine Summen- und Faktorregel, die man durch Ableiten einfach nachrechnen kann:
Summen- und Faktorregel

* Wenn F'(x) eine Stammfunktion von f(x) ist und G(z) eine Stammfunktion von g(z), so ist
F(z) + G(z) eine Stammfunktion von f(z) + g(z).

* Wenn ¢ € R eine Konstante ist und F'(z) eine Stammfunktion von f(z), soistc - F(z) eine
Stammfunktion von ¢ - f(z).



f(x) = 2sin(z) — 3 cos(z) + 4z. Dann ist

F(z) = 2(— cos(z)) — 3sin(z) + 4- (%gﬁ) — _9cos(z) — 3sin(z) + 202

eine Stammfunktion von f(x).

Die Faktorregel gilt fir nurfir das Produkt einer konstanten Zahl mit einer Funktion, aber nicht fiir Produkte

2

von zwei Funktionen! Betrachtet man z.B. f(z) = @ - ¢ = 2%, so ist $2* eine Stammfunktion von f(z),

%aﬂ = iw‘l. Fur die Integration von Produkten von Funktionen, wie z.B. fur

f(z) = z - €*, existiert eine eigene Regel (partielle Integration, siehe untenstehendes Video), die hier nicht
behandelt wird.

aber nicht %mz .

[video-online-only]

2.2 Das unbestimmte Integral

Im letzten Abschnitt hatten wir bereits gesehen, dass eine Stammfunktion nicht eindeutig ist, weil Konstanten
addiert werden kénnen.

Fy(z) = —cos(z) und Fy(z) = — cos(x) + 5 sind Stammfunktionen von f(x) = sin(x). Alle
Funktionen der Form — cos(z) + C mit C' € R sind Stammfunktionen von sin(z).

Die Menge aller Stammfunktionen von f(x) lasst sich genau beschreiben: Wenn F (z) und Fy(x) zwei
beliebige Stammfunktionen von f(z) auf dem Intervall I sind, so gilt:

F'(z) = F/(z) = f(z) = F/(z) — F/(z) = 0.

Die Ableitung von F (z) — F»(x) ist also konstant gleich 0. Die Funktion F} (z) — Fy(x) &ndert sich auf dem
Intervall I nicht und ist daher gleich einer konstanten Funktion: Fy(x) — Fy(z) = C, oder auch:

Fi(z) = Fa(x) + C. Zwei Stammfunktionen unterscheiden sich also auf dem Intervall I nur um eine
konstante Verschiebung des Funktionswertes.

Die Menge der Stammfunktionen einer integrierbaren Funktion f(x) bezeichnet man als unbestimmtes
Integralund man schreibt

[ 1@)de = F@)+c,
wobei F'(z) eine beliebige Stammfunktion und C' € R ist.

[video-online-only]



Bei einem unbestimmten Integral ist der Name der Integrationsvariablen (z.B. x) ublicherweise auch der
Name der unabhangigen Variablen der Stammfunktionen.

Bei einem unbestimmten Integral lasst man also die Integrationsgrenzen weg und erhdlt eine Menge von
Stammfunktionen. Den Zusammenhang zum bestimmten Integral besprechen wir dann im nachsten Abschnitt.

Es gilt

/(i—6w2)dx:—%—2w3+0.

12

Das Integral und die Stammfunktionen sind nur fiir Intervalle definiert, die nicht die Null enthalten, z.B. auf
(—00;0) und (0; 00). Die Stammfunktion und die Konstante C' kann fur positive und negative z-Werte
unabhéngig gewéhlt werden. Die folgende Abbildung stellt auf jedem der Intervalle (—oo; 0) und (0; c0)
zwei verschiedene Stammfunktionen von f(z) = j—z — 622 dar.

y
20

[
o
T

1
ro b
1
[
(]

2.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b
In diesem Abschnitt stellen wir nun die Verbindung zwischen dem bestimmten ]ntegra/fa f(x) dx und den
Stammfunktionen her. Dies erklart dann auch, warum wir die Menge der Stammfunktionen als unbestimmtes

Integral bezeichnet haben.



Das bestimmte Integral kann also durch Einsetzen der Grenzen in eine Stammfunktion ausgerechnet werden.

b
Fiir die Differenz F'(b) — F'(a) schreibt man auch [F(m)]a Der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung besagt also

b
/f(m)da: - [F(m)]z.

Der Wert hangt nicht von der Wahl einer Stammfunktion ab. In der Tat wiirde eine konstante Verschiebung von
F(z) (d.h. F(x) + C statt F'(x)) bei der Bildung der Differenz wieder wegfallen!

Der Aussage des Hauptsatzes sind wir in etwas anderer Form bereits im vorigen Abschnitt begegnet. Das
Integral der momentanen Anderungsrate (Ableitung) einer Funktion ergibt die gesamte Anderung zwischen den
Integrationsgrenzen. Nun hat die Stammfunktion F'(x) die Ableitung f(z), so dass das Integral von f(z) von
a bis b die gesamte Anderung von F'(z) ergibt, d.h. die Funktionsdifferenz F'(b) — F(a).




flz) = % — 622 ist auf dem Intervall [1; 2] stetig. Die Funktion F'(z) = —% — 223 + 20 ist eine
Stammfunktion und

2
/(3_6m2)d;p _ [—%—2w3+20]j — 316 = —13.
1

Die Funktion f(x), die Stammfunktion F'(z) und der orientierte Flacheninhalt

2
fl f(z)dz = F(2) — F(1) = —13 sind in der folgenden Abbildung dargestellt:

y
30+

20t F(z)

10+

0,5

-10 &

20+

=30+

Noch Fragen? Dann schauen Sie bitte ins Forum oder fragen per Skype bei OMB+ tutor (ombplus).
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UBUNG 1

2

a) Bestimmen Sie eine Stammfunktion F'(z) von f(z) = 272 — cos(x) — 3e* auf dem Intervall (0; 00).

b) Welche der folgenden Funktionen F} (z), Fy(x), F3(z) ist eine Stammfunktion von f(z) = e~ (cos(z) — sin(z)) auf
R?

Fi(z) = e~* (sin(x) + cos(z)), oder
Fy(z) = —e*(sin(z) + cos(x)), oder

Fs(z) = e *sin(z) ?

Antworten
a)F(z) = —z! —sin(z) — 3e®.

b) F3(z) = e * sin(x).

Lésung zu a
Die Summanden werden einzeln integriert und dann die Summenregel angewendet.

1 —2+1 _ =1

Eine Stammfunktion zu 22 ist 7% = =

Eine Stammfunktion zu cos(z) istsin(x).

Eine Stammfunktion zu e* ist e*.

1

Nach der Summen- und Faktorregel ist dann F'(z) = —z~' — sin(x) — 3e” eine Stammfunktion zu

f(z) = 272 — cos(x) — 3e® auf dem Intervall (0; o).



Lésung zu b

flz)=¢" (cos(m) — sin(a:)) ist ein Produktvon zwei Funktionen.

Man prift die angegebenen drei Funktionen durch Ableitung. Wenn die Ableitung gleich f(:v) ist, so handelt es sich um
eine Stammfunktion.

Nach Produktregel der Differentation gilt:
F'(z) = (e_’" (sin(z) + cos(x)))' = —e *(sin(z) + cos(z)) + e *(cos(z) — sin(z)) = e *(—2sin(z)).

Es gilt Fo(z) = —Fy(z). Also folgt:

F/(z) = —F/'(z) = 2e " sin(z).

F3(z) ist die gesuchte Stammfunktion, denn nach Produktregel der Differenziation gilt:

F3'(z) = (e ®sin(z)) = —e *sin(z) + e cos(z) = e ®(cos(z) —sin(z)) = f(z).
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UBUNG 2

a) Welche der folgenden Formeln fiir unbestimmte Integrale sind richtig, falls z > 0 gilt und C' € R eine

beliebige Konstante ist?

3) fln(a:) de =zln(z) —z+C
4 [Ldz = In(22) +C
5) f%dw = Cln(z)
b) Lésen Sie die folgenden unbestimmten Integrale, wobei a und b konstante reelle Zahlen sind.
1) f(a sin(z) + bcos(z) ) d
2) [ da

3)f( L —bze“’)dm

(az)

Antworten

a) Die Integrale 3) und 4) sind richtig, die Gbrigen sind fehlerhaft.
b)

1) f(a, sin(z) + beos(z)) dz = —acos(x) + bsin(z) + C

T 2332

Z)I‘Igbdm:—al—éL%—C

3 [ —b2e?)dz = —L L b2 +C

(a;p)ﬁ 5(16



Lésung zu a

1) Die Ableitung von % ist — % Die Formel ist also falsch.

2) Es gilt f % dxr = —% + C. Die additive Konstante C' fehlt in der Formel; das unbestimmte
Integral ist eine Menge von Stammfunktionen.

3) Die Formel ist richtig, denn die Ableitung von zIn(z) — z istz - L + 1-In(z) — 1 = In(x).

4) Die Formel ist richtig, obwohl In(2z) statt In(z) angegeben ist. Es gilt In(2z) = In(2) + In(z)
und dies ist ebenso eine Stammfunktion von %

5) C - In(z) ist keine Stammfunktion von L, denn (C'In(z))’ = C'<. Die Integrationskonstante ist
additiv.

Lésung zu b

Wir wenden die Summen- und Faktorregel an.

1) Wegen fsin(ac) dx = —cos(z) + C und fcos(m) dx = sin(z) + C folgt aus der Summen-
und Faktorregel:

/(a sin(z) + beos(z)) de = —acos(z) + bsin(zx) + C.

2) Es gilt

ar+b az b 1 1
& =

Wegen f % dr = —% + C und f # dxr = —%;—2 + C folgt aus der Summen- und Faktorregel:

/ax+bdm:—al—éi+0.

x3 x 222

3) Wegen f % dr = —%x_5 + C und few dx = e* + C folgt aus der Summen- und

Faktorregel:

/(ﬁ—b‘lew)dx:/( L —er‘”)dx:—;F%—er‘”jLC.

ax al b
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UBUNG 3

Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung,
sofern die bestimmten Integrale existieren:

a) f_;l 1;—2”” dz
b) f_lz(% —2z%) dx
Q) f: (2sin(z) — 3e®) dz
Antworten

a) f_;l l;r—fd:p = - —1In(2).

b) Das bestimmte Integral existiert nicht.

0 f: (2sin(z) — 3e®) dz = 3e™ — 7.

Lésung zu a

Es gilt f(z) = 1:296 = 901—2 + % f(x) ist stetig und daher auch integrierbar auf dem Intervall
[—2;-1].

Wir bestimmen eine Stammfunktion und wenden dann den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung an.

Eine Stammfunktion ist F(z) = —< + In || + C.
Fur das bestimmte Integral folgt nach dem Hauptsatz

—1

/ 1;;96 dz — [—% +ln|m|]:: — (1 +1n(1)) — (% +In(2)) = % ~In(2).

—2

Losung zu b

Das bestimmte Integral existiert nicht, da wegen 0 € [—2; 1] eine Polstelle von % im

Integrationsintervall liegt, Gber die nicht hinweg integriert werden darf.



Lésung zu ¢

f(z) = 2sin(x) — 3e” ist stetig und daher integrierbar auf dem Intervall [0; 7r].

Wir bestimmen eine Stammfunktion und wenden dann den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung an.

Eine Stammfunktion zu f(z) ist F(z) = —2cos(x) — 3e®.

In diesem Beispiel ist 7 die untere und O die obere Grenze. Der Hauptsatz kann trotzdem ohne

Anderung verwendet werden.

Es folgt:

/(2 sin(z) — 3¢”) dz = [~2cos(z) — 3¢*]. = (—2—3) — (2— 3€") = 3¢™ — 7.
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UBUNG 4

a) Die folgende Funktion f(z) ist gegeben:

fz) = sin(7z)

x
Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f"’(z) auf dem Intervall (0; c0).
2 1/
b) Berechnen Sie anschlieRend fl f'(z)de.

Antworten

. f’(.’B) _ m cos(mx) B sin(mz)

T ;c2

b) ff f'(z)dz = 3.

ist eine Stammfunktion von f"'(z).

Lésung zu a

Gesucht ist eine Funktion, deren Ableitung f'() ist.
f'(x) hat die Ableitung f"(z) und ist daher eine Stammfunktion von f''(z).

Die Ableitung f'(z) von f(z) = sin(mz) - = wird mit Hilfe der Produktregel bestimmt.

£(@) = meos(ra) - - + sin(rz) - (=3 ) = Teo2r) _ sinira)

Alternativ kann man auch die Quotientenregel zur Ableitung verwenden.



Losung zu b

f"(z) ist stetig und daher integrierbar auf dem Intervall [1;2]. Nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung gilt

2

[ 1@ =[r@),

AulRerdem gilt

mweos(mz)  sin(wz)

f’(il:) = — 2

L T

Also ist das Integral gleich

[ﬂ'cos(ﬂ':r,) sin(7z) ] 2
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3. BERECHNUNG VON INTEGRALEN UND FLACHEN

Inhalt
1. Berechnung von bestimmten Integralen
2. Die lineare Substitution

3. Berechnung von Fldchen zwischen zwei Graphen

Wenn Sie denken, dass Sie den Inhalt des Abschnitts schon beherrschen, kénnen Sie zu den zugehérigen Ubungs-,
Trainings- und Quizaufgaben gehen.

Lernziele:
Nach diesem Abschnitt
" konnen Sie bestimmte Integrale mit Hilfe von Stammfunktionen berechnen,

® konnen Sie die Flache zwischen zwei Kurven berechnen.

3.1 Berechnung von bestimmten Integralen

Im vorigen Abschnitt wurde behandelt, wie man bestimmte Integrale mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung berechnen kann:

b
Die Berechnung eines Integrals fa f(x) dx reduziert sich daher im wesentlichen auf die Bestimmung einer
Stammfunktion F'(x).

k

Im vorigen Abschnitt wurden auch bereits Stammfunktionen zu mehreren wichtigen Funktionen wie ¥, sin(x),

cos(z) und e* vorgestellt. AuRerdem gilt die Summen- und Faktorregel fiir Integrale.



Sei f(z) = e* —x — 1. Dann giltff(m) dz = e® — ;a? — z + C und

1 1
[(e* —z—1)dz = [ew—%a,z—m]_l

-1
= (e—5-1)— (e =5 +1)
= e—%—2%0,35.
y
flz) :e;w —z—1
0,51
1 05 0,5 1
.................. ..._0,5
.._1._..

Die Bestimmung einer Stammfunktion kann eine schwierige Aufgabe sein. Es existieren hierzu verschiedene
Regeln, die in diesem Kurs nur teilweise behandelt werden. Im Unterschied zur Ableitung flihrt die Anwendung der
Regeln aber nicht automatisch auf eine Losung, obwohl jede stetige Funktion eine Stammfunktion besitzt.

Wenn eine mogliche Stammfunktion gegeben ist, so kann man durch Ableitung Gberprifen, ob es sich wirklich um
eine solche handelt.



Uberpriife das Integral

/sin2 (z)dz = %m - %sin(m) cos(z) + C

durch Ableitung. Man verwendet fur den zweiten Summanden die Produktregel (siehe Abschnitt VIL.4) und
erhalt

(% S sm )cos(w))’ = % — %(cos(m) cos(z) — sin(z) sin(m)) =

51— (o) sin (o) — s o).

Man beachte hierbei, dass sin® () + cos?(x) = 1 gilt. Der Strich’ bezeichnet wie tiblich die Ableitung nach
dem Argument.

Das folgende Integral lasst sich dann leicht berechnen:

27
27

/ sin?(z) dz = [%m — % sin(x) cos(ac)]0 =1—0=m.

3.2 Die lineare Substitution

Bei der Ableitung verketteter (zusammengesetzter) Funktionen wird die Kettenrege/verwendet, die in Abschnitt
VIL4 behandelt wurde. Fiir h(z) = f(g(a;)) gilt:

Ein Spezialfall sind zusammengesetzte Funktionen vom Typ h(z) = f(ma + b). Die innere Funktion
g(z) = maz + b beschreibt eine Gerade und ihre Ableitung ist eine Konstante. Die Ableitung von h(x) ist daher

W) = £(9(2)) - () = £ (ma+ ) -m
Wie kann man nun h(z) = f(ma + b) integrieren, wenn nur eine Stammfunktion F'(z) von f(z) bekannt ist?

Wenn F(z) eine Stammfunktion von f(z) ist und Konstanten m # 0 und b € R gegeben sind, so gilt

/f(mm +b)dx = %F(mw +b)+C.

Die Regel kann man durch Ableiten leicht Gberpriifen. Diese Regel wird auch /ineare Substitution genannt. Die
lineare Substitution ist ein Spezialfall einer allgemeineren Substitutionsregel, die hier nicht behandelt wird.



Beispiel 1

/62x+1 dr = 162x+1 4 C

Beispiel 2

s

/sin(wm) dx = [—1 cos(7rac)]0 = 1 cos(m) — (—l cos(O)) = %

3.3 Berechnung von Flachen zwischen zwei Graphen

SchlieRlich betrachten wir noch die Berechnung von Fldchen (positiven Flacheninhalten) zwischen dem Graph einer
Funktion und der x-Achse oder allgemeiner die Berechnung der Flache zwischen zwei Graphen.

Das Integral berechnet den orientierten Flacheninhalt. die Flachen erhalten dabei ein positives oder ein negatives
Vorzeichen. Flacheninhalte mit entgegengesetztem Vorzeichen kdnnen sich gegenseitig auftheben. Bei der
Berechnung der Flache zwischen zwei Graphen sollen nun aber alle Flacheninhalte positiv zdhlen.

Wir setzen voraus, dass a und b reelle Zahlen mita < b sind und dass f(z) und g(z) auf dem Intervall [a; b]
integrierbar sind. Bei der Berechnung des positiven Flacheninhalts zwischen den Graphen von f(z) und g(m)
kommt es nun auf die Lage der beiden Funktionen an. Dabei kann auch f(z) = 0 oder g(z) = 0 sein, d.h. der
Graph einer der beiden Funktionen ist die z-Achse.

Besonders einfach ist die Situation dann, wenn f(z) > g(z) im gesamten Integrationsintervall [a; b] gilt:

Falls f(z) > g(z) fur allez € [a;b] gilt, so betrdgt die Flache zwischen den Graphen von f(z) und g(z) im
Intervall von a bis b

b
[(s@) — g(z)) de.



Beispiel 1

Die Fliche zwischen dem Graphen von g(z) = z? — 1 und der z-Achse soll bestimmt werden. Gesucht ist
die Flache zwischen den Schnittpunkten. Dann gilt f(z) = 0 und Gleichsetzen f(z) = g(z) ergibt die
Integrationsgrenzen @ = —1 und b = 1.1Im Intervall [—1;1] gilt 0 > z? — 1.

Die gesuchte Flache betragt dann

b 1
[ s e = [~ ~nas = [-ga +al'y = (5+1) - (G-1) - §.

-1,2¢



Beispiel 2

Die Fldche zwischen den Graphen von f(z) = cos(z) und g(z) = sin(z) soll im Intervall [—%7‘(’; iﬂ']

berechnet werden. In diesem Intervall gilt cos(x) > sin(xz). Die Flidche betrégt dann

/ (cos(m) — sin(m)) dr = [sin(m) + COS(:I:)E:W _ (ﬁ f) - (_ V2 \/5)

3,
4

sin(z)

]

Etwas schwieriger ist die Situation, wenn das Vorzeichen von f(z) — g(x) im Integrationsintervall [a; b] wechselt.
Der Betrag | f(z) — g(«)| beschreibt dann den senkrechten Abstand zwischen den Graphen und das Integral
daruber ergibt die gesuchte Flache.



Bei der beschriebenen abschnittsweisen Integration darf der Betrag nach der Integration angewendet werden, so

dass keine gesonderte Uberlegung zum Vorzeichen von f(x) — g(x) erforderlich ist.



Seien f(x) = z® — 2% und g(x) = 2z. Gesucht ist die positive Flache zwischen den Schnittpunkten der
Graphen von f(z) und g(z). Man bestimmt zunéchst die Nullstellen von

flx)—glz) =2* 2> —2z =2(2®* —z—2) = z(z + 1)(z — 2).

Die Nullstellen (Schnittstellen von f(z) und g()) sind daher x = —1, 2 = 0 und = 2. Die Fliche
zwischen den Graphen von f(x) und g(x) im Intervall [—1; 2] ist dann die Summe der Betrége von zwei
Integralen:

2 0 2
/‘x3—m2—2m‘da}: /(m?’—w2—2m)dw+ /(w3—w2—2x)da¢.
-1 1 0

Eine Stammfunktion von f(z) — g(z) = 23 — 2% — 2z ist %w‘l — +a® — 2%, Die gesuchte Fliche betragt

dann

[t b T,

-1

Noch Fragen? Dann schauen Sie bitte ins Forum oder fragen per Skype bei OMB+ tutor (ombplus).
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UBUNG 1

Wir betrachten die Wurzelfunktion f(z) = /.

3
a) Eine Stammfunktion von f(z) istvom Typ F((z) = az+/x = ax? . Bestimmen Sie o, indem Sie

F(x) ableiten.

b) Berechnen Sie dann mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung:

4

/\/Eda:

1

¢) Losen Sie mit Hilfe einer linearen Substitution:

/\/333 +5dx

d) Berechnen Sie das bestimmte Integral:

1
/«/3@’ +5dx
-1

Antworten
a) a = %

b) f14 Vadr = 13—4.

o [v3z+5 =23z +5)v/3z+5+C.

1
d) f_l V3x +5dx = %\/i



Lésung zu a

Die Ableitung von F(z) ist F'(z) = a3 /z.

Es gilt F'(z) = f(x) = /@, so dass a = 2 folgt. Es gilt also

F(z) = 225

Losung zu b

F(z) = 2z+/ ist eine Stammfunktion von f(z) = /% (siehe a).

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

/f(x) de = [F(w)];1 = [gm\/ﬁ]j

4
Durch Einsetzen der Grenzen erhélt man fl f(z)dx =

o
(0.0}
|
|
|
||—~
S

Lésung zu c

Die innere Funktion ist die Gerade g(z) = 3z + 5, die Ableitung ist ¢'(z) = 3.
- L - 9 S .
Die duRere Funktion ist f(z) = /x und F(z) = 5 x+/x ist eine Stammfunktion.

Dann folgt fir das unbestimmte Integral:

(3z+5)y/3z+5+C = %(Sx +5)/3x+5+C

w|

/\/mdm:;



Losung zu d

Aus c) folgt:

/ V3z+5dz = [%(3m+5)\/m]1_

1

Durch Einsetzen der Grenzen erhalt man:

1
/ /3% T hds = gsﬁ_ §2ﬁ: %f_ gﬁ: %ﬁ
-1
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UBUNG 2

Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale mit Hilfe einer linearen Substitution.
a) f 2e 37+l g
b) f(2x +1)°dz

9 f 41:3+1 dzx

d) fcos(27rt +7)dt

Antworten
a) f2e‘3‘1”'Jr1 der = —%e_?’“’“ +C.
b) [(22 +1)°de = L (22 +1)5+C.
o [Zrde=3mldz+1]+C.

d) fcos(27rt +7)dt = o sin(2mt + 7)+C.

Lésung zu a

Die innere Funktion ist die Gerade g(z) = —3z + 1, die Ableitung ist ¢/ (z) = —3.
Die duBere Funktion ist f(z) = e* und F(z) = e” ist eine Stammfunktion.

Dann folgt fiir das unbestimmte Integral:

1 2
/2e3x+1 de = 2 - —3673$+1 4+ C = _gef3z+1 +C



Losung zu b

Die innere Funktion ist die Gerade g(z) = 2z + 1, die Ableitung ist g'(z) = 2.
Die duBere Funktion ist f(z) = 2° und F(z) = ¢® ist eine Stammfunktion.

Dann folgt fir das unbestimmte Integral:

2z +1)8+C = 1—12(2:c+1)6+C'

S| =

/(2a;+1)6d:c: %

Lésung zu ¢

Die innere Funktion ist die Gerade g(x) = 4z + 1, die Ableitung ist ¢'(z) = 4.
Die duRere Funktion ist f(z) = T und F(z) = In |z| ist eine Stammfunktion.

Dann folgt fir das unbestimmte Integral:

3 1 3
dr=3-=-Inl|4 1]+C = —-1nl4 1|+ C
/4:1:+1 z 4n|:13—|— | + 4n]w~|— | +

Losung zu d

Die innere Funktion ist die Gerade g(t) = 2t + 7, die Ableitung ist ¢/ (t) = 2.
Die duBere Funktion ist f(t) = cos(t) und F'(t) = sin(t) ist eine Stammfunktion.

Dann folgt fiir das unbestimmte Integral:

1 .
/cos(27rt + %) dt = o sm(27rt + %) +C
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UBUNG 3

Bestimmen Sie die Fldche zwischen den Schnittpunkten der Graphen der Funktionen f(z) = —z2 + z und
g(z) =2 —x —12.

a) Skizzieren Sie (in einer Grafik) die Graphen der Funktionen f(z) und g(x) und schraffieren Sie die
gesuchte Flache.

b) Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Graphen von f(z) und g(x).
¢) Berechnen Sie dann die Flache zwischen den Schnittpunkten der Graphen von f(z) und g(z).

Graphen




Schnittpunkte

Man setzt f(z) = g(z) und erhélt

2?4tz =x—x—12.

Die Gleichung ist aquivalent zu
202 — 22— 12=02°-2-6=0< (z+2)(x—3) = 0.

Die Losungen (Schnittstellen) sind also ;1 = —2 und x5 = 3.

Durch Einsetzen von 21 und x5 in f(x) oder g(z) erhélt man dann die Schnittpunkte

P, = (—2;—6) und P, = (3;—6).

Flache

Zwischen den Schnittstellen ;1 = —2 und o = 3 gilt f(z) > g(z) < f(z) — g(z) > 0.

Der Flacheninhalt zwischen den Schnittpunkten der Graphen betrdgt dann

3 3
/(f(w) - g(a:)) dr = /(—2:32 + 2z + 12) dz.
-2 -2
Eine Stammfunktion des Integranden ist F'(x) = —%:c?’ + 2% + 12z.

Die Flache betragt also:

2 5 2 2 125
[-2a% +a? +120] =~ 22749436 (5 8 4+4-24) = =
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UBUNG 4

Bestimmen Sie den Inhalt der Fléche, die von dem Graphen der Funktion f(x) = 223 — 22% — 4z und der
x-Achse eingeschlossen wird.

a) Bestimmen Sie die Schnittstellen des Graphen von f(x) mit der z-Achse.

b) Integrieren Sie abschnittsweise zwischen den Schnittstellen, die Sie in Aufgabenteil a) bestimmt haben.

¢) Berechnen Sie dann mit Hilfe von b) den gesuchten Flacheninhalt.

Antworten

a) Die Schnittstellen sind z; = —1, x93 = O und z3 = 2.

0 2
b) [(24 — 22? — 4z)dx = 2 und [(22% — 2% — 4z)dz = — 3.

c) Der Flacheninhalt betragt %.

Lésung zu a

Die Schnittstellen des Graphen von f(z) mit der z-Achse sind gerade die Nullstellen von f(z). Man
setztalso f(z) = 0, d.h. 2z% — 22% — 4z = 0 und I6st die Gleichung.

Es gilt

223 — 22° — 4z = 2z(2? — x — 2) = 2z(z + 1)(z — 2).

Die Schnittstellen sind daher 21 = —1, x5 = O und x3 = 2.



Losung zu b

Eine Stammfunktion von f(z) ist F(z) = 32! — 2a° — 222

Das Integral zwischen den Schnittstellen —1 und 0 ist daher

0
1y 2, 210 1 2 )
/f(:l:)da:— [§m —3® — 2z ]_1 —0—(§+§—2)— 5
-1
Das Integral zwischen den Schnittstellen 0 und 2 ist
/ 2 . 6 16
L 4 3 2 1
/f(w)da:: [530 — 3% — 2z ]0: (8—?—8)—0: 3
0

Lésung zu ¢

Der Flacheninhalt ist die Summe der Absolutbetrdge der Integrale, die abschnittsweise zwischen den
Schnittstellen berechnet wurden (siehe b).

Der Flacheninhalt betragt daher

1/0f(m)d:1: + /f(a:)da: _ %+?:?
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KAPITELUBUNGEN

UBUNG 1

Eine Funktion f(x) mit dem folgenden Graph sei gegeben:

Geben Sie mit Hilfe von geometrischen Uberlegungen grobe Abschitzungen der folgenden Integrale an.

o [ flz)dz

“1/2

Zusatz: Nun ist bekannt, dass f(x) = —2z* + 12—1:1:3 — gazz — x gilt. Wie kann man die Integrale genau

ausrechnen?



Antworten

Grobe Abschatzungen:

a) [ f(z)dz ~ —0,25.
0

2

b) [ f(z)dz ~ 1.
i

1/2
o [ f(z)dz ~ —0,25.
-1/2
Zusatz: F(z) = —%:1:5 4= %a:‘l = %:v3 = %xQ ist eine Stammfunktion und die Berechnung der

Integrale mit Hilfe der Stammfunktion ergibt:

a) [ f(z) dz ~ —0,36.
0

2
b) [ f(z) dz ~ 0,89.
i

1/2
o [ f(z)dz ~ —0,23.
~1/2

Losungen zu a, b, c

Ein Késtchen hat den Flacheninhalt 0,5 - 0,5 = 0,25.

Das Integral von 0 bis 1 entspricht der Flache von ungefahr einem Kastchen. Der Flacheninhalt ist
negativ orientiert, da f(«) < 0 in diesem Intervall gilt. Eine mégliche Abschétzung des Integrals ist

—0,25.

Das Integral von 1 bis 2 entspricht der Flache von ungefahr vier Kastchen. Der Flacheninhalt ist
positiv orientiert, da f(z) > 0 in diesem Intervall gilt. Eine mégliche Abschatzung des Integrals ist
1.

Das Integral von —0,5 bis 0,5 besteht aus drei Teilflichen. Zwei der Fldcheninhalte sind negativ
orientiert, eine kleine Flache oberhalb der x-Achse kann vernachlassigt werden. Insgesamt erhalt
man einen negativ orientierten Flacheninhalt, der ungefahr einem Kastchen entspricht. Eine
mogliche Abschatzung des Integrals ist —0,25.



Losung des Zusatzes

Man bestimmt eine Stammfunktion von f(z) = —2z* + tta® — 22?2 — z.
F(z) = —2a° + Yo' — 22® — 22 ist eine Stammfunktion.

Die Integrale lassen sich dann durch Einsetzen der Grenzen in die Stammfunktion bestimmen:

/ f(z)dz = [F(2)]) = F(b) - F(a)

Die Werte fur die drei Integrale a), b), ) sind unter Antworten angegeben.
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UBUNG 2

Ein Wasserbecken wird 10 Tage lang mit Wasser gefiillt. Die Zuflussrate wird durch die folgende Funktion
f(t) beschrieben:

f(t) = —t* + 50t + 500,

wobei ¢ in Tagen seit Beginn und f(¢) inm3 pro Tag angegeben ist. Das Becken enthalt zu Beginn 1000 m?

Wasser.
Bestimmen Sie die Wassermenge im Becken zu jedem Zeitpunkt 7' € [0; 10] und insbesondere nach 10
Tagen.

Antwort

Die Wassermenge betragt F'(T') = —%T‘l + 2572 + 5007 + 1000. Nach 10 Tagen befinden sich
F(10) = 6000 m? Wasser im Becken.



Ausfuhrliche Losung

Die Zuflussrate f(¢) (momentane Anderungsrate) gibt an, wie sich die Wassermenge im Becken zum
Zeitpunkt ¢ andert (in m3 pro Tag). Um den gesamten Zufluss im Zeitraum [0; T'] zu ermitteln, muss
f(t) von 0 bis T integriert werden. Der Zufluss ist unabhéngig von der zu Beginn vorhandenen
Wassermenge im Becken.

Eine Stammfunktion von f(t) = —3 + 50t + 500 ist

F(t) = —%t“ + 25¢* + 500¢.

Das gesuchte Integral betragt

1

T
T
/(—t3 + 50t + 500) dt — |~ ¢! + 258 + 500¢]
0

— —ZT4 + 2572 + 5007

Da sich zum Zeitpunkt ' = 0 aber bereits 1000 m? Wasser im Becken befinden, ist die
Wassermenge nach 1" Tagen also die Summe aus dem gesamten Zufluss plus dem Bestand bei
T=0:

T
1
F(T) = / (—t* + 50t + 500) dt + 1000 = —ZT4 + 2572 + 5007 + 1000 .

0

Nach 10 Tagen befinden sich dann F(10) = 6000 m?> Wasser im Becken.

Powered by MUMIE - Hilfe benétigt oder Problem erkannt? ombplus@mumie.net



UBUNG 3

f(x) sei eine stetige Funktion mit der Stammfunktion F'(z) und C'sei eine beliebige reelle Zahl. Welche der
folgenden Aussagen sind richtig?

a) [~4f(z)dz = —4F(z) +C

b) —L_ist eine Stammfunktion von ——.

) 7o)
9 [ f(@)de = FQ1) - F(3).
4 F'(z) = f(z) + C.

Antwort

a) und ¢) sind richtig.



Begrindung
a) ist richtig, weil die Faktorregel fur Stammfunktionen und Integrale gilt und —4 ein konstanter

Faktor ist.

b) ist falsch (auch wenn man f(z) # 0 und F'(x) # 0 voraussetzt). Beim Ableiten gilt die Produkt-
bzw. Quotientenregel und in diesem Beispiel erhalt man:

F(z)*  F(z)’

(Fl )), _ —F(=) _ —f)

. : 1 . 1
Die Ableitung von o) ist also nicht Ok
Ein konkrete Beispiel hierzu ware f(z) = z und F(z) = 1. Die Ableitung von

1 _ 2 9 2i 4p3 — 4 undnicht L — L - -
e 2¢7% ist —4z~° = —— und nicht 7@ = - InderTatist In |z| eine

Stammfunktion von %

c) ist richtig nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Der Satz gilt auch bei
vertauschten Grenzen, wie in diesem Beispiel:

1

[ 1@ do =~ [ f@)de = ~(F @) - FW) = FQ@) - F3

3

d) ist falsch, denn die Ableitung ist (im Unterschied zur Stammfunktion) eindeutig bestimmt.
F'(z) = f(x) wire richtig.

Powered by MUMIE - Hilfe benétigt oder Problem erkannt? ombplus@mumie.net



UBUNG 4

Gegeben sind die Funktionen f(z) = z% — 22? — 3z und g(z) = =% — 22 — 3z — 4.
a) Bestimmen Sie die Nullstellen von f(z).
b) Berechnen Sie die Flache, die der Graph von f(z) mit der z-Achse einschlieRt.
¢) Bestimmen Sie die Schnittstellen der Graphen von f(z) und g(z).

d) Berechnen Sie die Fliche, die von den Graphen von f(z) und g(z) eingeschlossen wird.

Antwort

a) Die Nullstellensindz = 0,z = —1 und z = 3.
b) Die Flache betragt %.

¢) Die Schnittstellen sind x = —2 und x = 2.

. . . . 32
d) Die Flache betragt =-.

Lésung zu a

Setze f(x) = z® — 22 — 3z = 0. Durch Ausklammern von x und Faktorisieren des quadratischen
Polynoms folgt

f(z) = z(2®> — 22 — 3) = z(x + 1)(z — 3).

Die Nullstellen sind daherz = 0, z = —1 und z = 3.



zub

Die Fldche zwischen dem Graphen von f(z) und der z-Achse bestimmt man durch abschnittsweise
Integration zwischen den Nullstellen von f(z). Die Fldche ist die Summe der Betrége der Integrale.
Die Nullstellen von f(z) sindx = 0,z = —1 und 2 = 3 (siehe a). Man integriert f(z) also von —1

bis 0 und dann von 0 bis 3.
Eine Stammfunktion von f(x) = * — 22 — 3z ist F(x) = 1a* — 22% — 322,

Dann erhalt man fir das Integral im ersten Intervall:

0
1y 25 35,0 2 3y 7
[r@ae=lga -5 -5 =0-(G+5-9) =53
|
Im zweiten Intervall erhalt man:
; 1 2 3 3 81 27 45
_ 4 3 27 _ _
/f(x)dm— [Zm —3% 3% ]O—Z—18—7—0——Z
0
Die gesuchte Flache betragt dann
/ / 7 45 71
d d = — _— = —,
[1@do|+| [ f@)de|= L+ T =%
1 0

ZU C

Die Schnittstellen der Graphen von f(x) und g(z) sind die Nullstellen von f(z) — g(z):
f(z) —g(z) = (2® — 222 —3z) — (2 — 2> 3z —4) = 22 +4=—(z+2)(z—2)

Die Schnittstellen sind alsoxz = —2 und z = 2.



zud

Die Fldche ist der Betrag des Integrals von f(z) — g(z) zwischen den beiden Schnittstellen:

/(f(w)—g(w))dw = /(—m2+4)daz = [——:133—{—433]2_2 — (_§+8) . (g_g) _ %

[(#@) - g(e)) dz| = 2.

Graphen

~—

Powered by MUMIE - Hilfe benétigt oder Problem erkannt? ombplus@mumie.net



