1. EINFUHRUNG, LINEARE UNGLEICHUNGEN
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Wenn Sie denken, dass Sie den Inhalt des Abschnitts schon beherrschen, kdnnen Sie zu den zugehdrigen
Ubungs-, Trainings- und Quizaufgaben gehen.

Lernziele

" Sie kennen die grafische Darstellung von linearen und quadratischen Termen sowie vom Betrag
linearer Terme.

" Sie konnen einfache Rechenoperationen an Ungleichungen durchfiihren und lineare Ungleichungen
I6sen.

" Auch die grafische Lésung linearer Ungleichungen ist Ihnen méglich.

Ungleichungen treten in Anwendungen oft auf, wenn Grenzwerte nicht tGber- oder unterschritten werden
dirfen (Schadstoffanteil, Kosten, Datenlibertragungsrate). Ungleichungen werden mit den Vergleichszeichen
<, >, < und > beschrieben, die im Abschnitt Abschnitt1.1.5 eingeflihrt wurden. Im Gegensatz zu den in
Kapitel II behandelten Gleichungen in einer Variablen, bei denen die Losungsmenge meist aus einer oder
wenigen Zahlen besteht, ist die typische Losungsmenge einer Ungleichung ein Intervall, z.B.

L = (0;00) = R* fir die Ungleichung z > 0.

1.1 Rechnen mit Vergleichszeichen

Um die Lésungsmenge einer Ungleichung zu bestimmen, sind folgende dquivalente Umformungen nutzlich.
(Siehe Kapitel IL.1 Aussagen, Folgerungen, Aquivalenzen, Losungsmengen zu dquivalenten Aussagen.)



2>z & x <2, | Vertauschen der Seiten

z+3>5 | +(-3)
& z4+34+(-3)>5+(-3) & z>2,

2c <z | +(—=x)
&S 2r—x2<0 & <0,

5r+2>-3 & bx+3> -2

Erganzen Sie die Terme, so dass die Ungleichungen dquivalent sind. Benutzen Sie Regel 1.
(Geben Sie Potenzen wie x® als ,xA3" ein.)

2% >9 = 9<E,
2 _5<8 Ega

Prifen | Losung anzeigen

Bei der Multiplikation beider Seiten einer Ungleichung mit einer positiven Zahl ¢ > 0 bleibt die Ungleichung
unverandert. Bei der Multiplikation mit einer negativen Zahl d < 0 wird das Vergleichszeichen aber
umgekehrt, wie folgende Beispiele (Multiplikation mit —1) illustrieren:

5>0 <— —-5<0, <0 <= —z>0.



Da Division durch ¢ > 0 bzw. d < 0 gleich der Multiplikation mit dem Kehrwert % > 0 bzw. % < 0 ist, gilt

auch
b a b
a<b «— ¢ <g a<b <= 7> ;etc
Beispiel 1
T
32> —6 3
& > —18
Beispiel 2
22> <4z -6 <= 2°<2z-3
Beispiel 3

2
~Z42-1>0 | -(-6)
& 22 -224+6<0.

Beispiel 4

—Tr<14 <— z>-2



Erganzen Sie die Terme, so dass die Ungleichungen aquivalent sind. Benutzen Sie Regel 1.
(Geben Sie Potenzen wie 23 als ,xA3" ein.)

2
T-1>9 = > T2.

Bei Multiplikation (Division) mit Termen, die von der Variablen  abhangen, mussen die Falle unterschieden
werden, in denen der Term positiv oder negativ ist. Solche Fallunterscheidungen werden in Abschnitt I11.3.2
behandelt.

Eine weitere niitzliche Regel fir dquivalente Umformungen von Ungleichungen behandelt Potenzen.

Fur zwei positive reelle Zahlen oder Terme a und b bleibt die Ungleichung bei Potenzierung beider Seiten
mit einer positiven Potenz p > 0 erhalten:

a,b > 0: a<b < a? <b, a<b << da’ <P

Mit positiven Potenzen p = 2 und p = % gilt z.B. fur > 0:
r>9 — *>81 — M?=,z>3

Erganzen Sie die Terme, so dass die Ungleichungen dquivalent sind. Fur « > 0 gilt

w§16<:>\/5§, m<3<:>m2<.

1.2 Rechnerische Lésung linearer Ungleichungen

Bei linearen Ungleichungen stehen auf beiden Seiten des Vergleichszeichens lineare Terme oder Konstanten,
zB. bx —4 < 2x+ 2 oder 7— 3z > 2.

Ungleichungen der Form
ar +b<cr+d oder ar+b<cxr+d

mit reellen Konstanten a, b, ¢, d € R heiRen lineare Ungleichungen.

Die Ldsungsmenge einer Ungleichung ist die Menge aller € R, fur welche die Ungleichung erfullt ist.

Da ar+b<cx+d <= cx+d> azx+ b sindauchdieVergleichszeichen> und > bei dieser
Definition eingeschlossen.

Die lineare Ungleichung 3x — 1 < 2z + 2 hatz.B. x = 0 als Lésung, denn Einsetzen von = 0 ergibt
—1 < 2, eine richtige Ungleichung. Setzt man aber z.B. & = 4 ein, erhalt man die falsche Ungleichung



11 < 10. Deshalb gehort & = 4 nicht zur Losungsmenge. Um die Losungsmenge einer linearen
Ungleichung systematisch zu bestimmen, ist es zweckmaRig, durch Addition oder Subtraktion alle Terme mit
x auf eine Seite des Vergleichszeichens und alle Konstanten auf die andere Seite zu bringen, z.B.

3r—1<2x+2 <— 3r—2x<1+42 «— x<3.

Die lineare Ungleichung wurde ,nach x aufgelést”. Es wurden nur Aquivalenzumformungen durchgefiihrt,
daher sind die Lésungen der urspriinglichen Ungleichung genau alle z, die die Ungleichung & < 3 erfillen.
Das kann folgendermalen notiert werden:

{eR|3z—-1<2z+2}={z R |z <3}
Die Losungsmenge L der Ungleichung ist also das Intervall
L = (—o0;3].

Fir alle z, die links von 3 auf dem Zahlenstrahl liegen, sowie fiir x = 3 ist diese Ungleichung erflllt. Einige
weitere Beispiele:

Beispiel 1
br—4 > 2x + 2
S5z —4>2x+2 | —2z+4
& 3z >6 | :3
& x> 2.

Die lineare Ungleichung wurde ,,nach = aufgelost”.
Die Lésungsmengeist L = {x € R | z > 2} = [2; 00).



Beispiel 2

@2x+5<2x—3 und  (b) 2z +5 > 2z — 3

2z +5
& 5

2z — 3 | — 2z

<
< 3.

Diese Aussage ist falsch, also ist Ungleichung (a) fur kein  erfillt, die Losungsmenge ist leer,

L={}=0

Die umgekehrte Ungleichung (b)
2c+5>2x—-3 & b5>-3

ist richtig, Ungleichung (b) ist fur alle x erfullt, . = R.

Beispiel 3
7T—3x > 2
5
7T-3c>2 <+ T7-2>3z <+ §>m.

Alle z, die links von 3 auf dem Zahlenstrahl liegen, erfullen die Ungleichung. Die Ldsungsmenge

3
g .5
istlL = (—oo, g).
Beispiel 4
Tr+8>4x—1

Te+8>4r —1 «<— Tx—4zx > —8—-1 <= 3z > -9 <— z > 3.

Alle z, die rechts von —3 auf dem Zahlenstrahl liegen, erfiillen die Ungleichung. Die
Lésungsmenge ist L = (—3; 00).



Beispiel 5

—Hzr < 15

—5z < 15 | :(—5)
& z > 3.

(Beachten Sie die Umkehrung des Vergleichszeichens bei Division durch eine negative Zahl.)
Die Losungsmenge ist L = (—3; 00).

Lésen Sie die linearen Ungleichungen nach x auf.

3p4+5<7 e :1:<,
_i3+320 = mg.

1.3 Grafische Darstellung linearer und quadratischer Terme

Zur Veranschaulichung von Ungleichungen und zur grafischen Bestimmung von deren Lésungsmengen ist es
zweckmaRig, die auftretenden Terme in einem zweidimensionalen Koordinatensystem darzustellen. Das wird
hier fur die in diesem Kapitel behandelten linearen und quadratischen Terme sowie fur Betrage linearer
Terme erlautert. Es sind Spezialfélle von Graphen von Funktionen, die allgemeiner in Kapitel V1.1 eingeflihrt
werden und fur Geraden eingehend in Kapitel IX.1 . Hier werden die fur dieses Kapitel hilfreichen Ergebnisse
kurz zusammengefasst.

Zur Darstellung von linearen Termen wie 3z + 4, oder allgemein ax + b mit Konstanten a und b, ist es
Ublich, die Variable x im zweidimensionalen Koordinatensystem auf der horizontalen Achse (der ,,z-Achse")
abzutragen, und die fiir diese & berechneten Werte des Terms y = ax + b nach oben auf der vertikalen
Achse (der ,y-Achse”) abzutragen. Ebenso werden quadratische Terme y = ax? + bx + ¢ mit Konstanten
a # 0, b und c und andere Terme behandelt.

Diese Darstellung linearer Terme ergibt immer Geraden und quadratische Terme werden durch Parabeln
dargestellt. Der Verlauf dieser Kurven fiir einen gegebenen Term kann grob mit einer Wertetabelle bestimmt
werden. Dazu wird der Wert des Ausdrucks fur verschiedene x aus einem Bereich berechnet und in eine
Tabelle eingetragen. Diese Tabelle deutet das Verhalten des Terms in diesem Bereich an.



Beispiel 1

Eine mogliche Wertetabelle fir den Term x + 1 ist

r |(-2/-1,5/-1(-0,5/0/0,5/1/1,5|2

x+1|-1/-05/0/051/1,5/2/25|3

Beispiel 2

Eine mogliche Wertetabelle fir den linearen Term bz + 2 ist

a5 -2/-1,5/-1/-0,5/0/0,5/1/1,5|2

5 +2|-8(-55|-3(-0,5/2|4,5(7|9,5|12

Beispiel 3

Eine mogliche Wertetabelle fir den quadratischen Term 22 — 2z — 1 ist

T -2/-1,5/-1/-05/0| 05 (1| 15 |2

22 —2x—1|7(425/2025/|-1/-1,75|-2|-1,75|-1

Tragt man die berechneten Punkte in ein Koordinatensystem ein, so sieht man, dass sie in den Beispielen 1
und 2 auf Geraden liegen. Im Beispiel 3 liegen sie auf einer ,nach oben offenen Parabel”.



Beispiel 1

Die Tabelle aus dem vorherigen Beispiel 1 in 3

r |(-2/-1,5/-1(-0,5/0/0,5/1/1,5|2

x+1|-1/-05(0/051/15/2/25|3

wird folgendermaRen im Koordinatensystem eingetragen

X
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Beispiel 2

a8 -2/-1,5(-1(-0,5/0/0,5/1|1,5(2

5z + 2

1
oo

-5,5|-3|-0,5(2(4,5|7/9,5|12

Diese Werte aus Beispiel 2 in 3 ergeben folgendes Bild im Koordinatensystem:
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Beispiel 3

a5 -2/-1,5(-1/-05/0| 05 |1| 1,5 |2

22 —2x—1|71(425/2025[-1[-1,75|-2|-1,75/|-1

Die Punkte im Koordinatensystem fiir Beispiel 3 in 3:

X

]

Mit den folgenden Visualisierungen konnen Sie lineare und quadratische Terme sowie den Betrag linearer
Terme grafisch darstellen. Einige Punkte mit ganzzahligem x-Wert sind im ersten Fall hervorgehoben. In
diesem Abschnitt werden nur Ungleichungen mit linearen Termen behandelt, Ungleichungen mit
quadratischen Termen und Betragen in den beiden folgenden Abschnitten.

Visualisierungen

Lineare Terme

[online-only]



Quadratische Terme

[online-only]

Betrag linearer Terme

Die Darstellung des Betrages eines linearen Terms |az + b|, a # 0, erhdlt man, indem man die
beiden Geraden fir ax + b und —(aa; + b) zeichnet (sie schneiden sich auf der z-Achse) und nur
die Teile oberhalb und auf der z-Achse nimmt. Das ist die ,,V-formige” blaue Kurve (ohne die gelben
Teile der Geraden unterhalb der x-Achse).

[online-only]

1.4 Grafische L6sung linearer Ungleichungen

Eine anschauliche Moglichkeit, Ungleichungen zu I6sen, bietet das grafische Verfahren. Hierbei werden beide
Seiten einer Ungleichung in einem Koordinatensystem dargestellt, z.B. zur Unterscheidung in verschiedenen
Farben. Im Fall einer linearen Ungleichung, z.B. 2x + 1 > —a + 4 erhalt man zwei Geraden. Wenn der
Term auf der linken Seite blau dargestellt ist und der Term auf der rechten Seite rot, dann ist die Ungleichung
Jlinks > rechts” fur alle die Werte von x erfullt, fur die die blaue Kurve hdher als die rote ist. In der
Visualisierung unten kénnen Sie ablesen, dass das in diesem Beispiel fur > 1 erflllt ist. Entsprechend fir
andere Vergleichszeichen.

Wenn die Kurven sich schneiden, dann gehort bei den Vergleichszeichen > und < der x-Wert des
Schnittpunktes auch zur Lésungsmenge, bei den strikten Ungleichungen > und < ist er ausgeschlossen.

Durch Experimentieren mit grafischen Lésungen erhilt man einen Uberblick Gber mégliche Arten von
Losungsmengen fur die betrachteten Typen von Ungleichungen. Die grafischen Losungen kdnnen auch zur
~Rechenkontrolle” der Aquivalenzumformungen bei der rechnerischen Lésung dienen. Bei ,einfachen runden
Zahlen” kann man die Lésungsmenge aus der Grafik ablesen, aber schon in einfachen Beispielen wie

L= [%3, oo) wird das mit der Grafik alleine nicht gelingen. Die Rechnung ist zur genauen Bestimmung der
Losungsmenge notig.

Die Visualisierung erlaubt es, je einen linearen Term in den Farben blau und rot darzustellen.



Visualisierung

[online-only]

Noch Fragen? Dann schauen Sie bitte ins Forum oder fragen per Skype bei OMB+ tutor (ombplus).
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UBUNG 1

Formen Sie eine Ungleichung dquivalent so um, dass die ,linke” und ,rechte” Seite der neuen Ungleichung die
vorgegebene Form hat.

a)bz + 12 < —5(z — 1) + 3, neue linke Seite: x, rechts keine Vielfachen von x
b)3z2 + 1 > 622 + 92 — 5, neue linke Seite: 22, rechts keine Vielfachen von z2

0222 +4x -5 <z +2 |7 + 22 , rechts kein Betrag

, neue linke Seite: ‘7 + 22

dydz (z —2) —z > 9(1 — x), neue linke Seite: |z

, rechts kein Betrag

Antwort
a)acg—% byx? < —3z + 2
c)‘7+m2‘>m2+%m—g d)|w|>%
Losung a

Zunachst werden alle Vielfachen von x ,,auf die linke Seite gebracht” und die Zahlen auf die rechte.
Dann wird durch den Koeffizienten von x dividiert.

524+12 < —5(zx—1)+3 | Ausmultiplizieren
& br+12 < —5x+8 | +5x
o 10z+12 < 8 | —12
& 10z < 4 | 210
& T < —%.

Das Ergbnis ist in der gewtinschten Form.



Losung b

Zunichst werden alle Vielfachen von z2 ,auf die linke Seite gebracht” und die anderen Terme auf die
rechte. Dann wird durch den Koeffizienten von 22 dividiert.

322 +1 > 622 +9x—5 | —62> —1
& -3z > 926 | :(-3)
IEN 2 < —3x+2.

Beachten Sie, dass bei Division durch eine negative Zahl das Vergleichszeichen umgekehrt wird.

Losung c

Durch Subtraktion von & wird das Vielfache des Betrags auf der rechten Seite ,isoliert” und dann
wird durch den Koeffizienten dividiert. Danach werden die Seiten vertauscht mit Umkehr des
Vergleichszeichens.

20 +4z -5 < z+2|7+2% | —=
& 222 +3zx-5 < 2|7—}—CIJ2‘ \ 12
s 2+ %:1: — % < ’7 —i—x2| ‘ Seiten vertauschen
& ‘74—:1;2[ > m2+%z—%.

Losung d

Zunichst wird 22 = ]w\2 auf der linken Seite isoliert. Es zeigt sich, dass dann die rechte Seite dieser
Ungleichung unabhangig von x (eine Zahl) ist.

dz(x—2)—x > 9(1—=z) | Ausmultiplizieren
& 4z — 9z > 9-9z | 49z
& Az? > 9 | :4
S

Da beide Seiten der Ungleichung groRer gleich Null sind, kann die Ungleichung durch Wurzelziehen
auf beiden Seiten dquivalent umgeformt werden. Diese Ungleichung konnte in die gewtinschte Form
umgeformt werden.



Bemerkung: Die Aufgabe dient dazu, aquivalente Umformungen von Ungleichungen zu tben. Ob die
Umformung fur einen bestimmten Zweck nutzlich ist, wird hier nicht betrachtet.
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UBUNG 2

Losen Sie die linearen Ungleichungen durch dquivalente Umformungen nach x auf: Fir eines der

Vergleichszeichen <, >, < und > bringen Sie die Ungleichung in die Form & < a oder £ > a oder ..

einer Zahl a (wenn das moglich ist).

Geben Sie dann die Losungsmenge IL. der Ungleichung an.

a7z —1>5b5zx+8 b)3z+4 >5(zx—1)+3
93z+15>2+2(7+x) ) -2<2(z—3)
Antwort

a)r > %, L= [%;oo),

bz < 3, L = (—o00;3),

¢) Auflésen nach z ist nicht méglich, L = R = (—o0; 00),

d)m>—%, L= (—%;oo).

Lésung a

Durch Addition oder Subtraktion von Termen werden alle Vielfachen von & ,auf die linke Seite

gebracht” und die Zahlen rechts zusammengefasst. Dann wird durch den Koeffizienten von x
dividiert.

Tt—1 > 5z+8 | —5z+1
s 2 > 9 | :2
S 2%

Die Ungleichung ist ,nach x aufgeldst”.

Die Losungsmenge I enthalt alle x, die rechts von % auf dem Zahlenstrahl liegen sowie den
Randpunkt, also das Intervall [%; oo) .

. mit



Losung b

Durch Addition oder Subtraktion von Termen werden alle Vielfachen von x ,auf die linke Seite
gebracht” und die Zahlen rechts zusammengefasst. Dann wird durch den Koeffizienten von x
dividiert.

3z+4 > 5(x—1)+3 | Ausmultiplizieren
< 3z+4 > 5x—2 | —bx—4
& —2r > —6 | :(=2)
& B = &

Beachten Sie, dass im letzten Schritt bei Division durch eine negative Zahl das Vergleichszeichen
umgekehrt wurde. Die Ungleichung ist ,,nach x aufgeldst”.

Die Losungsmenge L enthélt alle z, die links von 3 liegen, also das Intervall L. = (—o0; 3).

Lésung ¢

Durch Addition oder Subtraktion von Termen werden alle Vielfachen von & ,auf die linke Seite
gebracht” und die Zahlen rechts zusammengefasst.

3z+15 > z+2(7+2z) | Ausmultiplizieren
& 3z+15 > 3z+14 | —3z-15
< 0 > —1.

Die resultierende dquivalente Ungleichung ist eine wahre Aussage, die von  unabhdngig ist.

Die Ungleichung ist fir alle  erfullt, die Losungsmenge enthdlt alle reellen Zahlen,
L =R = (—00;00).

Bemerkung: Die umgekehrte Ungleichung 3z + 15 < z +2(7+ ) < 0 < —1 st falsch, sie
ist fiir kein z erfiillt, die Lésungsmenge ist in diesem Fall die leere Menge () = {}.



Losung d

Durch Addition oder Subtraktion von Termen werden alle Vielfachen von x ,auf die linke Seite

gebracht” und die Zahlen rechts zusammengefasst. Dann wird durch den Koeffizienten von x

dividiert.

Tx
g
Tx
s B2
3
= = g.’L‘
-~ az

Vo A AN

2 (a: — %) | Ausmultiplizieren
20 -3 | —22+42

7 | - (=3)
_5

=,

Beachten Sie, dass bei Multiplikation mit einer negativen Zahl das Vergleichszeichen umgekehrt wird.

Das Ergbnis ist ,,nach x aufgelost”.

Die Losungsmenge ist . = (—5
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UBUNG 3

Geben Sie an, ob in den Abbildungen jeweils ein linearer Term, ein quadratischer oder der Betrag eines
linearen Terms dargestellt ist.

a) b) 1
i ;\ 1 1 2
F ot 3
o) d) i
] | -
1 1 | | | |
4 i i 4
Antwort
a) zwei lineare Terme (rot und blau)
b) ein linearer (rot), ein quadratischer Term (blau)
c) ein linearer Term (blau) und der Betrag eines linearen Terms (rot)
d) ein quadratischer Term (blau) und der Betrag eines linearen Terms (rot)
Losung

Lineare Terme werden durch Geraden grafisch dargestellt.
Quadratische Terme werden durch Parabeln grafisch dargestellt.

Der Betrag eines linearen Terms wird durch zwei Halbgeraden grafisch dargestellt, die ,V-férmig”
zusammengesetzt sind.
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UBUNG 4

Bestimmen Sie mit Hilfe der Grafik die Lésungsmengen L. der folgenden linearen Ungleichungen.

Die linke Seite ist der Term % — 1, der als blaue Gerade dargestellt ist. Die rechte Seite ist —x + b, als rote

Gerade dargestellt. Der Parameter b kann in der Grafik interaktiv verdndert werden.

[online-only]

ab= 3: %—12—:2—1—3 byb=—1: %—1<—:1:—1
b= %: %—1>—m+§ db= 1: %—1§—m+1
Antwort

a)L = [3;00) b)L = (—o00;0)

ol = (1;00) dL = (—00; %}

Losung a

Geben Sie in der Visualisierung b = 3 ein. Die Ungleichung ,blau > rot” ist an der Schnittstelle z = 3
und fur alle z rechts davon auf dem Zahlenstrahl erfiillt. Daher ist die Losungsmenge L. = [3; 00).

Losung b

Geben Sie in der Visualisierung b = —1 ein. Die Ungleichung ,blau < rot” ist links von der
Schnittstelle z = 0 auf dem Zahlenstrahl erfillt. Daher ist die Lésungsmenge . = (—o00;0).

Lésung ¢

Geben Sie in der Visualisierung b = % ein. Die Ungleichung ,blau > rot” ist fur alle « rechts von der
Schnittstelle z = 1 auf dem Zahlenstrahl erfillt. Daher ist die Lésungsmenge . = (1; 00).



Losung d

Geben Sie in der Visualisierung b = 1 ein. Die Ungleichung ,blau < rot” ist an der Schnittstelle z = %

und fir alle  links davon auf dem Zahlenstrahl erfiillt. Daher ist die Losungsmenge . = (—oo; %] .
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2. QUADRATISCHE UNGLEICHUNGEN

Inhalt

2.1 Quadratische Terme
2.2 Quadratische Ungleichungen

Wenn Sie denken, dass Sie den Inhalt des Abschnitts schon beherrschen, kénnen Sie zu den zugehérigen Ubungs-,
Trainings- und Quizaufgaben gehen.

Lernziele

" Sie kdnnen Ungleichungen mit quadratischen Termen grafisch und rechnerisch l6sen.

2.1 Quadratische Terme

Quadratische Terme enthalten Vielfache der Variablen  und ihres Quadrats x2 sowie Konstanten, also Ausdriicke
der Form

a2 +b-z+c, abceR.

Bei @ = 0 sind das lineare Terme, die im vorigen Abschnitt besprochen wurden. Wir betrachten deshalb hier den
Fall @ # 0. Nach Division aller Koeffizienten durch a erhélt man die Normalform

2 +px +q, p,q € R.

2.2 Quadratische Ungleichungen

Quadratische Ungleichungen enthalten quadratische Terme, z.B. 522 — 3 > 22? 4+ 4z — 2 oder
Te <z +T7x+4.

Durch Subtraktion des Terms auf der rechten Seite des Vergleichszeichens kann jede solche Ungleichung in die
aquivalente Form mit Null auf der rechten Seite des Vergleichszeichens tGberfihrt werden.



Beispiel 1

z? — 2z <1 | —1
s 22 -2x -1 <
Beispiel 2
2z > 22 -3z +1 —z? +3z -1

& —224+5x—1 > 0

Formen Sie die Ungleichungen durch Subtraktion des rechts vom Vergleichszeichen stehenden Terms aquivalent
um, so dass rechts vom Vergleichszeichen Null steht.

3> b5r— 227 >0,

P2+l <Tr:—Tz+8 <« <0.

Wenn der quadratische Term nach dieser Umformung kein Vielfaches von 2 mehr enthilt (z.B. bei

322 4+ 5x < 4+ 3x2 <= 5x — 4 < 0), dann liegt der Fall einer linearen Ungleichung vor, der bereits im
vorigen Abschnitt behandelt wurde. Hier werden jetzt nur noch quadratische Terme az? + ... mita #£0
behandelt. Oft ist es zweckmaRig, diese mit Hilfe der Division durch a in dquivalente Ungleichungen in
~Normalform” umzuwandeln. Wenn a > 0 ist, bleibt das Vergleichszeichen unverédndert, bei a < 0 wird es
umgekehrt.

202 +32—-6>0 < 22+3z-3>0,
‘g—2—m§0 & m2—3m§0,
—222432-6>0 < 2?—32+3<0,
2 44<0 & 22 -8>0.

Die nachfolgenden Visualisierungen zeigen links einige Standardfalle. Rechts kann ein quadratischer Term frei
eingegeben werden. Sie kdnnen zur Veranschaulichung der Ungleichungen in diesem Abschnitt benutzt werden.



Standardfalle

Die Normalform eines quadratischen Terms entspricht der blauen Kurve (nach oben offene Parabel). Der
grune quadratische Term ist immer das Negative des blauen.

Wenn die Zahl im editierbaren Eingabefeld unter der Grafik Null ist, dann ist der blaue Term fiir alle
positiv (blaue Kurve oberhalb der horizontalen x-Achse) und der griine negativ (unterhalb der z-Achse).

Wenn man im Eingabefeld die Zahl 2 eingibt, dann ist der blaue Term 22 + 2z + 1 = (x + 1)2 fur genau
einen Wert von x, fir x = —1, gleich Null und fiir alle anderen Werte von x positiv. Der griine Term ist fur
x = —1 ebenfalls Null und sonst negativ.

Wenn man im Eingabefeld z.B. 4 eingibt, dann ist der blaue Term fiir zwei Werte von x gleich Null. Zwischen
diesen Stellen ist er negativ und weiter aul3en ist er positiv. Fir den griinen Term ist es umgekehrt.

[online-only]

freie Eingabe quadratischer Terme

Hier kdnnen Sie einen beliebigen quadratischen Term eingeben. Vergewissern Sie sich, dass die Kurve, eine
Parabel, immer ,nach oben offen” ist, wenn der Koeffizient vor 2 positiv ist, und ,nach unten offen” ist,
wenn der Koeffizient vor 2 negativ ist.

Insbesondere erkennt man an diesen Beispielen, dass ein quadratischer Term nur dann sowohl positive als
auch negative Werte annehmen kann, wenn er an zwei verschiedenen Stellen Null ist.

Die Konstante Null, die rechte Seite der vereinfachten Ungleichung, (x-Achse) ist rot markiert.

(Wenn der Koeffizient vor 2% gleich Null ist, erhalt man einen linearen Term, der durch eine Gerade
dargestellt wird, dieser Fall wurde im vorigen Abschnitt behandelt).

[online-only]

Um die Lésungsmengen von quadratischen Ungleichungen zu bestimmen, geniigt es also, alle x € R zu

bestimmen, fur die ein quadratischer Term positiv, gleich Null oder negativ ist.

Dass ein quadratischer Term gleich Null ist, also az® +bx +c =0 bzw. z? + px + q = 0, wird als

,quadratische Gleichung" bezeichnet. Inre Losungen sind , Nullstellen des quadratischen Terms' axz? + bx + ¢

bzw. x? + pz + q. Das Losen quadratischer Gleichungen wurde im vorigen Kapitel in Abschnitt 1.2 behandelt.

Quadratische Gleichungen kénnen keine, genau eine oder zwei reelle Lésungen haben.



Folgende Falle treten in der Visualisierung der Standardfalle auf, zunichst fur positive Koeffizienten von 2 (blaue,
nach oben offene Parabel):

1. Der quadratische Term ist fir alle & positiv, wenn er keine Nullstelle hat (die quadratische Gleichung keine
Lésung hat).

2. Wenn die quadratische Gleichung genau eine Losung hat, dann ist der quadratische Term fir alle  groRer gleich
Null, dabei ist er fur einen Wert von x gleich Null und sonst positiv.

3. Wenn die quadratische Gleichung zwei Lésungen 1 < X2 hat, dann ist der quadratische Term zwischen x; und
x5 negativ und auRerhalb des Intervalls [x7; 23] positiv.

Wenn der Koeffizient von 2% negativ ist (griine, nach unten offene Parabel), dann sind alle Vorzeichen umgekehrt.
Man kann zeigen, dass es keine weiteren Félle bei quadratischen Termen (mit a # 0) gibt.

In den folgenden Beispielen werden alle diese Falle erldutert. Der erste Schritt zur Ldsung ist immer, zu bestimmen,
wie viele Nullstellen der quadratische Term hat, d.h. wie viele Losungen die quadratische Gleichung hat.

Quadratische Terme ohne Nullstellen

Dieser Fall liegt vor, wenn die quadratische Gleichung ax? +bx +c = 0 bzw. x2 + px +q = 0 keine
(reelle) Losung hat. Die Losungsmengen der zugehdrigen quadratischen Ungleichungen sind dann entweder die
Menge aller reellen Zahlen oder die leere Menge.

Beispiel 1

x> > —4x—5

Zuerst wird die rechte Seite der Ungleichung subtrahiert, so dass die dquivalente Ungleichung
> +4x+5>0

einen quadratischen Term mit Null vergleicht. Die quadratische Gleichung =% + 4z +5 = 0 hat keine
(reelle) Losung, wie z.B. die p-g-Formel zeigt. Die Diskriminante D = (p/2)? — ¢ = (2)2 -5 < 0
ist negativ.

Wenn Sie den quadratischen Term oben in die Visualisierung eingeben, sehen Sie, dass der Term fur alle
x € R positiv ist. Die Parabel ist ,nach oben offen”, denn der Koeffizient von 22, die Zahl 1, ist positiv.
Die Losungsmenge der Ungleichung ist

L =R.

Eine Moglichkeit, durch eine Rechnung einfach zu erkennen, dass fiir alle  die Ungleichung
x2 4+ 4x +5 > 0 erfilltist, ist die quadratische Ergénzung .

2 +pz+q = (e+5)" +a-(5)°
= 2 +4x+5=(z+2)7+5-22=(z+2)* +1.

Da ein Quadrat immer groBer gleich Null ist, ist dieser Term immer positiv.



Beispiel 2

@ x> > —4x—5, (b x> < —-4x—5, (ox*<—4zx—5.

In Beispiel 1 wurde gezeigt, dass alle z € R die Ungleichung x2 > —4x — 5 erfiillen, dann gilt auch
(@) x> > —4x — 5 fiir alle z, die Lsungsmenge ist L, = R.

Damit gilt auch, dass die umgekehrten Ungleichungen (b) 22 < —4x —5 und (0) 22 < —4z — 5 fir
kein z € R erfiillt sind, in diesen beiden Fllen ist die Lésungsmenge leer: Ly, = L. = 0.

Beispiel 3

@) 6z —14 > 222 und (b) 6z — 14 < 222

(@) 6z — 14 > 222 <= —2z’+ 6z — 14 > 0.
Ausklammern des Koeffizienten —2 von 22 und quadratische Erganzung ergibt

—2% + 63— 14= -2 —32+7) = -2((z—-3)" - (3)" +7)
= 2(e-9°+2).

Dieser Term ist fiir alle  negativ, die Losungsmenge ist leer: L, = (.

Statt —2 auszuklammern, kann man die Ungleichung auch durch —2 teilen und erhalt

222462 —14>0 <— 22 —-32+7= (:E — %)2 + 14—9 < 0 und naturlich dieselbe leere

Losungsmenge.

Es folgt daraus, dass die umgekehrte Ungleichung (b) furr alle z erfillt ist, L, = R .



Quadratische Terme mit genau einer Nullstelle
Dieser Fall liegt vor, wenn die quadratische Gleichung ax? +bx +c = 0 bzw. z? + px +q = 0 genau
eine Losung hat. Die Beispiele illustrieren die Losungsmengen der zugehorigen Ungleichungen.

Beispiel 1

x2 > 4x —4

Zuerst wird die rechte Seite der Ungleichung subtrahiert, so dass die aquivalente Ungleichung
P —4x4+4>0

einen quadratischen Term mit Null vergleicht. Die quadratische Gleichung 2 — 4z +4 =0 hat
genau eine Losung = 2, wie z.B. die p-g-Formel zeigt. Die Diskriminante

D = (p/2)? — g = (—2)? — 4 = 0 ist gleich Null. Da der Koeffizient 1 von 2 positiv ist, gilt fir alle
z: 2 —4x +4 > 0.Die Losungsmenge der gegebenen Ungleichung ist deshalb

L={zeR|z#2} =R~{2} =(—00;2)U(2;00).

Mit der zweiten binomischen Formel x? — 4x + 4 = (z — 2)? erhalt man dasselbe Ergebnis.

Beispiel 2

@a?>4x—4, b2 <4x—4, (@©z><4dzx—4.

Wie in Beispiel 1 gezeigt wurde, gilt die Ungleichung (a) fur alle z, also L, = R .
Die Ungleichung (b) ist nur fiir x = 2 erfiillt, L, = {2} = [2;2].

Die Ungleichung (c) ist fiir kein z erfiillt, L, = (.

Beispiel 3
(@) —222 < 4z + 2, (b) —222 >4z +2.
(@ —2x? < 4x+2 <= -2z -4z -2 < 0.Mit —22%> — 4z —2 = —2(z +1)% < 0 folgt,

dass die Ungleichung (a) fiir alle « % —1 erfiillt ist und die entgegengesetzte Ungleichung (b) nur fur
z = —1.Also gilt

Li={zeR|z# -1} =R~ {-1} = (—o0;-1) U (-1;00), Lp={-1}=[-1;-1].



Quadratische Terme mit zwei Nullstellen

Dieser Fall liegt vor, wenn die quadratische Gleichung ax? +bx +c = 0 bzw. x2 +pz +q = 0 zwei
(reelle) Losungen hat. Die Losungsmenge ist entweder ein offenes oder abgeschlossenes Intervall oder das
Komplement davon.

Beispiel 1

x> 2z

Zuerst wird die rechte Seite der Ungleichung subtrahiert, so dass die dquivalente Ungleichung

-2z >0
einen quadratischen Term mit Null vergleicht. Die quadratische Gleichung x* — 2z = 0 hat zwei
Losungen 21 = 0 und xy = 2. Die Diskriminante D = (p/2)? — ¢ = (—1)> — 0 = 1 ist positiv.
Da der Koeffizient 1 von 22 positiv ist, gilt zwischen £; = 0 und 5 = 2: 22 — 22 < 0 und auRerhalb
des Intervalls [z1;z2]: 2 — 2z > 0. Die Lésungsmenge ist also

L =R~ [0;2] = (—00;0) U(2;00).

Dasselbe Ergebnis erhalt man durch Faktorisierung: 2? — 2z = z(x — 2). Das Produkt ist genau dann
positiv, wenn beide Faktoren positiv oder beide negativ sind, also fiir z > 2 sowie fiur 2 < 0.

Beispiel 2

@ x>>2zx, b z2<2z, (z®<2z.

Wie in Beispiel 1 gezeigt wurde, gilt die Ungleichung (a) 2% > 2z <= 22 — 2z > 0 ,weiter auBen”
als die Stellen £; = 0 und 23 = 2 und auBerdem an den Stellen 1 und xs. Also ist die
Lésungsmenge L, = (—o0;0] U [2;00) .

Die Ungleichung (b) 2 < 2z <= % — 2z < 0 gilt zwischen den Nullstellen, also L = (0;2) .

Die Ungleichung (c) #? < 2z <= z% — 2z < 0 gilt zusétzlich an den Nullstellen, also L. = [0;2] .



Beispiel 3

2 1 32+2<0

Durch Multiplikation mit 2 wird die Ungleichung in die dquivalente Ungleichung z? 4+ 6z +4 < 0 in
Normalform uberfiihrt. Mit der p-g-Formel werden die Nullstellen berechnet.

rp=-349-4, @ =-3-V5, m=-3+5.

Der quadratische Term ist zwischen den Nullstellen negativ und an den Nullstellen gleich Null. Die
Losungsmenge der Ungleichung ist

L=[-3-+5;-3+4+5].

Beispiel 4

122 < 42%2 +5

12z < 422 +5 <= —42? + 122 — 5 < 0. Division durch —4 ergibt die aquivalente Ungleichung

2 — 3z + % > 0 in Normalform (mit Umkehrung des Vergleichszeichens!). Die Nullstellen von

x> — 3z + % sind 1 = % — % — % = % und zy = % +1= g.Der quadratische Term ist fur

alle x ,,weiter auBen” als die Nullstellen positiv. Die Losungsmenge der Ungleichung ist

- (2)ul3)



Beispiel 5

(+2)-(5—x) >0

Wenn der quadratische Term in faktorisierter Form vorliegt, kann man ohne Rechnung die Nullstellen
ablesen, hier 1 = —2 und x5 = 5. Das Produkt ist Null, wenn ein Faktor Null ist, also fur x = —2
und fur x = 5.

Das Produkt ist positiv, wenn beide Faktoren positiv oder beide negativ sind.

Der erste Faktor (z + 2) ist positiv, wenn & > —2 ist. Der zweite Faktor (5 — x) ist positiv, wenn
x < 5 ist. Damit ist das Produkt fir z € (—2;5) positiv.

Der erste Faktor (z + 2) ist negativ, wenn & < —2 ist, der zweite Faktor (5 — ) ist negativ, wenn
x > b ist. Es gibt kein z, das diese beiden Bedingungen erfillt.

Die Lésungsmenge dieser Ungleichung ist also

L = [-2;5].

Noch Fragen? Dann schauen Sie bitte ins Forum oder fragen per Skype bei OMB+ tutor (ombplus).
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UBUNG 1

Formen Sie die Ungleichungen &quivalent um in die ,Normalform” 2> + (pz + q) < 0 oder
z? + (px + q) > 0 oder ... mit Zahlen p und g sowie einem Vergleichszeichen (<, >, < oder >) vor der
Null (wenn das maoglich ist).

a)3z> +1>5zx—8 b)2z% + 4z + 15 < z + 2 (7 + z?)
gz —3x+4<3z2-5(x—1)+3 d)%z—w—2<(a:—1)2
Antwort
ajz? —2z+3>0 b) nicht maglich
Q2 —z+2>0 dz2 —2z+6>0
Losung a

Durch Subtraktion der Terme auf der rechten Seite werden ,alle Terme auf die linke Seite gebracht”
und zusammengefasst. Dann wird durch den Koeffizienten von 22 dividiert.

3z +1 > 5r—8 | —br+38
& 322 -52+9 > 0 | :3
& 22-2z+3 > 0.

Das Ergbnis ist in der gewtinschten Normalform.

Losung b

Durch Subtraktion der Terme auf der rechten Seite werden ,alle Terme auf die linke Seite gebracht”
und zusammengefasst.

202 +4z2+15 < z+2(7+2?) | —z— 14— 222
& 3z +1 < 0.

Die Ungleichung ist eine lineare Ungleichung, sie kann nicht in die gewiinschte Normalform
aquivalent umgeformt werden.



Lésung c

Durch Subtraktion der Terme auf der rechten Seite werden ,alle Terme auf die linke Seite gebracht”
und zusammengefasst. Dann wird durch den Koeffizienten von 2 dividiert.

2 —-3z+4 < 322-5(x—1)+3 | —3z>+5z—8
& —222+2z-4 < 0 | :(=2)
& 2 —x+2 > 0.

Beachten Sie, dass bei Division durch eine negative Zahl das Vergleichszeichen umgekehrt wird. Das
Ergbnis ist in der gewtinschten Normalform.

Losung d
Durch Subtraktion der Terme auf der rechten Seite werden ,alle Terme auf die linke Seite gebracht”
und zusammengefasst. Dann wird durch den Koeffizienten von x? dividiert.
%2 —z-2 < (z-1) ‘ ausmultiplizieren
& %Z—zc—2 < z2-2z+1 ‘ —x2+2z—1
& —Z4z-3 <0 | (-2
& z22-2x4+6 > 0.

Beachten Sie, dass bei Multiplikation mit einer negativen Zahl das Vergleichszeichen umgekehrt wird.
Das Ergbnis ist in der gewlinschten Normalform.
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UBUNG 2

Geben Sie die Losungsmengen IL fur folgende quadratische Ungleichungen an.

axt—2x+3>0 b) —2z2 — 8 < 8z
03x2+9 < 12z — 22 d)z? + 8z < 2(—z? — 3)
Antwort
Al =R = (—o0;00) b)L = (—o00; —2) U (—2; 00)
_f31 _ [3.3 0 —
oL={3}=[3:3] )L =0 = {}
Losung a

Mit der quadratischen Erganzung kann der quadratische Term auf der linken Seite der Ungleichung
umgeschrieben werden.

?—22+3=2>-2z+1+B3-1)=(z—-1)2+2>2.

———
>0

Also ist erst recht die Ungleichung 22 — 2z + 3 > 0 firalle z € R erfillt.

Oder man benutzt die p-g-Formel: z;9 = 1+ v/ 12 — 3. Sie zeigt, dass es keine reellen
Nullstellen gibt. Da der Koeffizient von z2 (die Eins) positiv ist, folgt, dass 2 — 2z + 3 > 0 fir
allex € R gilt.

Die Lésungsmenge ist L = R = (—o0;00) .



Losung b

Es ist zweckmaRig, die Ungleichung zunachst in ,,Normalform” zu tberfiihren.

—222 -8 < 8z | +22% +8
& 0 < 222 +8z+8 | :2
& 0 < z?+4z+4 | Seiten Vertauschen
& 2+4zx+4 > 0 | 1. binomische Formel
& (z+2)? > 0.

Wenn man die mégliche Umformung mit der binomischen Formel z? + 4z + 4 = (z+ 2)2 nicht
erkennt, zeigt die p-g-Formel, z;2 = -2+ v/4 —4 = —2,dass 1 = —2 die einzige Nullstelle
von 2 4 4x + 4 ist. Da der Koeffizient von 2 (die Eins) positiv ist, folgt, dass > + 4z +4 > 0
furalle z # —2 gilt.

Diese Ungleichung ist genau fiir alle  # —2 erfullt. Die Lésungsmenge ist

L={zeR|z# -2} = (—00;—2)U(—2;00).

Losung c

Es ist zweckmaRig, die Ungleichung zunachst in ,Normalform” zu tberfiihren.

322 4+ 9 < 12z—22 | +2®— 122
& 422 —122+9 < 0 | :4
s 22 -3z + % < 0 ‘ 2. binomische Formel
& (z-3)° )

Diese Ungleichung ist genau an der einzigen Nullstelle von z? — 3z + =, namlich * = 3 erfillt.

e

Die Losungsmenge ist L. = {%} = [%, %]



Losung d

Es ist zweckmaRig, die Ungleichung zunachst in ,,Normalform” zu tberfihren.

z? + 8z < 2(—x*-3) | +22*+6
& 322 4+8z+6 < | :3
s 2+ %m+2 < | quadratische Erganzung
& (e+8)'+2 <0

Der Term auf der linken Seite der Ungleichung ist fur alle z positiv, es gibt keine Losungen der
Ungleichung.

Die L6sungsmenge ist die leere Menge L = () = {}.
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UBUNG 3

Geben Sie die Losungsmengen IL fur folgende quadratische Ungleichungen an.

axt—4<0 b) 222 > 2z + 12
02z —6z+4>10(z®> +z+1) d)6 (22 +1) > 15z
Antwort
al = (-2;2) b)L = (—o00; —2] U [3;00)
oL = [—%;—%] dL = (—oo;%)U(2;oo)
Losung a
Der quadratische Term 22 — 4 hat die beiden Nullstellen z; = —2 und z, = 2. Da der

Koeffizient von z2 (die Eins) positiv ist, folgt, dass der Term zwischen den Nullstellen negativ und
aullen positiv ist.

Die Ungleichung ist also fir alle  zwischen —2 und 2 erfillt. Die L6sungsmenge ist das Intervall

L = (—2;2).

Losung b

Es ist zweckmaRig, die Ungleichung zunachst in ,,Normalform” zu tberfihren.

222 > 2x+12 | —2z—12
& 222 -2x-12 > 0 | :2
& 22—x—6 > 0.

2 — z — 6 (z.B. mit der p-g-Formel)

ergibt £; = —2 und x5 = 3. Der Term ist zwischen den Nullstellen negativ und auen positiv.

Die Bestimmung der Nullstellen des quadratischen Terms x

Die Ungleichung ist also fur z < —2 und fur x > 3 erfullt. Die Losungsmenge ist

L = (—o00;—2]U[3;00).



Lésung c

Es ist zweckmaRig, die Ungleichung zunachst in ,,Normalform” zu tberfiihren.

2x2 — 6z +4 > 10(z> +z+1) | —1022 — 10z — 10
& —8x2—-16z—6 > | :(-8)
& 2 +2w+% <

Der quadratische Term z2 + 2z + % hat zwei Nullstellen (die man z.B. mit der p-g-Formel

bestimmen kann) 1 = —% und Ty = —%‘ Zwischen den Nullstellen ist er negativ.

Die Lésungsmenge ist L = [—3; —1].

Losung d

Es ist zweckmaRig, die Ungleichung zunachst in ,Normalform” zu tberfiihren.

6 (2 +1) > 15z | —15z
& 6z2—152+6 > 0 | :6
& 2-2z+1 > 0.

2

Mit der p-g-Formel kénnen die Nullstellen des Terms z* — g:c + 1 bestimmt werden: z; = =

2
und xy = 2. Der Term ist positiv links von x1 = % auf dem Zahlenstrahl sowie rechts von
Ty = 2.

Die Vereinigung der beiden Teile der Lésungsmenge ist . = (—oo; %) U (2; 00).
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UBUNG 4

Der quadratische Term 222 — 8z + 6 ist als blaue Parabel grafisch dargestellt.
Bestimmen Sie die Lo6sungsmengen IL der folgenden Ungleichungen mit Hilfe der Grafiken.

[online-only]
a)2z2 —8x+6 <0 b)2x2 — 8z +6 > —2
022> —8x+6>0 d)2z2 — 8z +6 < —2
Antwort
al = (1;3) b)L = (—o0;2) U (2; 00)
oL = (—o0;1] U [3;00) dL =0={}
Lésung a

Sie kdnnen die Zahl Null, mit der der quadratische Term verglichen wird, in der Visualisierung
eingeben.

Grafische Bestimmung der Losungsmenge: Fiir alle z, bei denen die blaue Kurve unterhalb der roten
Geraden (Konstante Null) verlauft, ist die Ungleichung erfiillt.

Das sind alle « zwischen 1 und 3 (ohne die Randpunkte).

Deshalb ist die Lésungsmenge das offene Intervall L. = (1;3) .



Losung b

Sie konnen die Zahl —2, mit der der quadratische Term verglichen wird, in der Visualisierung
eingeben.

Wenn die blaue Kurve oberhalb der roten Geraden (Konstante —2) verlauft, ist die Ungleichung
erfallt.

Das ist fur alle « richtig mit der einzigen Ausnahme: Fir & = 2 haben die blaue und rote Kurve
dieselbe Hohe.

Die Losungsmengeist L = {x € R | x # 2} = (—00;2) U (2;00) .

Losung ¢

Sie konnen die Zahl Null, mit der der quadratische Term verglichen wird, in der Visualisierung
eingeben.

Die Ungleichung ist fir alle  erfullt, bei denen die blaue Kurve oberhalb der roten Geraden
(Konstante Null) verlauft oder mit ihr auf gleicher Hohe ist.

Das ist fur alle x rechts von £ = 3 sowie links von & = 1 richtig und auch an den beiden
Randpunkten = 1 und = = 3.

Die Lsungsmenge ist die Vereinigung von zwei getrennten Intervallen L. = (—o0; 1] U [3;00) .

Lésung d

Sie konnen die Zahl —2, mit der der quadratische Term verglichen wird, in der Visualisierung
eingeben.

Fur alle x verlauft die blaue Kurve oberhalb der roten Geraden (Konstante —2) oder auf gleicher
Hohe, es gibt kein x, fiir das die blaue Kurve unterhalb der roten verlauft.

Die Lésungsmenge ist die leere Menge, die auf zwei Weisen geschrieben werden kann, L. = () = {}
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Inhalt

3.1 Betrage in Ungleichungen
3.2 Ungleichungen mit der Variablen im Nenner eines Bruchs

Wenn Sie denken, dass Sie den Inhalt des Abschnitts schon beherrschen, kdnnen Sie zu den zugehérigen
Ubungs-, Trainings- und Quizaufgaben gehen.

Lernziele
" Sie kdnnen Ungleichungen mit Betragen grafisch und rechnerisch l6sen.

" Sie kdnnen Ungleichungen I6sen, bei denen die Variable im Nenner eines Bruchs steht.

3.1 Betrage in Ungleichungen

Der Betrag |a| einer reellen Zahl @ € R wurde in Abschnitt 1.6.2 eingefiihrt.

- o
|a|:\/a2:{a fl...II'G,_O,
—a fir a < 0.

Steht ein Term zwischen den Betragsstrichen, so ist z.B.

- bl (w—b)2:{w_b fur z > b,
b—x fur x < b,

der Abstand auf der Zahlengeraden zwischen  und b.

Geben Sie einen Term an, der den Abstand zwischen  und der Zahl 9 beschreibt (der Betrag kann durch abs

(...) oder [...| eingegeben werden.): :

Der Abstand zwischen & und der Zahl —2 ist E .

Die nachfolgende Visualisierung zeigt den Betrag eines frei einzugebenden Terms (blau) sowie einen weiteren
Term, z.B. eine Konstante (rot) zum Vergleich. Sie kann zur Veranschaulichung der Ungleichungen in diesem
Abschnitt benutzt werden, insbesondere fur die graphischen Losungen in Beispiel 3.1. (Die grafische



Darstellung des Betrags eines linearen Terms wurde in Abschnitt II1.1 eingefthrt.)

Visualisierung

[online-only]

In diesem Abschnitt werden Betrdge nur von linearen Termen behandelt, also Terme der Form |cx + b| mit
Konstanten b,c € R.

Fur die grafische Lésung von einfachen Ungleichungen mit Betragen, z.B. \w — 1] < 2, skizziert man
zweckmalig in einem Koordinatensystem den Term auf der linken Seite der Ungleichung, im Beispiel

|m — 1], in einer Farbe (z.B. blau) und den Term auf der rechten Seite, im Beispiel die Konstante 2, in einer
anderen Farbe (z.B. rot), so wie oben in der Visualisierung gezeigt. Die Losungsmenge der Ungleichung ,blau
< rot”, im Beispiel |z — 1| < 2, ist die Menge der z-Werte, fiir die die blaue Kurve unterhalb der roten

verlauft. Wie die Visualisierung zeigt, sind das alle € (—1;3).

Die Ungleichung ,blau > rot”, im Beispiel | — 1| > 2, ist fiir alle die z-Werte erfiillt, fr die die blaue Kurve
oberhalb der roten verlauft. Bei den Vergleichszeichen < und > gehdéren auch die x-Werte zur
Lésungsmenge, an denen die blaue und rote Kurve zusammenfallen. Das sind die Losungen der
entsprechenden Betragsgleichungen aus Abschnitt IL5 .

Zugleich bedeutet |z — b| < ¢, dass der Abstand zwischen x und der Zahl b kleiner als ¢ ist, und bei

|z — b| > cistder Abstand gréRer als c. Je nach dem Vergleichszeichen und dem Wert von ¢ kann die
Losungsmenge ein offenes (bei <) oder abgeschlossenes (<) Intervall oder die leere Menge sein. Bei den
umgekehrten Vergleichszeichen ist die Losungsmenge das Komplement des Intervalls oder der ganze
Zahlenstrahl R.

Beispiel 1

z| < 3.

Die Losungsmenge sind alle x € IR, deren Abstand vom Ursprung auf der Zahlengeraden kleiner
gleich 3 ist. Das sind alle Zahlen von —3 bis 3. Da das Vergleichszeichen < die Gleichheit
einschlieRt, gehoren die Randpunkte des Intervalls, z = —3 und = 3, wegen |—3| = |3| = 3
zur Lésungsmenge. Also gilt I = [—3; 3] .

Wenn Sie in der Visualisierung oben auf der linken Seite (blau) den Term & eingeben und rechts
(rot) die Zahl 3, so sehen Sie, dass in der Grafik die blaue Kurve fiir |z| unterhalb der roten
Geraden liegt, wenn —3 < x < 3. An den Randpunkten schneiden sich beide.



Beispiel 2

|z —1| > 2.

Die Losungsmenge sind alle x € IR, deren Abstand von der Zahl 1 auf der Zahlengeraden gréRer
als 2 ist. Das sind alle Zahlen links von —1 und rechts von 3. Da das Vergleichszeichen > die
Gleichheit ausschlieBt, gehéren die Randpunkte der Intervalle, x = —1 und = 3, wegen
|-1— 1| =2 = |3 — 1] nicht zur Lésungsmenge. Also gilt L = (—o00; —1) U (3;00) .

Wenn Sie in der Visualisierung oben auf der linken Seite (blau) den Term  — 1 eingeben und
rechts (rot) die Zahl 2, so sehen Sie, dass in der Grafik die blaue Kurve fur |w — 1| oberhalb der
roten Geraden liegt, wenn x < —1 sowie wenn x > 3. An den Randpunkten schneiden sich
beide.

Beispiel 3

lz| > 1.

Die Losungsmenge sind alle x € IR, deren Abstand vom Ursprung auf der Zahlengeraden groRer
gleich 1 ist. Das sind alle Zahlen links von —1 und rechts von 1. Da das Vergleichszeichen > die
Gleichheit einschlieRt, gehoren die Randpunkte der Intervalle beiz = —1 und £ = 1, wegen
|—1| = 1 = |1] zur Lésungsmenge. Also gilt L = (—o0; —1] U [1;00) .

Wenn Sie in der Visualisierung oben auf der linken Seite (blau) den Term x eingeben und rechts
(rot) die Zahl 1, so sehen Sie, dass in der Grafik die blaue Kurve fiir || oberhalb der roten
Geraden liegt, wenn < —1 sowie wenn x > 1. An den Randpunkten schneiden sich beide.

Beispiel 4

lz+2|<1.

Die Losungsmenge sind alle € IR, deren Abstand von der Zahl —2 auf der Zahlengeraden
kleiner als 1 ist. Das sind alle Zahlen zwischen —3 und —1. Da das Vergleichszeichen < die
Gleichheit ausschlieBt, gehdren die Randpunkte der Intervalle bei £ = —3 und £ = —1, wegen
|-3+2| =1=|—1+ 2| nichtzur Lésungsmenge. Also gilt L = (—3; —1) .

Wenn Sie in der Visualisierung oben auf der linken Seite (blau) den Term « + 2 eingeben und
rechts (rot) die Zahl 1, so sehen Sie, dass in der Grafik die blaue Kurve fur |m -+ 2| unterhalb der
roten Geraden liegt, wenn —3 < z < —1. An den Randpunkten schneiden sich beide.



Beispiel 5

@lz—4] <0 und  (b) |z — 4| > —2.

(a) Da Abstande zwischen Zahlen auf dem Zahlenstrahl immer positiv oder Null sind, gibt es kein x,
fiir das der Abstand von 4 negativ ist. Die Lésungsmenge ist leer, . = () .

(b) Alle z € R haben einen Abstand gréRer gleich Null von 4 und damit ist der Abstand gréRer als
—2 . Die Losungsmenge ist L. = R .

Fur die rechnerische Bestimmung der Lésungsmenge einer Ungleichung mit Betrdgen ist meist eine
Fallunterscheidung erforderlich. (Von einer Fallunterscheidung bei der Lésung einer Aufgabe spricht man,
wenn fur verschiedene Falle, z.B. verschiedene Vorzeichen eines Terms, unterschiedliche Lésungswege
benutzt werden.) Wenn der Term zwischen den Betragsstrichen groBer gleich Null ist, kdnnen die
Betragsstriche durch Klammern ersetzt werden (oder weggelassen werden). Wenn der Term zwischen den
Betragsstrichen negativ ist, muss zuvor das Vorzeichen des gesamten Terms umgekehrt werden:

244 {(:B+4)::B+4 wennzx+4>0 & > —4,
€T —

—(z+4)=—2x—-4 wennz+4 <0 & z < —4.

2|z 3 {2(:13—3):21:—6 wenn £ —3>0 & z > 3,
o —

2-(—(x—3)=-2z+6 wenn z—3<0 & z <3.

Geben Sie jeweils einen Term ohne Betragan, so dass fir die angegebenen Werte der Variablen x die
Gleichheit gilt:

Fir x > 2 gilt |z — 2| :,fUrm<2 gilt | — 2| :.
Fir z > —3 gilt 8|z + 3| :,fUra:<—3 gilt 8\x+3]=.



Beispiel 1

Bestimmen Sie alle z € IR, die die Ungleichung
|z —2| < 4

erftllen. Es gibt die beidenFille t —2 >0 2z >2undz -2 < 0& x < 2 zu
unterscheiden, denn

z—2) {(:c—2)=:c—2 wenn x > 2,
96 — =
—(z—2)=—2x4+2=2—-2 wenn z <2.

Im ersten Fall, fur alle z mit z > 2, lautet die Ungleichung: z — 2 < 4 < ¢ < 6.
Alle z, die x > 2 und z < 6 erfiillen, das sind alle z im Intervall [2; 6), gehéren zur
Losungsmenge der Ungleichung.

Im zweiten Fall, fur alle x mit z < 2, lautet die Ungleichung: 2 — 2 < 4 & —2 < z.
Alle z, diex < 2 und x > —2 erfiillen, das sind alle z im Intervall (—2;2), gehoren zur
Losungsmenge der Ungleichung.

Die Losungsmenge der Ungleichung ist die Vereinigung der beiden Teile der Losungsmenge, das
sind alle x, diex > —2 und ¢ < 6 erfillen, also

L={zecR|-2<z<6}=(-2;6).



Beispiel 2

|2z +5| < 7.

22+ 5 wenn 2z +5 > 0,
|2z + 5| =
—2x—5 wenn 2x + 5 < 0.
ImerstenFallmit 22 +5 >0 2z > b <z > —% lautet die Ungleichung
5

20 +5 <7 & 2x < 2 & x < 1. Der erste Teil der Losungsmenge ist das Intervall [—5; 1].

Imzweiten Fallmit 2z +5 <0 & 2z < - & x < —g lautet die Ungleichung
—2x—5<T7& —12 < 2x & —6 < x. Der zweite Teil der Lésungsmenge ist das Intervall

._5
[—6:—3) -
Die Losungsmenge der Ungleichung ist die Vereinigung der beiden Teile der L6sungsmenge, das
sind alle z, diex > —6 und x < 1 erfullen, also

L={zecR|—-6<z<1}=[-6;1].

Beispiel 3

1120 — 15| < —4..

Da |a| > O fir alle a, gilt auch |12z — 15| > 0 fir alle z. Es gibt kein z, das die Ungleichung
erfullt, die Losungsmenge ist die leere Menge,

L={}=0.

Auch bei |12z — 15| < 0 giltL = @ und |12z — 15| < 0 ist nur erfiillt, wenn

12z — 15 = 0, also besteht dann die Losungsmenge nur aus einem Punkt,

L= {%} = [%; %] . (Die Menge mit einem Punkt ist ein spezielles abgeschlossenes Intervall.)
Die Ungleichung |12z — 15| > —4 wird von allen z erfiillt, in diesem Fall ist

L=R.

In den folgenden Beispielen treten jeweils Paare von verschiedenen Ungleichungen auf, die ,in dieselbe
Richtung zeigen”, z.B.:,x < 2und x < —3"oder: ,x > —4 und x > 3 " etc. (Eine Ungleichung kommt

von der Fallunterscheidung, die andere von der zu I6senden Ungleichung.) In allen solchen Fallen ist eine
Ungleichung die starker einschrankende, wenn sie erfillt ist, gilt auch die andere. Wenn z < —3 gilt auch
x < 2,wennx > 3 giltauch > —4. Es genlgt, die starker einschrankende Ungleichung weiter zu



berlcksichtigen.

Geben Sie die starker einschrankende Ungleichung an.

> —9undx > —4: m>.

Beispiel 1

3z —7| > 1.

3x—7 wenn 3z —7 > 0,
|3z — 7| =
—3z4+7 wenn 3z —7 < 0.

ImerstenFallmit 3t —7>0<3x > 7 ¢ > % lautet die Ungleichung
Jx—7>13zx>8& > %. Da g > %,ist x> % die stérker einschrankende
Ungleichung. Alle x mit = > % erfullen die Ungleichung. Der erste Teil der Losungsmenge ist das
Intervall [%; oo) .

Im zweiten Fallmit 3z — 7 <0 & z < % lautet die Ungleichung
—3r+7>1% 6> 3x < 2> x Die Ungleichung x < 2 ist starker einschréankend als
T < % . Deshalb ist der zweite Teil der Lsungsmenge das Intervall (—o0;2] .

Die Losungsmenge der Ungleichung ist die Vereinigung der beiden Teile der Lésungsmenge, das
sind alle z, die x > % oder x < 2 erfullen, also

L:{mER|mZ§0derm§2}:(—00;2]U[§'oo).



Beispiel 2

|—4z—9] > 2.

—4r—9 wenn —4x —9 > 0,
|—4z — 9| =
4 +9 wenn —4x —9 < 0.

ImerstenFallmit -4z —9>0< —9 > 4z & —% > x lautet die Ungleichung
—4r—9>2 —11 >4 & —14—1 > x.Da —14—1 < —%,erf[]llenallea: mit * < —%

die Ungleichung. Der erste Teil der Losungsmenge ist das Intervall (—oo; —%) .

Im zweiten Fall mit —4z —9 < 0 & —% < x lautet die Ungleichung
dx+9>2 4 > TS x> —%. Die Ungleichung = > —% ist starker einschrankend

alsx > —% . Deshalb ist der zweite Teil der Losungsmenge das Intervall (—%; oo) .

Die Losungsmenge der Ungleichung ist die Vereinigung der beiden Teile der Losungsmenge, das

sind alle z, die x > —% oderxz < —14—1 erfullen, also

11 7 11 7
L= R - S G O ).
{:cE |z < 2 oder z > 4} ( 00; 4>U< 4,00)

Bemerkung. Da |a| = | — al, also |—4z — 9| = |[4x + 9|, hatte man auch die dquivalente
Ungleichung |4z + 9| > 2 behandeln kénnen. Das Ergebnis ist natiirlich auf beiden Wegen
dasselbe.

Wie schon in Abschnitt III.1 beschrieben wurde (und ausprobiert werden kann), ist die grafische Darstellung
von |ax + b| der ,obere, V-formige Teil” der beiden Geraden, die die linearen Terme az + b und

—(ax + b) darstellen. An der Grafik kann man leicht erkennen, dass die Betragsungleichung |az + b| < ¢
genau dann erfiillt ist, wenn die linearen Ungleichungen az + b < ¢ und —(az + b) < ¢ beide erfillt
sind. Die Lésungsmenge der Betragsungleichung ist der Durchschnitt der Losungsmengen der beiden linearen
Ungleichungen:

{zeR|jaz+b <c}={zcR|ax+b<c}nN{zeR| —(az+bd) <c}.

Dasselbe gilt, wenn das Vergleichszeichen < Uberall durch < ersetzt wird. Im Gegensatz dazu gehért
bereits zur Lésungsmenge der umgekehrten Betragsungleichung |ax + b| > ¢, wenn eine der beiden
linearen Ungleichungen ax + b > ¢ oder —(ax + b) > c erfiillt ist. Die Lésungsmenge der
Betragsungleichung ist nun die Vereinigung der Losungsmengen der beiden linearen Ungleichungen (analog,
wenn > durch > ersetzt wird):

{zeR| |laz+b>c}={zcR|ax+b>ctU{zeR| —(ax+b) > c}.

Auf diesem Wege erhalt man naturlich dieselben Lésungsmengen wie mit Hilfe der Fallunterscheidung. Davon



wird in Kapitel IX in Abschnitt IX.2 Koordinatenbereiche Gebrauch gemacht. Die folgenden Grafiken
veranschaulichen das.

Visualisierung |x-b|<c

[online-only]

Visualisierung | x-b|>c

[online-only]

Anzeigen

3.2 Ungleichungen mit der Variablen im Nenner eines Bruchs

In diesem Abschnitt Werden Ungleichungen behandelt mit Brlichen, bei denen ein Term mit der Variablen im
Nenner steht, z.B. -~ < 1, — < 3 oder =—— \/_ 7> 1. Werte der Variablen x, an denen Terme nicht
definiert sind, missen vorab ausgeschlossen werden. Im ersten Beispiel sind alle € R zu untersuchen, im
zweiten ist z = 2 auszuschlieRen (keine Division durch Null), im dritten Beispiel sind negative x
auszuschlielRen (\/5 ist nur far £ > 0 definiert) und auch x = 1 ist auszuschlieBen (keine Division durch

Null).

Um fur die verbleibenden Werte von  die Losungsmenge zu bestimmen, ist es meist zielfihrend, die
Ungleichung mit dem Nenner zu multiplizieren. Wenn der Nenner fiir alle  dasselbe Vorzeichen hat, erhalten
wir dabei eine dquivalente Ungleichung. Wenn der Nenner aber verschiedene Vorzeichen hat, dann muss eine
Fallunterscheidung gemacht werden, denn bei negativem Nenner kehrt sich bei der Multiplikation das
Vergleichszeichen um, bei positivem Nenner bleibt es unverdndert. In verschiedenen Bereichen der z-Werten
erhalten wir unterschiedliche dquivalente Ungleichungen. Die folgenden Beispiele erldutern das Vorgehen.

Kein Vorzeichenwechsel im Nenner.



Beispiel 1

2
1< 2241 °

Der Nenner 22 + 1 > 1 ist fiiralle 2 € R positiv. Multiplikation mit 22 4 1 ergibt die
aquivalenten Ungleichungen

2+1<2 <— #-1<0.

Die quadratische Gleichung 2> — 1 = 0 hat die Losungen z; = —1 und 5 = 1. Die
Losungsmenge ist

L =[-1;1].

Beispiel 2

&
ﬁ<1'

Die Wurzel ist nur fir > 0 sowohl definiert als auch ungleich Null. Dann kann die Ungleichung
mit 4/ > 0 multipliziert werden:

i<1 — 3<yz = 9<«=z.

VT

Bei der zweiten Aquivalenz wurde die Regel iiber Potenzierung in Ungleichungen benutzt: Fiir
a,b>0gilta < b < a? < b?. Die Losungsmenge ist

L = (9;00).



Beispiel 3

< 14
— |2z+5] °

Die Nullstelle des Nenners bei © = —% ist auszuschliel3en, fur alle anderen x ist der Nenner
positiv. Daher gilt fir x # —g

14

2§|2—+5| < 22z+5/<14 <<= |22+5|<T.
T

Bei der zweiten Aquivalenz wurde die Ungleichung durch 2 > 0 dividiert. Die Lésungsmenge der
Ungleichung |2z 4 5| < 7 wurde oben in 1 Beispiel 2zu [—6; 1] bestimmt. Mit der
Einschrankung = # —g erhalt man die Losungsmenge

e

Multiplikation (Division) mit Termen, die verschiedene Vorzeichen haben kénnen.

Beispiel 1

Die Nullstelle des Nenners & = 1 ist auszuschlieRen. Fir & < 1 ist der Nenner positiv, fir
x > 1 negativ. Deshalb gelten folgende aquivalente Umformungen

firz<l: >3 & 1>3(1-2) & z>32,
fire>1: >3 & 1<3(1l-2) & z<2.

Die Ungleichung in der ersten Zeile ist fur % < x < 1 erfillt, in der zweiten Zeile widersprechen
sich die Bedingungen £ > 1 und z < % Die Losungsmenge ist

- (3)



Beispiel 2

1
2 ST

Die Nullstelle des Nenners = 2 ist auszuschlieBen. Fiir > 2 ist der Nenner positiv, fr
x < 2 negativ. Deshalb gelten folgende dquivalente Umformungen

1

firz > 2 : —z & 1< 2242z & z22-22+1<0,

7
IA

’H

firz < 2 : <—z & 1>-—2242z & 22—-2x+1>0.

i
[\

2> — 2z +1 = (z —1)® < 0 giltnur fiir z = 1, das widerspricht aber der Bedingung = > 2.
In der zweiten Zeile ist z2 — 2z + 1 = (z— 1)2 > 0 fur alle x erfullt, deshalb gehoren alle
x < 2 zur Lésungsmenge

L =(-00;2).

Beispiel 3

2 <z.

Da beide Seiten der Ungleichung Vielfache von x sind, liegt es hier nahe, durch den gemeinsamen
Faktor  # 0 zu teilen, und dabei das Vorzeichen zu beachten.

firz>0: 22<z & z<1,
fire<0: 22<z < z>1.

Die erste Zeile zeigt, dass (0; 1] zur Lésungsmenge gehért, in der zweiten Zeile widersprechen sich
die Bedingungen x < 0 und & > 1. Im verbleibenden Fall z = 0 ist die Ungleichung auch erfullt.
Die Losungsmenge ist daher

L =10;1].

Man kann diese quadratische Ungleichung naturlich auch mit dem im vorigen Abschnitt
behandelten Verfahren l6sen.

Noch Fragen? Dann schauen Sie bitte ins Forum oder fragen per Skype bei OMB+ tutor (ombplus).
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UBUNG 1

Schreiben Sie die folgenden Terme ohne Betrag. Benutzen Sie dafur eine Fallunterscheidung.

Lésen Sie die Bedingung an die Variable nach x auf, d.h. geben Sie die Bedingung in der Formxz > ...,

xr < ... etc.an.
a) |z +2| b) 2|3 — 2z|
o 7Tz —5— |3z — 2| d) bz —7— 3| — 6z — 4|
Antwort
2 fall > —2
a)|m+2|:{x+ S B e =5
—x — 2 sonst.

6 —4x falls x < %,

4x — 6 sonst.

mzm—zﬂ:{

4z —3 falls =z > %,

O7z—5—|3z—2| =
10z — 7 sonst.

23z +5 falls z < —%,

d bz —7—3|—6z—4| =
—132z — 19 sonst.

Losung a

Esgilt [z +2|=z+2fallsz+2>0 & = > —2.
Andernfalls, fir x < —2,ist [z +2| = —(z+2) = —z — 2.
Mit der Gblichen Schreibweise einer Fallunterscheidung:

>
|x+2|:{w—|—2 falls ¢ > —2,
—x — 2 sonst.



Losung b
Fir3—22>0 & 3>22 & <3 git2|3—2z|=2(3—2z) =6—4z.
Andernfalls gilt 2|3 — 2z| =2 (—(3 —2z)) = 4z — 6.

Eine solche Fallunterscheidung wird gewdhnlich geschrieben:

6 —4x falls =z < %,
2|3—2z| =
4x — 6 sonst.

Losung c

Esgilt 3z —2| =3z —2 falls 3z —2 > 0 < z > 2. Daraus folgt
7z —5— (3z — 2) = 4z — 3 im ersten Fall.

Andernfalls gilt |3z — 2| = 2 — 3z und damit Tz — 5 — (2 — 3z) = 10z — 7.

Zusammengefasst:

4 —3 falls = > %,

Tze—5—|3z—2| =
10z — 7 sonst.

Losung d

Fir —6z—4>0 & —4>6x & < —% gilt
3| —6x —4| = 3(—6x —4) = —18z — 12. Im ersten Fall folgt daraus
5z —7— (—18z —12) = 23z +5.

Andernfalls gilt 3| — 6z — 4| = 3(6z + 4) = 18z + 12 und damit
5z —7— (18z +12) = —13z — 19

Das schreibt man:

23 + 5 falls z < —%,

5z —7—3|—6z—4| =
—13xz — 19 sonst.

Powered by MUMIE - Hilfe benétigt oder Problem erkannt? ombplus@mumie.net



UBUNG 2

Geben Sie die Losungsmengen L fir folgende Ungleichungen an.

a) |[z+2/ <5 b) |3 —z| >4
o |3z —2| <5 d) |-z —T7| >4
Antwort
alL =[-7;3] b)L = (—o0; —1) U (7; 00)
oL = () 9L = (~oci~§] U [~}:29
Losung a

Da |z + 2| den Abstand zwischen = und —2 beschreibt, besteht die Lésungsmenge von
|z + 2| < 5 aus allen Punkten & auf dem Zahlenstrahl, deren Abstand von —2 kleiner gleich 5 ist.

Anschauliche Bestimmung der Losungsmenge: Die beiden Punkte —7 und 3 auf dem Zahlenstrahl
haben von —2 den Abstand 5. Deshalb bilden diese beiden Punkte und alle Punkte dazwischen die
Lésungsmenge: L = [—7;3] .

Rechnerische Bestimmung der Lésungsmenge: Mit der Fallunterscheidung

|x+2|§5<:>{m+2§5 falls © > —2,

—x—2 <5 sonst,

muss fiir z > —2 die Ungleichung z + 2 < 5 < & < 3 gelten, das ergibt das Intervall [—2; 3]
als Teil der Losungsmenge.

Undfirz < —2muss —z —2 <5< —x <7< x> —T gelten, das ergibt [—7; —2) als
weiteres Teilintervall der Lésungsmenge. Die Vereinigung der beiden Teile der Ldsungsmenge ist

L=[-T7;3].



Losung b

Da |3 — z| den Abstand zwischen  und 3 beschreibt, besteht die Losungsmenge von |3 — x| > 4
aus allen Punkten x auf dem Zahlenstrahl, deren Abstand von 3 groRer als 4 ist.

Anschauliche Bestimmung der Lésungsmenge: Die beiden Punkte —1 und 7 auf dem Zahlenstrahl
haben von 3 den Abstand 4. Deshalb bilden alle Punkte, die von 3 weiter entfernt sind als diese
beiden Punkte, die Lésungsmenge: L = (—o0; —1) U (7; 00) .

Rechnerische Bestimmung der Losungsmenge: Mit der Fallunterscheidung

{3—m>4 falls 3—z >0 x < 3,

3—z| >4

x—3 >4 sonst,

muss fur z < 3 die Ungleichung3 —x > 4 & —a > 1 & o < —1 gelten. Die Ungleichung
x < —1iststarker einschrankend als x < 3, das ergibt das Intervall (—oo; —1) als Teil der
Losungsmenge.

Undfirz > 3 muss € —3 > 4 & o > T gelten, was starker einschrankend als > 3 ist. Das
ergibt (7; 00) als weiteres Teilintervall der Lésungsmenge. Die Vereinigung der beiden Teile der
Loésungsmenge ist L = (—oo; —1) U (7; 00).

Losung ¢

Da die Variable & einen Vorfaktor ungleich 1 hat, ist die rechnerische Losung naheliegend.

Rechnerische Bestimmung der Lésungsmenge: Mit der Fallunterscheidung

3z —2<5 falls 3x22<:>x2%,

3z — 2| < b < {
—3x+2 < 5 sonst,

muss flur x > % die Ungleichung 3z —2 < b & x < % gelten, das ergibt das Intervall [%, %) als

Teil der Losungsmenge.

Und firx < % muss —3z+2 <5 & —3x <3 & x> —1 gelten, das ergibt (—1; %) als

weiteres Teilintervall der Losungsmenge. Die Vereinigung der beiden Teile der Losungsmenge ist

IL, = (—1; %)



Losung d

Da die Variable x einen Vorfaktor ungleich 1 hat, ist die rechnerische Losung naheliegend.

Rechnerische Bestimmung der Lésungsmenge: Mit der Fallunterscheidung

—bx —7 >4 falls —5:v27<:>x§—%,

|-bx -7 >4 <
Sr+7>4 sonst,

muss fur x < —% die Ungleichung —bx — 7 >4 & —x > % Sz < —% gelten. Die
Ungleichung z < — 1L ist stérker einschrénkend als z < —%, das ergibt das Intervall

5
(—oo; —15—1} als Teil der Ldsungsmenge.
und far z > —% muss bz +7>4 < x> —% gelten, was starker einschrankend als « > —%
ist. Das ergibt [—%; oo) als weiteres Teilintervall der Losungsmenge. Die Vereinigung der beiden

Teile der Losungsmenge ist L. = (—oo; —15—1} U [—%; oo)
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UBUNG 3

Geben Sie die Losungsmengen L fir folgende Ungleichungen an.

) =< ) 5 2 3
9 ﬁ = d) \—5Z+2\ =1
Antwort
a)lL = (g—‘;;oo) b) L = (2;%}
oL = (—o00;—3] U[2;00) OL = [-1;3) U (35 5]
Losung a

Die Wurzel ist nur fir 3z > 0 < x > 0 definiert. Damit der Nenner ungleich Null ist, muss auch
x = 0 ausgeschlossen werden. Fir x > Qisty/3z > 0.

Die Ungleichung kann mit 4/3z und 4 multipliziert und durch 3 geteit werden und man erhélt die
aquivalente Ungleichung

< +/3x.

A
=] w
)
w] oo

V3z

Fira,b > 0 gilt: @ < b < a? < b2. Daher kann die Ungleichung durch Quadrieren weiter
aquivalent umgeformt werden zu

8< 3 = 64<3$ = 64<m
3 w 9 27 ©

Die Ungleichung ist ,nach x aufgel6st”. Die Ungleichung > g—‘; ist starker einschrankend als
64

x > 0 von oben. Die Lésungsmenge ist also . = (E; oo).



Losung b

Die Wurzel ist nur fir 52 — 10 > 0 < & > 2 definiert. Damit der Nenner ungleich Null ist, muss
auch x = 2 ausgeschlossen werden. Fur x > 2 ist 4/bx — 10 > 0.

Die Ungleichung kann mit 4/52 — 10 und 3 multipliziert und durch 2 geteit werden und man erhalt
die aquivalente Ungleichung

3
voxr — 10

>

w| b
()
N | ©
[V
ot
8
W
—_
©

Fira,b > 0 gilt: @ < b < a? < b2. Daher kann die Ungleichung durch Quadrieren weiter
aquivalent umgeformt werden zu

121

8 >br—10 & E251: &S — > .
4 20

4

—_

%Z 5z — 10 &

Die Ungleichung ist ,nach & aufgelost”. Die Losungsmenge ist also (mit der Einschrankung > 2

von oben) L. = (2; %}

Losung c

Damit der Nenner ungleich Nullist, muss 3z — 1 =0 < o = % ausgeschlossen werden. Fir
z # 3 ist[3z — 1| > 0.

Multiplikation der Ungleichung mit |3z — 1| > 0 ergibt die dquivalente Ungleichung 5 < |3z — 1|.
Der Betrag wird nun durch eine Fallunterscheidung aufgeldst:

_ 1
|3$—1|Z5<:>{3$ 1>5 falls z > 3,

—3x+1>5 sonst.

Im ersten Fall ist die Ungleichung 3z — 1 > 5 < x > 2 starker einschréankend als z > % Das
Intervall [2; 00) gehért zur Lésungsmenge.

Im zweiten Fall ist die Ungleichung =3z 4+ 1 > 5 & = < —% starker einschrénkend als z < %
Man erhélt (—oo; —%] als weiteres Teilintervall der Losungsmenge. Die Vereinigung der beiden
Teile der Losungsmenge ist L = (—oo; —%} U [2;00).



Losung d

Damit der Nenner ungleich Null ist, muss =5z +2 =0 & z = % ausgeschlossen werden. Fiir
z £ 2 ist|-5z +2| > 0.

Multiplikation der Ungleichung mit |—5x + 2| > 0 ergibt die dquivalente Ungleichung
7 > | — 5z + 2|. Der Betrag wird nun durch eine Fallunterscheidung aufgeldst:

—Srx+2<7 falls z < %,

|-bz+2| <7<
bx —2<7 sonst.

Im ersten Fall ist die Ungleichung —bx + 2 < 7 < x > —1. Mit der Einschrankung < % erhalt
man [—1; 2) als Teilintervall der Lésungsmenge.

Im zweiten Fall ist die Ungleichung 5z —2 < 7 < o < 2, mitz > £ erhdltman (£; 2] als

weiteres Teilintervall der Losungsmenge. Die Vereinigung der beiden Teile der Losungsmenge ist

L= 53U,
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UBUNG 4

Geben Sie die Losungsmengen L fir folgende Ungleichungen an.

a) 2>3 b) 5= <4
0 327 < -3 d) 3= > -2
Antwort
a) L = (0; %) b) L = (—oo; %} U (2; 00)
9 L=[-53) @ L= (—00; ) U (15;0)
Losung a

Damit der Nenner ungleich Null ist, muss = 0 ausgeschlossen werden. Fiir  # 0 ist eine
Fallunterscheidung nétig, wenn die Ungleichung mit dem Nenner multipliziert wird. Bei
Multiplikation mit einer negativen Zahl kehrt sich das Vergleichszeichen um.

Wenn man die Ungleichung mit  multipliziert, erhalt man die folgenden aquivalenten
Ungleichungen:

2 {2>3a: falls = > 0,
- >3 ~
2 < 3z sonst.

Im ersten Fall fihrt die Ungleichung2 > 3x < x < % zusammen mit x > 0 auf das Intervall
(0; %) als Teil der Losungsmenge.

Im zweiten Fall steht die Ungleichung 2 < 3x < x > % im Widerspruch zu ¢ < 0, es gibt kein z,
das beide Ungleichungen erfillt. Links von Null gibt es keinen weiteren Teil der Lsungsmenge. Also

istL = (0; %).

(Dass kein < 0 die Ungleichung erfillt, kann man auch ohne Rechnung daran sehen, dass dort %
negativ ist und daher nie groBer als 3 sein kann.)



Losung b

Damit der Nenner ungleich Null ist, muss £ = 2 ausgeschlossen werden. Fiir z # 2 ist eine
Fallunterscheidung nétig, wenn die Ungleichung mit dem Nenner multipliziert wird. Bei
Multiplikation mit einer negativen Zahl kehrt sich das Vergleichszeichen um.

Wenn man die Ungleichung mit 2 — & multipliziert, erhalt man die folgenden aquivalenten
Ungleichungen:

3 - 3<8—4x falls z <2,
3> 8 —4x sonst.

Im ersten Fall ist die Ungleichung3 < 8 — 4z < = < % starker einschréankend als x < 2. Das
Intervall (—oo; %] ist Teil der Lésungsmenge.

Im zweiten Fall ist die Ungleichung3 > 8 — 4z < = > % fur alle z > 2 erfiillt, daher ist (2; 00)
ein weiterer Teil der Lésungsmenge. Also ist L = (—oo; %] U (25 00).

(Dass alle x > 2 die Ungleichung erfiillen, kann man auch ohne Rechnung daran sehen, dass dort
2§—z < 0ist und daher immer kleiner gleich 4 ist.)

Losung ¢

Damit der Nenner ungleich Nullist, muss 3z — 1 =0 & o = % ausgeschlossen werden.

Multiplikation mit dem Nenner fir z # % erfordert eine Fallunterscheidung. Bei Multiplikation mit
einer negativen Zahl kehrt sich das Vergleichszeichen um.

Wenn man die Ungleichung mit 3z — 1 multipliziert, erhalt man die folgenden dquivalenten
Ungleichungen:

5 o 5 < —9x+3 falls :1:>%,
3z —1 5> —9x +3 sonst.

Im ersten Fall fiihrt die Ungleichungb < —9z 4 3 & % <—zx&x< —% auf einen
Widerspruch zu x > % Es gibt dort keine Lésungen.

2

Im zweiten Fall fiihrt die Ungleichung 5 > —9z +3 < = > —5

Intervall [—%;%).Also istL = [—%;l).

zusammen mit x < % auf das

(Dass kein ¢ > % die Ungleichung erfillt, kann man auch ohne Rechnung daran sehen, dass dort
% positiv ist und daher nie kleiner gleich —3 sein kann.)



Losung d

Fur @ # % ist der Nenner ungleich Null. Bei Multiplikation mit dem Nenner sind die Falle x < %
undx > % zu unterscheiden.

Multiplikation der Ungleichung mit 3 — 5a ergibt die dquivalenten Ungleichungen:

7 - 7> —6+10x falls :13<%,
3 — b5z 7 < —6+10x sonst.

Im ersten Fall ist die Ungleichung7 > —6 + 10z < x < % fur alle x mitz < % bereits erfillt,
man erhélt (—oo; %) als Teilintervall der Losungsmenge.

Im zweiten Fall ist die Ungleichung 7 < —6 + 10z < = > % starker einschrankend als > %
dehalb ist (%; 00) ein weiteres Teilintervall der Lésungsmenge. Die Vereinigung der beiden Teile
der Losungsmenge ist L. = (—oo; %) U (}—g;oo).

(Dass jedes x < % die Ungleichung erfillt, folgt ohne Rechnung daraus, dass dort ﬁ > 0 istund
daher immer groRer als —2 ist.)
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