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Aufeg. 6.2.1

Ermitteln Sie die Funktionen z(x,v), die folgenden

Gleichungen geniigen:

2_2,2 4 0 o 1
Faa +v< und ay—ny 3;'2
Losung-
X2+§,r2
geg.: Gradient grad(z(x,v))= 1
ZXF——Z
¥

ges. : Stammfunktion F(x,v¥)

U 2, 9
F(x,y)=f x2+y2dx+C (¥)
0

3
F(x, ?)=C(y)+%+x-&’2
——({ans)
4 (F(x, )= (C(y)) +2:x-¥
dy dy

d .
dv (C(¥)) .2



d el §
dF(C(F)) .2

d
[ ansdy

d _1
f ) dy=y

x3

ol
3+:-f:15,F +C

Define F(x, v) =%+

done
Aufg. 6.2.2
Gegeben ist das System linearer Differenzialgleichungen
erster Ordnung
x'(t)=—3x+2y
¥’ (t)=2x-3y.

a) Schreiben Sie das Svstem in Matrixform z'=Az mit

z=(x,y) .

b) Machen Sie in Analogie zur Differentialgleichung ¥'=av
mit der Losung v(t)=be'’ den Ansatz x(t)=be'’ mit

beR? und reR und bestimmen Sie b und r so, dass
das Swstem wvon Differentialgleichungen erfiillt wird.
c¢) Wie lautet die allgemeine Lisung des
Differentialgleichungssvstems?

d) Ermitteln Sie die Eigenwerte und die zugehorigen

Eigenvektoren der Matrix A.

Losung: lineares Dgl. —Svstem der Gesamtordnung 2

(zwel Einzelgl. der Ordnug 2)



()] [-3 2 1. [x()
a) ]'[2 —3]’"[

[ y* (L) v(t)
by 'x(t)]_ ble't lx’(t)l_ blre't
Ly ] [poert | Ly’ (0 ] | porert
DelVar bl,b2,r,t
done
blkrel*! _[—3 2 ]* blel*t
bz*rer#t 2 =3 bzer*t

bl-reel t+3.b1-e't=2.p2-0 ]
—2+.blsel* t+b2ereel*t+3.b2-0l*t

factorOut {(ans, eT*t )

[(bl-r+3-b1—2-b2)-er't ]
—(=b2-r+2+b1-3+b2) "t
(bler+3-b1-2+b2)-e!"t=0
—(—b2+r+2+b1-3+b2) =0
0=0 bl,b2,r

{{b2=-bl, r=-53, {b2=bl, r=-13}, {b1=0, b2=0, r=r}}

i o i X(t)] l[]]
t le L : =
riviale Losung Lf (t) 0

nichttriviale Losungen:

[x1(t)] (ble™ ot
_Fl (t) i _—ble_5t

[x2(t) ] [ b2et
[ v2(t) | _bze—t
c) allgemeine Lisung:

[X(t) _
y(t)



[ble_5t ]+[b2e_t]
—ble 2t| [p2e~t

11 —¢ [1 ] —5t
= +
b2[1]e bl _1 e

bl, bZ2eR.

d)

A:=[;3 E3]

eigVI(A)

Eigenwerte: Ae{-1,-5}
eigVe(A)

K

normierte Eigenvektoren:

(1//2]_1 [1
1/V2 _ﬁlll’

(—1/v2]_-17]1
1/V2 _ﬁ[—ll'

alternative Losung-
Eliminationsverfahren

¥W=—3x+2v » v=(x"+3x) /2

[bZ-e_t+b1-e_5't]
b2-e t—pl.e~2t

2 %)

i-1,-5}

. 7071067812 -0.7071067812
. 7071067812 0.7071067812



yv'=2x—3v ergibt:
(x""+3x") /2=2x-3 (x"+3x) /2

X7+3.x’ _ =3+ (xX'+3+x) .
5 = 2 +2+x

dSolve(ans, t, x)

{x=e"t-const (2)+e 2 t.const (1) }
ans |const (2)=b2 and const(1)=bl

{x=b2+-e~t+p1-e~9°t}
xi=h2-e t4+b1.e~2't
b2-e~t+b1-e79't

F={i(x) +3x] /2

po=((b2:e1"t+5-b1) -675"0=3- (b2-e~t+b1-e~5t))
- 2

simplify (ans)

y=b2-e"t-b1.e70°t
Aufg.6.2.3
Ein System von Reaktionsgleichungen wird durch das
folgende Differenzialgleichungssystem zweier Dgln.
erster Ordnung beschrieben:
X' (t)=—(kl1+k2)x+kly+p,
v’ (t)=klx—(kl+k2)¥y.
a) Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf der
Konzentrationen x(t) und y(t) fiir folgende spezielle
Zahlenwerte: kl1=2, k2=1, p=0 mit den
Anfangsbedingungen x(0)=2 und ¥(0)=0.
b) Diskutieren und skizzieren Sie die erhaltenen

Losungen x(t) und w(t).



Losung: Matrixform

DelVar kl1,k2,p,a,b,C1,C2

done
[X’Uﬂl l (k1+k2) k1l ]*[X(t)]+[P]
v'(t) kl —(k1+k2) vi(t) 0
Az l (kl1+k2) k1
kl —-(kl+k2)
[—kl—k2 kl l
kil -k1-k2
eigVl{Aa| {kl=2,k2=1, p=51})
{-1,-5}

eigVc (A | {kl1=2, k2=1, p=5})

lU 7071067812 -0.7071067812
7071067812 0.7071067812

(X () ]_~q [1].a=tura.[? ]. —5t [a]
=C1 lll e "+C2 = e + b

Ly (t)
-kfk1+k2) lik1+k2) ._E]+lgl|{k1=2,k2=1,p=5}
l 3+a+2+b+5
Z2+a—3+b
I_3.3+2-b+5=0
2+a—3+b=0 a, b
{a=3, b=2}
Ergebnis:
R R HER M R
AB:

17 4 [1 l 5t [3]
- - + - - + =
C1 lll e C2 _1 e 5 | t=0

6



lC1+C2+3
C1-C2+2

Cl1+C2+3=2
C1-C2+2=0

C1,C2

__ 3 1
{(31- > .02-2}

X (t) =_§'H' i Lll l 5.t [3]
[y(t) 72 B R T e P

Eliminatiosverfahren:
sel X'=xs
DelVar x, v, xs, vs, xss, kl, k2, p
done
1.Gl. nach y auflésen:

solve (xs=— (k1+k2)x+kl*xv+p, v)

{ _kl+x+k2+x—p+xs }
y= kl

klex+k2+x—p+xs
" kl

k1 e3+k2x—p+xs
k1

in 2.Gl. v eliminieren: sei v'=vs, x''=xss8

klsxs+k2sxs+3xss
kl

=k1#*x—-(kl+k2)¥y

kl-xs+k2-xs+xss _ —(kl-x+k2-x—p+xs) - (kl1+k2)
) = 1 +kl+x

simplify (0=—X1 .XS+1§2]-'XS+XSS 4= (klex+k2 *x—kpl-l-xg) (k14

(k22.x42:k1°k2-x—k1-p+2+k1l+x5—k2+p+2+k2+x5+x55)

0= k1

ans| {kl1=2, k2=1, p=5+}



U_:—(5-X+xss+8*xs—15)
B 2

Einzeldgl. 2. 0Ordnug zum Dgl.—-System:

S+ +6-x'—15

dSolve( 2

=0,t,x)

{X=e_tconmi2)+e_5fhconmi1)+3}
xi=e t.C2+e~2't.C143
c2-e~t+C1.e7 943

d
kl+x+Kk2+x—p+—
. X X—p dt(x)
¥ kl

| {k1=2, k2=1, p=3}

c2-e~t-(c2-04t+5.01) .05 t+C1-079"t+2. (C2-07t+C1 |,
2

simplifv (ans)
C2-et-C1.070t42

Define x(t)=e t.C2+e~2't.C1+3

done
Define v (t)=C2-e~t—-Cl.e72t42
done
IX(U)=2
y(0)=0|c1,C2
_1 ~p__ 3
{01-2.02- 2}
_1 _
x(t)] {CI—E. CZ———}
Caua—t =5t
3;" +85—+3



-3+
5 T 3 +2
Ergebnis:
_aua—t =Dt
Define x(t)=—228 4+& — 43
2 2
done
. _—S'E_t e‘5"t
Define y(t)= 7 T 3 +2
done

i b N R ) R
Lr(t) 2 1] T27-1] T 2

{ Druckfehler im Losungsheft)
Probe:

i (x(t)) =— (k1+k2)x (t) +k1xy (t)+p | {k1=2, k2=1, p=5}

(3-94't—5)-e_5't_ 3.6t o9t ] [S'E_t e
2 ==2 5t~ 3 -2 |+3

simplify (ans)

3.t _ 5.~ 0°t _ 3.6t 5.0t

2 2 2 2

i(&’(t) ) =k1%x (t)—(k1+k2) ¥ (t) | {k1=2, k2=1, p=5}

4+t =5t -t o0t -t o=t
(3-e¥t+5).e 3+e e _2]_2_[3-9 BH

2 =3T3 2 T 32
simplify (ans)
3.7t 5-.*9,-_5'1"_3-«9.-_t 5.~ 0°t
2 2 - 2 T 2
b)
DelVar x,v,t

done



3eo~X e—5-x

Define v1(x)=— 7 +

2
. _—3.7X 79X
Define v2(x)= 5 5

¥min {tmin ) -

tmin=0.127706432342531
Xmin=1.94386591584792
Wendepunkt fir x(t):

t_w=0.530065884050022
Xx_w=2.15246468456178

lim (¥1(x))
D00

Asvmptote x=3

x(t) konvex bis W, dann konkav und streng

mon. wachsend

lim (¥2(x))
X>00

Asvmptote yv=2

v(t) streng mon. wachsend, konkav

+3

+2

done

done

2D—-Grafik

Y1
Y2
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Zusatz Kapitel 6.2 Aufgabe 6.2.3

i SOy
Blatt1 |Blatt2 Blatt3 |Blatt4 [Blatt5 |
y1='3'e_x+e_5‘x +3 [_]ﬂ
2 2
M y2= ~3-7% o™X +2 [
2 2
[(J¥3:0
[]v4:0
" ly5:0
[Jy6:0
(y7:0
[J¥8:0
[(]¥9:0
C]v10:0
[Jy11:0 (v
v1=(=3-e~[=") /2+et (-5x) /2+3
|
012774 9TTS
= -1 Oﬁ 4 b E f e 0 11
= inimum
¥c=0. 1277064 yc=1. 9438659 r

21 Reell




S EIEIEYnE

Blatt1 |Blatt2 Blatt3 |Blatt4 [Blatt5 |

e_5'X

_—Fen X
@y1==3e e -8
—3.e7X 70X
@y2==der e TOX —_
[]¥3:0

yvl=(-3+e~[= ) /2+eT (-5}x) /243

n

=

ERN T N

xc=0. 5300659 vC

I
b
-

024647

2n  Reell L
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