$52018 = 5.U0bung = Prof.Paditz

Aufg. 4.3. 1¢),8,12,19a), 23

4.4. 2,15a),18

Aufg. 4.3.1c)

Bestimmen Sie die Lage und Art aller relativen Extrema

der Funktion und geben 5ie die zugehorigen

Funktionswerte an: z=f(x, y)=2x+y+(x+v—06)

Losung: Funktion dritter Ordnung

DelVar f,x,v,c

done
Define f(x, yv)=2x+v+(x+v—6)

done
Define z1(x,y)=f(x,¥)

done

3D-Crafik s,

d =
dx (f(x,¥))=0

2oy 24dexey—120y=0



d
4 (f(x,y))=0
dy( (x,¥%))
Qe 24exey—12ox=0
d
4 (f(x,y))=0
dx( (x,¥v))

d -
dy(f(x.?)) 0

N ¥
1{x=0,v=0}, {x=0,v=6}, {x=2,v=2}, {x=6,v=0}}
— 2 =
42 (f(x, ) d(d ik, v))
dx2 dy \dx
Define D(x, v)=det( 10d 2 [
_&[d—y(f(x.y))] Tz ey

done
D(x,¥)
~16+x2=16+y2=16+x+y+96x+96-y—144
D(x, y) | {x=0, y=03}

-144
f(x,v)|{x=0,y=0}
0
Sattelpunkt S,(0,0,0)
D(x,¥) | {x=0,y=6}
-144
f(x,v)|[{x=0,y=6}
0
Sattelpunkt S.(0, 6, 0)
D(x,¥) | {x=6,y=0}
-144

f(x,y)|{x=6,y=0}



Sattelpunkt S;(6,0,0)
D(x,y) | {x=2,y=2}

418
f(x,y) | {x=2,y=2}
-16
d2
—(f(x,¥)) | {x=2, v=2}
dx2
8

lokales Minimum Min{2, 2,-16)

Hohenlinien:

solve (f (x, ¥)=c, ¥)

- (x3-15
+3,y= 2X+ x- (x 12y

| _=x_Vx-(x3-12:x2+36-x+2-¢)
=72 2+X

seq(c,c,—-15,2,1)3c
{-15,-14,-13,-12,-11,-10,-9,-8,-7,-6,-5, -4, -3

L¥]

—x_Vx-(x3-12-x2+36-x+2-c)

Define v1(x)= 2 Dox +3

done
Define FZ(X)=—2)(+\/X'(13—12*2)(i+36-x+2-c) '3

done
2D~Grafik 3
stop
Define xst2(s,t)=t

done

—t Vit (£3-12:t2+36+t+2+5)

Define wst2(s, t)=7+ 9ot +3




Define zst2(s,t)=s

Define xst3(s,t)=t

- d43_19.42 1T,
Define yst3(s,t)=7t_‘/t (t 12 5.:36 t+2 S)

+3

Define zst3(s,t)=s

3D—Grafik i

stop

Aufg. 4.3.8

Gegeben sei die Funktion z=f (X,}")=X3+4}F3.

a) Bestimmen Sie mit der Methode der
Lagrange—Multiplikatoren die Extrema wvon f unter der
Nebenbedingung x+v=6.

b) Um welche Art von Extrema handelt es sich?

Wichtige Anmerkung: Die bisherige

Funktionaldeterminante

D(x, y)=det( Fx f”“’] ) =Fyxkfyy— (Fxy) 2
fYX fYF

kann hier nicht zur Beurteilung der

extremwertverdichtigen Stellen (xq, vo) verwendet

werden.

done

done

done

done

done



Ersatzweise kann hier die "geranderte”
Funktionaldeterminante fiir F(x, v, A)=f(x, ¥)+A¥g(x, v)

verwendet werden:

0 gx &»
D{x,y,A)= —det(|gx Fxx Fxy|) =
g8y Fyx Fyy

Fxx (8y) +Fyy (8x) 2~2Fxyexgy,

auf die bisher nicht eingegangen wurde:

D(xo, ¥o, A0) <0: Max, D(xp, ¥o, Ao)>0: Min.,

vgl. Taschenbuch math. Formeln von Bartsch (ISBN
978-3-446-43800-2, S465u.)

Die Beurteilung erfolgt hier durch *Abtasten® won
Nachbarpunkten oder iiber die Karte (mit Héhenlinien

und der NB).

Losung: Flache 3. Ordnung

Define f(x, }?)=x3+4y3

Define z1(x,v)=f(x,v)

3D-Crafik s,

Hohenlinien: xS+4yS=c
Define xtl1{t)=t

Define ¥tl (t)=3‘/ (c—t"3)/4 |c=1

done

done

done

done



2D-Crafik i

Define F(x, v, A)=f(x, ¥)+Ax(x+v—-06)

done
4 (Fex, v, A)) =0
dx

14 (pex, v, 1)) =0
dy

d
—(F(x,v,A))=0
| dA X,V,A

{{x=4,y=2, A=—48}, {x=12, y=-6, A=—432}}

Anhand der Karte erkennt man:
Tiefpunkt T(4, 2, 96)
f(x, y) [{x=4,y=2}

96
Hochpunkt H(12, -6, 864)
f(x,v) [{x=12, y=—6}

864
Abtasten von Nachbarpunkten: NB y=6-x
seq(f(x,6-x),x,3.9,4.1,0.1)

{96383 96 96357}
1000 * ™’ 1000

approx (ans)
{96. 363, 96, 96. 357}
seq(f(x,6-x),x,11.9,12.1,0.1)

863643 863637
{ 1000 *3%% “1o00 }

approx (ans)
{863.643, 864, 863.637}
stop



Aufg. 4.3.12

2 2

Gegeben sei die Funktion z=f(x, v)=x“—-x¥kv+v“—x.

a) Bestimmen 5Sie die Extrema wvon f unter der

{ Ungleichungs—) Nebenbedingung x 2 +y 2 =£1. Was bedeutet
diese Bedingung geometrisch?

b) Um welche Art von Extrema handelt es sich?

Hinweis: Man lose zunachst die Aufgabe ohne
Nebenbedingung und betrachte nur die Losungen, die der
{ Ungleichungs—)Nebenbedingung geniigen. Danach
untersuche man die Funktion auf dem Rand des
betrachteten Bereiches,

d.h. unter der Nebenbedingung x<+v<=1.

Losung: Fliche 2.0rdnung innerhalb des

Einheitskreises und auf dem Rand betrachten.

2 —XEy+y 2 X

Define f(x, v)=x
Define z1(x,v)=f(x,v)

Der Kreiszyvlinder:

Define xst2(s, t)=cos(t)
Define vst2 (s, t)=sin(t)

Define zst2(s,t)=s

done

done

done

done

done



stop
Die Fliche 2.0rdnung {(Paraboloid):

Define xst3 (s, t)=s¥cos(t)

done
Define wvst3 (s, t)=s¥sin(t)
done
Define zst3(s, t)=52—52#sin(2t) f2—s¥cos(t)
done
3D—Grafik i
stop
d
—(f(x, =0
dx( (x,¥))
4 (f(x,y))=0
dy X,y
frdrnb]
—3'Y73
— 2 ]
42 (x, v)) i[i(f(x,y))
dx2 dy \dx
Define D(x, ¥v)=det( 4(d 2 [
- | f [) =y f [}
_dx[dy( (x y))] 1oz (v
done
_2 _1
3
d2 {-E =l}
dxz(f(X.F))l X=g,¥=5
2

fGv) 1 x=2, y=1 1



-

absolutes Min()r::%,y:%,z:—%) ohne NB innerhalb des

Einheitskreises.
Randextrema:
f(x,¥) | {x=cos(t), y=sin(t)}
(cos(t)) 2+(sin(t) ) 2—cos(t)+sin(t)—cos (t)
simplify (ans)
—cos{(t)+sin(t)—cos(t)+1
Define z(t)=—cos(t)+sin(t)—cos{t)+1

done
d
- t))=0
dt (z(t))
—(cos(t)) 2+ (sin(t) ) 2+sin (t)=0
simplify (ans)

sin{t)—cos(2-t)=0

solve (ans, t)

{t=2-:ﬂ:-c0nstn (1) —% , t=2«m+constn(2) +% , 1=2+m+constn (I

9
42 o))
di2

4+cos(t)+sin{t)+cos(t)

t=—% (x=0, v=-1, z=1) ergibt keine Extremstelle.

2
;—2 {(z(t))=0 (Wendestelle, Stufenpunkt)

Rand-Minimum: x=73, y=%, 2%—0. 299



d2 _z
12 (z(t)) It_ﬁ

33
2
z(t) It=%
-3.v'3
1 +1
approx (ans)
—-0. 2990381057
cos(t) It=%
V3
2
sin (t) It=%
1
2
Rand—Maximum? x= “‘f, y=%, 272, 299
42 _5n
12 (z(t)) | t= 5
-3+/3
2
z(t) It=56—:ﬂ‘r
33
1 +1
approx (ans)
2.299038106
cos(t) It=5—:ﬂ‘r

6

10



2
sin(t)|t=%
1
2
stop
Lagrange—Methode: NB als Rand des Einheitskreises
Define F(X,}’,)4.)=X2—X*y+y2—X+A*(X2+}?2—1)
done
4 (F(x,v,A)) =0
dx
d _
1 (F({x,v,A))=0
dy
4 (F(x,y, 1)) =0
| dA X, ¥, A
o _ =3 1 ., =3 }{_ﬁ
{{X—U,}’——l,ﬁ.——l},{}(— 7 ,}’—E,;’L—T—l ’ X—T
Nutzung der “geranderten” Funktionaldeterminante:
-U iL(x2+F2—1]
dx
d{.2,.2 d2 .
Define D(x, v, A)=—det( &(X +¥ -1) dx—g(F(X'F"U-F
d 2+ 2_1 i[i F
_dy(x y2-1) el e GICH
done
D(x,v,A)

8 Ax 248+ Ay 248+ x 248y 248+x0y
Define D(x, v, A.)=8-A-x2+8nl-y2+8-x2+8-y2+8-x-y
done

D{x, v, A) | {x=0,y=-1, A=—1, A=-1}

11



keine Aussage moglich (weitere Untersuchung)

—,1——1

—v‘? 1 -3 }
2 2°
_8.[

D{x, ¥, A)<0] {X=

3 +1]—2-v‘§+8<0

simplify (ans)
—6+v'3<0

Randmaximum

75l 5

D(X!F!A):}UI{X: 2 !F=§! 2

—8-[%+1]+2-J§+8}0

simplify (ans)

B+v3>0

Randminimum

stop

Aufg. 4.3.19a)
Durch die Messpunkte
%Xil2]4]|6
¥il 21317
soll eine Ausgleichskurve vom folgenden Typ gelegt
werden:

bx b

a) v=f(x)=ae b) v=g(x)=ax".

Bestimmen Sie jeweils deren RKoeffzienten. Welche der

12



Ausgleichskurven kann als bessere Lésung angesehen

werden (Begriindung)?

Hinweis: vereinfachte naherungsweise Lisung durch
quasilineare Regression (Logarithmieren):
a) Y=In{v)=In(a)+b¥x=A+b¥x bzw.
b) Y=In(y)=In(a)+b*ln(x)=A+b¥xX
mit den Messpunkten
xil 21 4 | 86
b) Xi=In(xi) |In(2) |In(4) |In(6)
a) Yi=In(yi) [In(2) [In(3) [In(7)

Der Parameter a ergibt sich dann aus a=e‘ﬂ".

direkte Losung {ohne Logarithmieren}):
Exponentielle Regression
seq(x, x, 2, 6, 2)>xliste

12, 3, Ti>vliste

Define f(a, b, x)=aeP*x

sum ( (vliste—f (a, b, xliste) ) 2)

12,4,6}%

12,3,7}

done

2 2 2
(a-es'b—?’] +(a-e4'b—3) +(a-ez'b—2]

2 2 3
Define F(a,b)=(a-e®P-7) " +(a-.e?"P-3) " +(a-e2°P-2)

d =
da (F(a,b))=0

13

done



2eare12'P42.5.08'P-14.06'P42.5.e4P_g.edb_g.02:b=g

solve (ans, a)

ia= (7.e4b43.02°b4g).o=2°b }
e8bied by

d =
db (F(a,b))=0

12+a2+e12°048.32.08'b_g4.53.65°P14.32.04'P_2 4'3'94'.5
(7.e3'b43.2°b43).o=2°b

ans | a=

e8biedbyg
2 2
12-(7-94'b+3-92'b+2] -es'b+8-(T-e4'b+3-ez'b+2) I
(1*5.-8"D+.¢.-:e‘ﬂ'"‘3'+1)2 (e.-8""+.1—:e‘f""‘3'+1]2
simplify (ans)
12-(&8'b—98'b—4-92'b—1)-(T-e4'b+3-ez'b+2)-ez'b=0

(ed*Pye2:byy) 2- (ed'b_g2:byq) 2

alle Faktoren positiv bis auf o8 b_gbb_g.02:b_

solve (e8'P—bB°b_g.02°b_1-¢ . b)
{b=0.3610019597}
(7.e%'b43.2°b43).g~2°b

a= |b=0.3610019597

e8bret Py
13936072 6968036 _ 6968036
= 7.0 9600967 4 5,,9600867 15],, 9650967

27872144 13936072
o 9650967 |, 9650967 4

approx (ans)
a=0.7924642687

Define y1(x)=0.7924642687¢0- 3610013597x

done

14



Mittlerer quadratischer Fehler (Mean Square error)

MSel :=approx (sum { {(vliste—v1 (xliste) ) 2 1)
0.2717806948

Nun Potenzregression:

Define f{a, b, x)=a=ﬂxb

done
sum ( (vliste—f (a, b, xliste) ) 2)
2 2 2
(6P.a-7) “+(4P.a-3) “+(2b.a-2)

2 2 2
Define F(a,b)=(6b*a—7) +(4b-a—3) +(2b-a—2)

done

d =
da (F(a,b))=0

22°b*1 542.62°b.3+2.42°b.5—2P+2 1 4.6P—6.4P=0

solve (ans, a)

IF 25+2414.6"+6-40 }
22'b+1+2.62'b+2_42'b

d =
db (F(a,b))=0

42-b+1.32.1n(2)+22'b+1-a2-111(2)+2-82'b-a2-ln(3)+2'fH

sl az 20T 2414-60 4640
22'b+1+2_62'b+2_42'b
) .
42-b*1.(ob+2414.6P46.40) "uin(a)  22°P*1. (9024
2
(22’b+1+2_82'b+2,42'b] (22'b+1+2_E
simplify (ans)

—1.(14.28'b+1.gb.1n (3 +42.63P.4P.n(3) +42.48°b.g!

15



numerator { getLeft (ans) )=0

4-(9.4%b+L 1 (2y-36.4%Pun(2)-14.23'0+1 . 6b.n 3y
solve (ans, b)
{b=1.50697388}

b+2,1 2.ab1g.ab
a=—a —HAD 0T h=1 . 50697388
2 +2:6<V+2+4
12733994 5471896 5471896
2 3631049 44,5 3631049 45,4 3631049
="14574841 10943792 10943792

5 3631049 5.5 3631049 ,,,, 3631049

approx (ans)
a=0. 4548596024

Define y2(x)=0.4548596024x1- 90697388
done

Mittlerer quadratischer Fehler (Mean Square error)

MSe2:=approx (sum ( (yliste—y2 (xliste) ) 2))
1. 008069666
approx (MSel<MSe2)
0.2717806948<1. 008069666
Damit ist die exponentielle Regression besser als

die Potenzregression.

Naherungslisung als quasilineare Regression:
Nutzung der TR—Befehle ExpReg bzw. PowerReg
ExpReg xliste, vliste
done
DispStat

done

16



Exp. Regression
yv=a+e” (b+x)
a = 0.9931505
b = 0.3131907
r = 0.9798919
r¥ = 0.9601881
MSe = 0.032536

PowerReg =xliste, vliste

done
DispStat

done
Potenz—Reg.
v=a*x"b

a = 0.8620828
b = 1.0805126
r = 0.9390549
r’ = 0.881824
MSe = 0.0965786

Berechnung von MSel und MSe2 mit den
geschitzten Koeffizienten aus der quasilin.

Regession als MSe3 und MSe4:
Define v3(x)=0.9931505%e0- 3131907x

17



done

Define v4(x)=0.8620828%x1- 0805126

done

MSe3:i=approx (sum ( { vliste—v3 (xliste) ) 2 1)
0.4937212061

MSed:=approx (sum { {(vliste—v4 (xliste) ) 2 1)
1.813441536

approx (MSe3<MSed)

0.4937212061<1.813441536
approx (MSel<MSe2)

0.2717806948<1. 008069666
STAT-Editor |
stop

Aufg. 4.3.23
Zur Ermittlung einer Messkurve, won der man weil3,
dass sie eine Gerade durch Ursprung sein muss, wurden
folgende Messwerte erhalten:

Xil|2151719

¥vill1121314,5

Bestimmen Sie die Ausgleichsgerade.

Losung: MKQ-Ansatz v=a¥x
{2,5,7, 9 >xliste

{2,5,7,9}
{1, 2, 3, 4. 5}>yliste

18



Define f(a, x)=a%x

mnn((yﬁmﬁ—f(a,xﬁmﬂ))z)

done

9
[S-a—%] +(7-a=3) 2+ (5-a-2) 24 (2-a-1) 2

9
Define F(a)=[9-a—%] +(7°a=3) 24 (5a=2) 2+ (2-a—1) 2

d =
da(F(a)) 0

solve (ans, a)

approx{ans)

Define ¥1(x)=0.4622641509x

MSel :=%sum ( (vliste=v1 (xliste) ) 2 )

approx{ans)

done

318+a—-147=0

1*=T05 |
=706
{a=0. 4622641509}

done

01717361410279977

378071745482046728

0.1367924528

STAT-Editor

stop

Aufeg. 4.4.2

Es sei (A)={(X,§;)ER2IX2+§;2£1;}?£U}. Unter

19



Verwendung von Polarkoordinaten berechne man
f (x+v)dA.
(A)

Losung:

{A) ist die untere Halbkreisfiche (Skizze!)

10
[f {r*cos (@) +r¥ksin () ) *¥rdedr
0 —x

Lo b

formal: Berechnung als Dreifachintegral:

Hinweis: Volumenanteile unterhalb der x—y—Ebene zdhlen
negativ, oberhalb positiv,

Gesamtbilanz hier negativ:

Xty

.

ldzdvdx

Lo b

stop

Aufg. 4.4.15a)

Man berechne das Linienintegral f (X}’dX+}F2dF) fiir
C

folgende Kurve: x=sin(t), w=cos(t) fiir 0=£t£x/2 von
den Punkten A={0,1) nach B=(1,0).

Losung:

t
] (Xydx+y2dy)=]2 (x () y () dx/dt+(y () 2dy/dt)dt
c s

20



wtf2 9
f (sin (1) %cos (t) *cos (t) +(cos (1) ) 2% (=sin (t) ) )dt
0

Integrand “verschwindet™:

simplify (sin (t) %cos (t)kcos (t)+ (cos(t) ) Zx (=sin(t)))
stop

Aufg. 4.4.18

Gegeben ist das ebene Kraftfeld
F=(x2+2xy) e+ (x2-1)e,.

a) Man zeige, dass das Feld konservativ ist.

b) Man bestimme das Potential V{(x,v) des Feldes.
c¢) Man berechne die verrichtete Arbeit bei der
Verschiebung eines Massenpunktes von P,=(0, 0) nach

P,=(1,1) auf einem (beliebigen) Verbindungsweg.

Losung:

a)

Define P(x,v) =:~:2+2x#y

done

Define Q(x, y)=x2-1

done
d - d
—dF(P(X.F)) —dX(Q(X.F))

2ew=2x
b}

21



f P(x, y)dx+C(y)

i(ans}l' =Q(x, ¥)
dy

C’(v)=-=1 ergibt
C(y)=—vy+c

X3 2
Somit V(X,F)=T+X sy=y+C

c)

3
Define V(x,v) =%+X2 V=V

V(1,1)-v(0,0)

22

3

C(F)+%+x2-y

4 (c(y)) +x2=x2-1
dy

done

3| =



Aufg. 4.3.1c) Min(2,2,-16)

% Edit Zoom Analyse ¢
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Ic=—16
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zl=f(x, ¥) BEE
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Sattelpunkt S,(6,0,0), Sattelpunkt S3(0,6,0)
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=0, z=0)

=6,y

Man erkennt den Sattelpunkt auf der x-Achse (x

&3

% Edit Zoom Analyse ¢
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Parameter s steuert die z-Werte(H6hen),

Parameter t steuert die x-Werte

¥ Edit Zoom Analyse
e e efveal:
Blatt1|Blatt2 Blatt3 [Blatt4 [Blatt5 |
Cozl: O
xst2=t
Fenster—Einst. b 4
O Yst2="t V1 & [
2 Speicher
7et2=5 Zmin =17
Wt 3=t max 17
s Winkel 6:-130
O Ysta=—t_¥ {Winkel 6:130 —
2 smin =17
Zst3=s max i1
Cz4: 0 tmn -8
max '8
(zdi U
261 0 0K Abbrechen Yorgabe

2n  Reell |




Die Karte

& Edit Zoom Analyse ¢

afr T

Blatt1|Blatt2 Blatt3 [Blatt4 [Blatt5 |

Wy1=—x_vx (x3-12:x2436.x+2-c)

+3 [_]ﬂ
2 2%
M v2= —X+\/X'(X3—12'X2+38'X+2'C] +3 ]

2 2+x

M x3=0 —

[ ]x4:0

| |x5:0

[[]x6:0

[]x7:0

[ ]x8:0

[[1x9:0

[ x10:0 v |

blaues Dreieck: c=0

2n  Reell L




Aufg. 4.3.8 eine abstiirzende Steilwand!

x]

% Edit Zoom Analyse ¢

BEENRCEE s

Blatt1 |Blatt2 Blatt3 |Blatt4 [Blatt5 |
Ozl=f(x,v) [
(hez2:0

(230

(hzd: 0

(z5: 0

S HI

CozTi 0

(28 0

(=29: 0

(=z10: 0

(=z11:0

(zl12: 0

|

z1=f(x, v) O

2n  Reell |




Karte mit Hohenlinien und der NB

# Edit Zoom Analyse ¢
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xt1=t B

Of oo oo b b of

c fallt

2n  Reell Lo




Aufg. 4.3.12 Betrachtung der Flache im Kreiszylinder
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Stufenpunkt bei x=0, y=-1, z=1
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Die Schnittkurve im Bild (T bei s=1, t=arctan(1/3/0.5))
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Aufg. 4.3.19 nichtlineare und quasilineare Regression
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Aufg. 4.3.19 lineare Regression y=a*x (mit b=0)
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