Teach&Talk Essen 24.11. 2018

Prof. Dr. Ludwig Paditz, HTW Dresden

*3D—Grafik mit dem ClassPad II -

Anwendungsbeispiele™

Im Sommer 2015 wurde die CP-Version 02.00. 3001

mit der 3D-Grafik wveroffentlicht und eher zufallizg wurde

festgestellt, dass sogar mehrere 3D-—Grafiken gleichzeitig

moglich sind, obwohl nach wie vor im 3D-Grafikeditor

jeweils nur eine abgespeicherte Funktion aktiv geschaltet

werden kann. Um gleichzeitiz mehrere 3D-Funktionen

aktiv zu bekommen, miissen diese von aul3en her

definiert werden.

Diese Option war von den Softwareentwicklern in Japan

zunachst gar nicht beabsichtizgt, um den Prozessor des

ClassPad (aktuelles OS 02.01.5000) nicht zu

tiberlasten. In der Emulatorversion (aktuelle Version



02.01.5000) besteht diese Sorge nicht.

Anhand von Beispielen (z.B. Schnitt dreier Ebenen oder

volumengrol3te Pyramide in einer Kugel) wird gezeigt,

wie die 3D—Grafiken erzeugt werden konnen. Das erste

Beispiel illustriert das Losungsverhalten eines linearen

Gleichungssystems, wahrend im zweiten Beispiel die

Losung einer Extremwertaufgabe grafisch wveranschaulicht

wird.

1. Losungsverhalten eines linearen

Gleichungssystems mit einem Parameter

Gegeben ist das lineare Gleichungssyvstem

2'X1+ ot X3=U

=2tex, o x+9+35,=6

23+ 23+ 35=1

a) Fir welche Werte teR ist das Gleichungssystem

eindeutig losbar?



b) Fir welche Werte t€ER existieren unendlich viele
Lésungen?

c¢) Fir welche Werte tER existieren keine Losungen?
d) Man berechne die Losung fiir t=1.

e) Man berechne die Losung zu b).

f) Wie konnen die Ergebnisse von a), b) und c)

geometrisch interpretiert werden?

Untersuchung des LGS mit dem
Austauschverfahren:
(. Programm im library=0Ordner: LinEqSys{(...))
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augment (A, —b)3>5T
2 110
-2+t t 9 -6
2 2t -1

Starttabelle mit den Hilfsvariablen v,=v,=v5;=0:

ST X1 Mo Mg 1
vi= 2 1 1 0
Vo= =2+t t 9 -6
V= 2 2t -1
¥ in Zeilel mit ¥, tauschen: Pivot=1%0, d.h.

¥=—2%,—135—0 in 1. und 3. Zeile ersetzen:

LinEqgSvs (ST, 1, 2)

done
mathew>T1
-2 -1 0
-4+t —t+9 -6
-2 t=2 -1
Tl x4 X3 1
X= =2 =1 0
Vo= —d+t —t+9 -6
Vo= —2 t—2 -1
¥; in Zeile3 mit ¥y tauschen: Pivot=—2%#0, d.h.
xl=—%x3+}2 in 1. und 2.Zeile ersetzen:
LinEqS¥s(T1, 3, 1)
done

matnew>T2



solve (—2t2+3t+9#=[], t)

T2 Xa 1
Moo= —t+1 1
Vo= —2et243+t+9  2+t—B
_ t_ _1
%= 71 7 |

—t+1 1
—2et243+t+9 2+t—B

t_ _1
51 2
3
{t¢3, tE— 5 }

X5 in Zeile2 mit v, tauschen: Pivot=—2-t2+3-t+9=#[],

d.h. t#3, t#:—%

LinEqgSvs(T2,2,1)

matnew>T3

Endtabelle T3=ET fiir t#*3, t¥—

3

2

done

=t
| 2+(2+1+3) |




[ T3 1
o= 5

27 2443
ee 1

3_ 3

t+2

ez =T
1T 24 (24t4+3) |

Zzu a) eindeutig losbar fir t=l=3,t=#—%

Koeffizientenmatrix:

2 11
det{|—=2+«t t 9|)=0
2 2t
A+t2—6+t—18%0

solve (ans, t)

3
{tth,tqt—z}

zu b) unendl. wiele Losungen fiir t=3 (Zeile2 in T2
widerspruchsfrei)
augment (A, b)>Ab

keine Rangerhdhung durch b:
rank (A |t=3)=rank{(Ab|t=3)

Zzu ¢y keine Losung fir t=—% (Zeile2 in T2

widerspruchsvoll)

Rangerhohung durch b:



rank (A | t=—% Y<rank{(Ab| t=—% )

zu d) eindeutig losbar fir t=1 (wvgl.

A~Lpt=1

T3t=1

X1=_ﬁ s X=1, X3=g

zu e) mehrdeutige Losung fir t=3

T2 Xa 1
Vo= —2et2+3+t+9  2+t—6

_ t_ 1
%= g1 7 |
T2|t=3

Xa=8, X.=—25+1, :~;1=%5—%, sER.

zu f)

a))

bo|— &

2<3

L B

b=
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a) Schnitt dreier Ebenen in einem Punkt: t=#3,t#=—§

b) Schnitt dreier Ebenen in einer Geraden: t=3
Ausgangssystem mit t=3:
ST|t=3

X1=_%! X2=1! X3=5

rref (augment (A, b))

zeilenreduzierte Normalform {rref):
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ref (augment (A, b))
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reduzierte Normalform {ref)

-X1 Mo Xag - 1
1 1

1 2 7 0

t+9 3
0 1 5% ¢
00 1 %

t+5_

stop
ST|t=3

ST 2 ¥, Xz 1

V.= 2 1 1 0 V= 2
Ya— =2+t t 9 -6 Ya— -b
Va= 2 2 t -1 Va= 2

Define z1(x,v)=—2x-y

Define z2(x, v)=(6+6x-3v)/9

Define z3(x,v)=(1-2x-2v) /3

1
3
2

ST x=x;, v=x, Z=X;

1
9
3

2 1
l—BS
2 2

1

0

-6

-1

[T o T

3D—-Grafik: mehrdeutige Losung
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c) kein gemeinsamer Punkt
ST|t=—3/2

I R
—_ O
—

done

done

done



[2 1 1 0 ]
3 _
3 —3 9 b
3
2 2 —3 -1
(5T x=x; v=X, z=%3 1]
ST Xy X Xz 1 v,= 2 1 1 0
vi= 2 1 1 0f_ 2
vo= =2t t 9 -g| |~ 3 ~3 9 -6
V2= 2 2 t =1 vo= 2 9 _% -1
Rang der erweiterten Matrix = 3:
rank (ans)
3
Rang der Koeff.-Matrix = 2:
[2 1 1
3
rank ( 3 T2 9 )
3
22 -3
2
keine Ranggleichheit, d.h. keine Losung.
stop
Define zl(x, v)=—2x-¥y
done
Define z2(x, };)=(6—3x+%§;) /9
done
Define 23 (x,y)=(1-2x-2y) / (~3)
done

3D-Grafik: keine Losung

Z1:
P2 1ens

stop
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d) ein gemeinsamer Punkt

STt=1
IZ 110 \
-219 -6
2 21-1
ST 2 ¥, Xz 1 ST x=x; v=x, z=%; 1
vi= 2 1 1 O _|¥:= 2 1 1 0
ve= =2+t t 9 -B6| |va= -2 1 9 -6
¥a= 2 2 t -1l lyse= 2 2 1 -1
Define z1(x,v)=—2x-y
done
Define z2(x,y)=(6+2x-y)/9
done
Define z3(x, v)=1-2x-2¥%
done
3D—-Grafik: eindeutig Losung I,
stop
alternativ:
Der Fall t#3 wird hier nicht erkannt:
rref (augment (A, b))
100 5prsy
010 7353
001 1y
t+

11



rref (augment (A, b) |t==3/2)

7
10 1 0
S
01 —3 0
000 1]
Widerspruch in 3. Zeile fiir t=—%.
rref (augment (A, b) | t=3)
1 _1
10 —5 T3
012 1
000 O
kein Widerspruch in 3. Zeile fir t=3.
det(A)
4t2-6.t—18
solve (ans=0, t)
P |
{“‘3"“ 2}

stop

Lit. =Hinweis zum Austauschverfahren:

Paditz, L. (2012):

Parameterbehaftete lineare Gleichungssysteme

in der Hochschullehre: Das Austauschverfahren

Computeralgebra — Rundbrief Nr. 51

(Ausgabe QOktober/f2012), S. 19-22,

http:/ fwww. fachgruppe—computeralgebra. def
datafCA=Rundbrief fcar51. pdf

5. auch:
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http: f fwww. zentralblatt=math. org fmatheduc f
enf ?q=an%3A2013e. 00569

2. VolumengrolBte Pyramide in einer Kugel

{Extremwertaufgabe)

Kugeloberfliche: x2+y2+22=R2.

regelméBige Pyramide mit quadratischer Grundflache.
Pyramidenspitze im Nordpol: N{0, 0, R)

Grundflache mit den vier Eckpunkten unterhalb der
x—Achse bzw. wv—Achse auf der Kugeloberflache:

mit

Py(r,0,-VR%-r2),P,(-1,0,-VR?4-r?),P;(0, 1, -V Rz_E

2D—Grafik “Draufsicht” I
DelVar R,r

done
Kantenliange des Quadrates:
norm ( U ) ]r>0

—VRZ-r2 - R2—r

V2er
Pyramidenvolumen:
Define V(r)=2+(VZ-r) 2+ (R+/R2-r2)

done
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d -
dr (V(r))=0

T
3.V RE-r2
solve (ans,r) |[R>0
{ . =2+/2.R _2-@-1%}
r=0,r= , =
3 3
2 L] -
42 iy =2V 2R
dr2 3
5 i |
1-R% 68R -RI]
27 [ 81 81
R4
{ans|R>0)<0
—-64-R
3 <0
Damit liegt ein Max. wor.
Losung
V( 2""3'1%) IR>0
64-R3
81
zum Vergleich: Kugelvolumen §'H'R3
Vergleich:
64-RS
81
%'H'RS
16
27w
approx (ans)

0.1886280807
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maximales Pyramidenvolumen:

ca. 18, 86% des Kugelvolumens.

grafische Darstellung (3D):
Kugeloberflache mit R=1: -1<s<0, 0<t<]1,

Define xstl (s, t)=cos(sx)+sin{tx)

done
Define wstl (s, t)=sin{sz)+sin(tx)
done
Define zstl (s, t)=cos(tn)
done
Grundfliche der Pyramide (Quadrat)
1R
1
2.‘;’3@ R o
2V2
3
Define xst2(s,t)=r-{1-(s+1)—t)
done
Define yst2(s,t)=r+(—(s+1)+t)
done
Define zst2 (s, t)=—v R2—r2
done
Zst2(s,t)
_1
3

Seitenflichen {Dreiecke)
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Define xst3(s,t)=—r+{s+1)

done
1, t2s+1
Defi t3 (s, t)=—r+(—(s+1)+t)-
efine yst3(s,t)=-r+({—(s+1)+t) %,t<5+1
done
Define zst3(s,t)=1—%-t
done
Define xstd(s,t)=r+(s+1)
done
1, t2s+1
Defi td (s, t)=—r+(—(s+1)+t)-
efine wstd(s,t)=-r+({—(s+1)+t) %,t<5+1
done
Define zstil(s,t)=1—%-t
done
Parameterbereich: —-1<s<0, 0<t<]1,
Betrachtungsquader: —-2<x, v, z<2
Anzahl der Linien im Liniennetz: s,t—Linien = 25
R:=1
1
r=2v2
242
3
grafische Darstellung (3D) ‘Eé
stop

vollstandige Pyramide:
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Grundfliéiche der Pyramide {(Quadrat)
1R

2.\;’3@.3 o

Define xst2(s,t)=r+{(1-(s+1)—t)

Define wst2(s,t)=r+{(—(s+1)+t)

Define zst2(s,t)=—#l%2—r2

Zst2(s, t)

Seitenflichen {Dreiecke)

Define xst3(s,t)=—r+{s+1)

1, t2s+1

Defi t3(s, t)=—r+(—(s+1)+t)-
efine vst3(s,t)=—r+(—(s+1)+t) l—t<5+1

U L]

Define zst3(s, t)=1—%-t

Define xstd(s,t)=r+(s+1)

17

done

done

done

ok

done

done

done

done



Define

Define

Define

Define

Define

Define

Define

Define

1, t2s+1

vstd (s, t)=—r+(—(s+1)+t)+ 1

zstd (s, t)=1—%-t

xstH (s, t)=—r+(s+1)

0 t<s+1

1, t2s+1

ysto (s, t)=r-(—(s+1)+t)+y 1

zstd (s, t)=1—%-t

xst6 (s, t)=r-(s+1)

ﬁ’t<5+1

1, t2s+1

ystb (s, t)=r-(—(s+1)+t)+y 1

z5t6 (s, t)=1—%-t

ﬁ’t<5+1

Parameterbereich: —-1<£s20, 0<£t=1,

Betrachtungsquader: —-2<x, v, z<2

Anzahl der Linien im Liniennetz: s, t—Linien

R:=1
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done

done

done

done

done

done

done

done



3D—-Grafik der Pyramide
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Schnitt dreier Ebenen in einer Geraden: mehrdeutige Losung
des LGS

£ Edit Zoom Analyse e

EEEEVEVE

Blatt1 |Blatt2 [Blatt3 [Blatt4 |Blatt5 |

OZI=-2'X_Y [ ]
Oszlt% —
@ z3= 1"2°’t‘"2°5’ lt=3 —
Tz4: 0
(z5: 0
S H
Tzt 0
“z8: 0
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paarweiser Schnitt dreier Ebenen: keine Losung des LGS

£ Edit Zoom Analyse ¢

B E RN

Blatt1 [Blatt2 |Blatt3 [Blattd |Blatt5|

O zl==2+x-y (o]
O Zz:w | t=-% [}
O zZ3= 1—2~::—2~y | t=—% [
(Hz4: 0

(z5: 0

(zB: 0

oz 0

(z8: 0

z1==2+x-y s
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Schnitt dreier Ebenen in einem Punkt: eindeutige Losung des

LGS

£ Edit Zoom Analyse e

74 KD XYy
e | L | N

Blatt1 [Blatt2 |Blatt3 [Blattd |Blatt5|

(O zl=-2+x-y

Z1==2+x-y
21 Reell




volumengrofdte Pyramide in einer Kugel - Draufsicht

& Edlt Zoom Analyse e
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volumengrofdte Pyramide in einer Kugel - Draufsicht

£ Datei Edit Typ ¢

[ [ ] - IEEI-IPH-

Blatt1 [Blatt2 |Blatt3 |Blattd |Blatt5 |

Miri=|1

.y2=x+%-ﬁlx2—%-ﬁ and x<0
M y3=-y2(x)

.y4=x—%°ﬁlx20 and x<%°\/§
M y5=-y4(x)

Wl v6= 0|x>——°\/_ and x<%°\/§

M x7=0| yz—%ﬂ/f and ysgoﬁ

3
[ 1x8:0
[[]x9:0
| Ix10:0
[]x11:0
[]x12:0
[]x13:0
[]x14:0
| 1x15:0
[]x16:0
[1x17:0

—0

[ — ]

[ —]

[ — ]

[ —]

[ — ]

[ — ]
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volumengrofite Pyramide in einer Kugel

¥ Edit Arbeitsblatt

%]
@)Z=@y=%ﬁst’ ‘

[Blatt4 [Blatt5 |

Blatt1 [Blatt2 [Blatt3
Xst1=cos (s*) *sin (tx) O

O Ystl=sin(s+x) *sin(t-n) —
Zstl=cos(t-n) ‘
Xst2=r«(1-(s+1)-t)

O Yst2=r+ (—(s+1)+t) —

Zst2= _\/ R2_r2

Xst3=-r+(s+1)

OYst3=—r- (—(s+1)+t) | 1

= t<a+] —

Xst1=cos (s+7) *sin (t+x) Os

2n  Reell C




die Teilflichen in Parameterdarstellung:

¥ Edit Arbeitsblatt

B = [m] Al T

Blatt1 |Blatt2 |Blatt3 |Blatt4 |Blatt5 |

Xstl=cos(s+n) *sin(t+n)
() Ystl=sin(s*n)+sin(t*x)
Zstl=cos (t*x)
Xst2=r-(1-(s+1)-t)
O Yst2=r+ (= (s+1)+t)

Zst2=_\/R2_2
Xst3=-r+(s+1)

1, tzs+1

==re+(—(S+1)+1)-
oYst3 re(—(s+1)+t) %,t<s+1

—1-4,
Zst3=1-3+t

Xstd=—Xst3 (s, t)
() Yst4=Yst3 (s, t)
Zst4=7st3 (s, t)
(z5: 0
(z6: [0
Ozt 0
(z8: 0
(29: 0

21 Reell




Blick in die Kugel mit der Pyramide:

£ Edit Zoom Analyse e
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Xstl=cos(s+*x)*sin(t-x)
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Die Pyramide

£ Edit Zoom Analyse e

B ER G

Xst2=re(1-(s+1)-t)
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Die Pyramide

& Edit Arbeitsblatt
Bl=]E2e]s[«:
Blatt1 |Blatt2 |Blatt3 |Blatt4 Blatt5 |
3==r*(—(s+1)+t)-
@ YStS=-T+ (= (s+1)+t) i%,t<s+1 —
_q_4.
Zst3=1 3 t
Xstd=r+(s+1)
1, t2s+1
=—re{(—(s+1)+t)-
0Yst4 re(—(s+1)+t) %,t<s+1 o
_q_4.
Zstd=1 3 t
XstS==r+(s+1)
1, tzs+1
=re(—(s+l)+t)-
©Yst5 re(—=(s+1)+t) %,t<s+1
_q_4.
Zstd=1 3 t
Xst6=r+(s+1)
1, t2s+1
=re{(—(s+1)+t)-
0YstG re(—(s+1)+t) %,t<s+1 —
_q_4,
Zstb=1-7 tl v
21 Reell (1]}
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