Teach&Talk 2818
Prof. Dr. Ludwig FPadit=

Dif ferenzialgleichungen:
Mathematische Modelle und Lisungswege

In der Sekundarstufe II werden auch
Differenzialgleichungen behandelt.

An ausgewahlten Beispielen aus Schulbuchern
Beruflicher Gymnasien

[1] Sachsen: ISEBMH 978-323-d427-21525-T7,
Lasungen: 78-323-427-21526—4,
[2] Hessen: ISEBH 9728-2-427-11514-4,

Lasungen: 278-3-427-11515-1.
[2] Eheinland-Ffalz: ISEM 978-2-427-115260-4,
Lasungen 973-23-427-11531-1,

wird aufgezeigty wie hier der ClassPad al=s
natzliches Werkzeug eingesetzt werden kann.

Die Teillnehmer kannen wahrend des Workshops
einiges =selb=st ausprobieren,

sofern =ie einen ClassPad ab Betriebssw=termn 3.84
zur Verfigurna haben.

Meben der analvtischen Rechrnurng wird auch die
Differenzialgleichungsgraftik demonstriert:
Integralkurven im Richtungsfeld.

E=z wird zusatzlich ein Ausblick auf
Differenzialgleichungssysteme gegeben

und auf Lisunasméglichkeiten mit dem ClassFPad
hingewiesen.



In bestimmten Arnwendungsadfgaben erweist sich
auch die Laplace-Transformation

al=s natzlichs die ebenfalls im ClassFad implementiert
iSt.

Aufgabenstellung:

Mach dem Mewtonschen Abkihlung=sgesetz ist die
Geschwindigkeit der AbkGhlung esines Karpers
proportional der Temperaturdifferenz gegendber dem
urngebenden Medium.

Lie Anfangstemperatur des Kérpers sei Tp=188°C.
Mach einer Zeit ti=18min hat sich der Karper an der
Luft mit der konstanten Temperatur T=28°C auf
T1=68°C abgekihlt.

Mach welcher Zeit tz hat der Kérper die Temperatur
Ta=23%C erreicht?

Lasung:

Prinzipskizze zur Abkahlung L

Modellansatz:

Die Geschwindigkeit eines weranderlichen Prozesses
erhalt man Gdber die 1. Ableitung der weranderlichen
Gralde,

=.B.
Weg—-Zeit—Gesetz ===sitrs = zurickgelegter Weqg nach
der Zait t.




Geschwindigkeit zur ZJeit t: witr=="(t).

Murn hiet:
T=T<t» =sei die erreichte Temperatur T zur Zeit t.
dann ist
Tt die Geschwindigkeit der AbkOhlung zur Zeit t.

Tt} 1=t offenbar negativ.

Sei kr@ der Proportionalitdtsfaktor Cein
phywsikalischer Farameter).

Dann gilt nach MNewton:

T Ed)=—k®{TCtI-TI

tHinw. : Beachten Sie die unterschiedl. Symbole
T=Titr» und T=const.=20 .2

ZUusatzbedingungen (=ogen. Randbedingungens:
tp=H und TCtgr=188
ti=1d und Toty =68

Damit haben wir ein BWFP far T=Tot
tRandwertproblem Ober dem Interwall [tpatila:
Tt )=—kE{TCEI-TI T tpgr=180, Tty 2=6H

Li=sumg mit dem dSolve-EBefehl (Swntarx beachtens:

Eime [al. 1.020rdnuna kann nar als AWF
L Anfangswertproblemn? eingegeben werden:
dSolwe{T'==k*¥(T=Ti1.t. T, t=8, T=1HA
I T=—|T-100|. ¢ K" T+T, T=|T-106]. e % T+T }
dSolwelT'=—k*¥(T-Ti.t. T, t=8,T=1882 | T=ZA8
{ T=—28. ¢ %" Lezm, T=m. ¢ K" t4+2p



Wegen TiB =108 i=t die Lisung T=—28.-&¢ " 1426 sine

Scheinldsung und entfallt.

Zwischenergebnis:
Torr=g@-e K T+za

Beracksichtigung der rechten Randbedingung
TC1AY=EA:

solve(30. ¢ K" L+2B=60,k) |t=18

Die Temperaturfunktion lautet:

Tetay=g@-e " T+28 mit k=%
simplifwcod. ek Tizm) k=%b

Die Temperaturfunktion lautet nunmehr:

-t
Tery=80x2 19 +28, t20.

Fusatzfrage:
-t
Teta=gaxz 19 +26=25, ges. t
-t
solvedgaxz 19 +2a=25, t>

{t=487

Antwortsatz: MNach 48min ist der KEarper auf 25°C

abgekihlt.



Hinweis:
Lé=sung der [gl. per Hand aber TdY (Trennung der
Yariablen:

dar_ =—k=(T-282 eragibt

dr :
it T—=a kdt. Mum Integration

cler' Dal. mit Integrationskonstante C

f Ton dT f—kdt +C

solvelans. T

1l |[T-28| ]=—k= t+C

{T=—e ko0, Toe R 14005
U=1A .

2. Unterschiedliche Aufgabentvypen mit Dgln.

Je nach Aufgabentyp ist der dSolwe—Befehl
anterschiedlich zu nutzen:

Z.1 einfachste Dgl. ohne Ausatzbedingungen:

[1] 5.3283:

dSolveCf'=2yx, 2

Die Stammfunktion zu w=F'{x)=2 lautet
W=t O =2+

[1] 5.385:
dASolwe M=k, ¥, T



k-xz
f= = +x=const( 2 )+const(1)

Die Starmmfunktion zu w=Ff*"{xI¥=k lautet
2

2

Ww=flxa= +x«Cy+C3a

[2] 5.1583 bzw. [3] 5.93:
dASolwe (S =3uM=H, r, 2

Jex
{y=£ g . constl 1 )+x- i:-:-nztI:E:Hi:-:-nstEE:I}
Lie Lésung zu 8w'™-3u'=80 lautet
S

5, Cay+x=Cy+Ca

W=t =g
Wichtig!
Lie "dSolwe"-Funktion kann Differenzialaleichungen bis
dritter Ordrnung lidsens weshalb maximal
Ableiturgs=svymbole dritter Ordrnung O™ verwendet
wetden kadnnen. Bei Ausfoihrung einer
"dSolwe"-Berechnuna mit Ableitungssymbolen haherer
als dritter Ordrnung erhalt man die Fehlermeldung
"Urnadaltige Synitax".

z.B. dsolve{w""=A,x.vw> ist nicht zulassig.
Ausweqg: Ovrdnung der Dgl. herabsetzen,
csofern moglich: v""'=0 esrgbt »"=C1

Eimen Integrationsschritt per Hand ausfihren:

dASolwe (™ =Clyx,w2

L3
{}.= L1 E-x +;.:2 «constl 2 )+x- constl 2 H+constl 1 :I}

dSolwe (™M= w0



'{:'_-.'=:|:2 sconstl1)+x- i:-:-nitI:E:Hi:-:-nstI:E:l}
ASolwe (™M=l w0l

.
{-_.,.: L E-x +x €y constl 3 +x- constl 2 Hconstl 1 :I}

Hinweils: Cit=H) =sowie Cp und Ca =sind
Swstermnwvariablen und doarfen hier nicht werwendet
werden.

Alternativ: Substitution: zixi»=v'{x» ergbt die
Er=zatz—-0al.
dASolwvelz™=H, x,z2 | zZ=y*

{:,"=x2 «const( 1 )+x- i:-:-nztI:E:Hi:-:-nstES:I}
dSolveCy'=x S s Cl+uwe D2+, 2o

{=|:1-;~:3+|::2-:.:2
*TT 3 2

sconstl 3 +x - constl 2 Hconst( 1 1y xa )

+C3= w+constl ]l :I}

dSolwe(ywi=rx <

{ _xS-i:-:-nztEE:I %<« const(2)
L= +

i 2
fehlerhafttes Ergebnis, da statt constidr die
Swstemkonstante constdl» ermeut auftritt!

+x=constl 1 +constl 1 :I}

Bem.: di=e alternative MNotatiom der Ableitung ist hier
nicht zugelassen:

dSDlue[ii}':I:El, Ty :.l] ergibt "falscher Argaurnenttyp"

dSolweddiffiy, 1=l xa w2 argibt "falscher
Argurenttyp"

Z.2 einfache Dgln. mit Ausatzbedingungen:

[2] 5.95: eine Anfangsbedingung »21=5



dSolve i =xE ™ s ey =2y W=50
{u=xegt-gt-gl45 )

[3] 5.97: zwel Anfangsbedingungen »(22=28 und
W2 =

cim Punkt FC2|322 =o0ll die Tangente waagerecht
verlaufen?

dSolve (wM==2,3x+d,y xyyy x=2y w=8,y x=2, w'=H2

5
_=23-x 2 17-x 1438
{*‘" gm TetRTTTg s }

mit drei Anfangsbedingungen:
AWF CAnfangswertproblemn

dSolve (M™M= =g T a s 2y Yy 28, w=0, =0, ¢

{ =:-:-|Et:':_Ex_I_i:-:-sI:E-:n::l-uEt_x+5in(2-x:l-£:_x}
“STEr T EE 37 37

[2] 5.114: mit zwei Randbedingungen:
RIMWFCRandwertproblen?

dSolwe (=22 ] VA=A, vy W 7=, W=2 T, 7= g—g x W=H

{:.l=2-i:-:-5I:T"-:|::I-:It--E:11'x+2-sinli?-:n::l-n-f;11'x}
simplifvCansa

fw=2eloas( Tex+sinl Texllom-g 117 %

Eim ARWP Anfangs—-Randwert—-Froblem?:
[2] 5.117 mit Zusatzbedingurngen:
dSolvwe O™+ B -2 30— 1 32w=E, kW x=Hy =6y x=H, WI=E. F

{ 5_64-:-:+12 1E|E'E4.x+9
= - + 3
128-¢17-125. %4247 1283-el7-125.&%+247 123




Z.3 Einige Beispiele nichtlin. Dgln.

[11 5.317 Aufg.@if
dSolvet Fr=Ff< 2, 3

{f= x—i:-:-;ulstli 1] }

—_— ﬂ
=

| US e
.

[1] 5.32317 Wachstumsprozelids d.h. f':H:
dsolwe CF'=kEfE S—far.xa 2

o

=constl 1)

ICEE

Trotz f'X8 kédnnen die Morzeichen der Faktoren auf
der rechten Seite der [gl. noch warieren. E=s
entstehen Betrage fir f und 5-f.

-EII'IS5

1
5
: m =[f;k':':-i:.|:|n5t|:1:|]5

1
=
L5117 )

"

b -

simplifeCans

S_

—h

{ — =-E:5'k':':-lii:-:-nstlilj:lﬁ}

simplifeiansy | A8

{f- L =-E:5'k':':-lii:-:-nstlilj:lﬁ}

simplifeiansy | S-f

{f- # =-E:5'k':':-lii:-:-nstlilj:lﬁ}

Die Betragsauflsdsung |5—-f| gelingt nicht, obwaohl



S+t die Ungleichung S—-t: 8 bedeutet.

1 __Sekex,
solwelf S_f—f; Cl.f2

C1-S.g2tkeE
f=
Cl.e= "k x4y
Sekex ergibt: flxi= Ll-5
Cl+1l.g = k==

Earzen won €

Erweitern mit ¢5—-c? ergibt:
Fiah= ﬂS—c}-El-S_S -
CS—ceCl+(5—ch-g 2 K"
) - _
Mit der Subst. I:l__S—i: folagt:
coe S

cHiS—c.g ok
Camit kann die Lidsung der [Dgl. in unterschiedlicher
Form dargestellt werden!

Fixh=

Z.4 kompliziertere Testbeispiele:

dSolwe Oy 0t 2=1 T 2FErgebnis
{‘.Ir.__r,E_EE-i;c-nstI: 1] — T \.Ir'_-.'E—E;E' const{1) _»

Ergebni= lautet:

rconsth1) =—x+const(2) oder

2

\.III:.'E—IE;E' const( 1) =x+const(2) ader
2
2

sconstil) =—x+const( 2] oder

-const( 1) =x+constl 2],



Zusammenfassend mit Ca=Fe< -1

a,l:.'2+I3;| =tx+Ca oder :.IE—I:a =tx+[C;

Hierau=s folgt mit C4=xC3 und Cg=%C;a
WL =0+ (g <

z.B. mit der Anfangsbedingurng viB@)=1 erhalt man
dann: I3.1=1—I352

Losung des AWP :.'-:.'”+'i:."3'2=1, WiEI=1 2,
wmplxheh) 1-Cs 240 x4Cs) 2 =h 1422042

d. h.
die neg. Wurzel entfillt wegen der
Anfangsbedinguna.

ein anderers Beispiel. das mit dSolwe nicht
lasbar i=t:

dE-:-lue'i'iy”il2=43={'iy’—1 Jawa Wy X=Hy W=l x=Hy =20

ez o1 yye2e T )

Vereinfachung der Aufgabe mit v Cxra=zixl
L Sub=stitutions Erniedrigung der Ordrnung?

dSolwe iz E=4}i'iz—1 Jaxa Ty x=Hy =20
{z=:|:2—2- e z=:|:2+2- :-:+2}

2—2-x+2,x,y,x=ﬁ,y=ﬁh
i
= L Zyn,
{y = rE+E x}

dSolwe(ywi=rx



2

dSolweyw'=sr <+ x+2 s xa Wy x=Hy w=E1

SchlielRlich betrachten wir
dSolwe Cx=yw'=sini Y I s Xy W2

{}'=—2- tan'i[ || - goonstl1) ]+2- n-constnl 1], w=2- tan-i[*

it constn{l} bzw. constn{2} wird esine
ganzzahlige Swstemvariable bezeichnet, die hier die
Feriodizitat for siniy? beschreibt.

Da die arctan—-Funktion eine ungerade Funktion ist.
kann das Morzeichen nach der Betragsauflésung won
| x| herausgezogen werden:

Losung:
W= Cxa=tde grctanix-Ci+2=m-ms CER, mEL

3. Dgl.-Syvsteme

dSolwe CLy'=z+3y, ZI=2 7+ e Xa a2

'{::..'=|E;4' L econst(2MHe*-const( 1], =3 . const(Z2)1-2-*
Losung:

W= Cx =0l g5 +02 5, r=zixi=—ZaCl. g5 +07. g4



ASolwelLyl=r+ 83y, ZI=27+ 2y e X La T Xl W=1 8 x=Hy Z=-F

=T 3 3 3
dSolwe kann das Dal. -5Svwstem lasen und

beracksichtigt auch die ARE.

w=C1s € T+C2- &4 | x=@ and y=1
z=—2-C1-e%+C2- &% |z=@ and z=-1 C1.,C2

_2 -1
{':1'3 ":2'3}

dSolved{ W +Su—2z= ", z’—'_-.'+E-z=|EtE:': TaXat e TN

2ex e X
{}'=E i +e~ L const(2+e” T ¥ consti 1), z="*

27 4
Losung:
s x
_E i€ —dax -Tx
= = + T +E CZ2+E (|
2 x -

_TeE £ £ L2 —Tux
=784 ‘am’ = € C1

dSalve L Hoy—2T=g % y P G T=E CF Ty wy {4 T 3y =@, y=EF

{ €<% Fog® {1.g”PE JogTiE FogltE
L= -+ -_— -+ ZI=

X
+ ¥
27 4 45 216

24 i

Hinweis:

Die Zusatzbedinqunaen massen hier
Anfangasbedingurgen far » und z sein.
Randbedingungen oder Zusatzbedingurngen for die die
Ableiturgen werden nicht beracksichtigt.



4. Hutzung der Laplacetransformation fir
lineare Dgln. mit konstanten Koeffizienten

[2] S.182 b=w. [3] 5.93:
dASolwe (S =3uM=H, r, 2
e B j
WIS g . constl 1 4z const( 2 +const( 2]
laplace (3™ =—2w=H, ¥y Wy =
—E-[sz-}'EEI:HE-}"EEI:H:-'”EE:I—LF--EE:|+3-|:s-:-'liEl:I+s-"EEl:I—L*
ans|v(B)l=a and v»NB)=b and v &)=c
E-|:L|:--53—-3-sz—l:--s—c]—S-ELp-sz—a-s—b]=E
Cie Anfangswerte wourden mit asbs.c worgegeben.
Lp=Lpi=s2 bezeichmet standardmassig die

L-Transforrmierte won wixl
solwvelans.Lp2

{ _E-a-52—3-5-5+E-I:--5—3-I:-+E-i:}
Lp=

EE-EE-E—EJ
. feae5<—Tegss+8bes-3-b+S-c
w=imyLaplacer = LT,
s<a[B.=-3]
S
=
_BdeCE _Becex  BdeC
W= 3 thrx-—g—tam—g
=
Somit y=wixi=Cl-g S +C2 - w+C3 mit I:1=E'4E:E:
L= ___Bd-cC
CZ2=hb 7 * C3=a g "

Werden die Anfarngswerte mit konkreten Zahlen
vorgegeben, erhalt man mit der L-Transformation



sofort die Lasung des AWP wie folgt:

dSolve ™ =Sy St —u=g T T oS Prd y we Y x=0, V=8, =0,

{ =x-|Etx_Ex_l_i:-:-sI:E-x:l-uEt_x+5ir|l:2-x:l-£_x}
*~Taz 3z 32 32

laplace (W™ =SP4+ —u=g " T oas{ 2x s xa Y S0
~5Z (@5 BB I+Lp - 5T 43 [ 5wl B N B)-LE- 5,

1 -2
ans |ty A=A, A 32,:.' CED 1E-}

LF- =3 -3, [L|:-- 52—% ]+3- LFp-=s-Lp-

s . 3 _ =+1
32 1El |:5+1:|2+4

solwvelans.Lp2

{LP: sZ-6.5+153 }
a2 (2242 245 ) (5112
=Z—fas+13
22 (2242045 a (5132

=:n:-|Etx_|Etx i:-:-EI:E-x:I-E_x+5inli2-x:l-£_x
*TTar  Ez 37 37
Verwendung des L-Operators:

Lo e ®coscze ]I:s:l

w=invlLaplacel nSax)

=+1
E5+132+4

¥ il::."ix}:l—3£Eyix}]31iggix}]—yﬂx} [=]
= -:Ix3 -:Ix2 dx
0 il
A x)) e R -9 [ Eorur s Lty e
dx dx x
5} 5
Ler L-Operator kann nur konkrete Funktionsterme



transformieren. Zur Transformation einer 0gl. muss
der laplace-Befehl genutzt werden.
laplace (™™ =3+ 3=, Fy Y 52

—=Z e (B (BB 4LE 55 43 (5 w(@ 1B )-Lp-5 ¥
getleftiansi=L,, e ®coscze ][5]

cP [5- W B 4 B)-Lp 5= ]—52- Wl B === [B)-3-(w[B)-Lp=)

1 -2
solvelans.Lpa | twiBI=H, :."'iEI3'=E ,:.l”'iEl}=E ¥

=¥ 7.52 1%.5 13
32 G2 | G2 a3z

Lp=
[52+2-5+5]-E5—1]3

=¥ _7.5% 1%-5_13
' a3 a3 s s
s=+2-5+5)-(=-1)
=:n:-|Etx_|Etx EDEEE-:-::I-E_I+5in(2-:-::l-ft_x
32 a2 32 32

Die MHutzung des INwversen L-Operators und der
invLaplace-Befehl =ind im Gebrauch identisch.

2. Differenzialgleichungsgrafik

Far Daln. des Twps »'=Fix,w»2 mit
Anfanasbedinguraen der Art woxol=yo KEnnen
Richtungsfelder mit speziellen Integralkurwen
dargestellt werden. Zusatzlich kdnnen weitere
Funktionen der Art w=fix2 in die Grafik dbernormmen
wetdern.,



CL3]1 5.94 oder [Z] S5.184
Wi a=Rwy doh. Flxaywi=Zx
I=zoklimenschar vw'=const. eragibt x=const.=c.

Grafik IR

Die senkrechten Geraden wurden als w=18EA=(x—c )
eingegeben.

2

2 !

.. . i
Beispiel: x+<y'—w=x< ergbt w'= =FCxgn

<+ 2

I=zoklinenschar: = bzw. w=E—r<+xrHc=rHic—x)

tnach unten gesaffrnete Parabeln mit den MHullstellen
=B und x=cl

Grafil: P

Lie Integralkurwen sind offenbar nach aoben
gesffnete Parabeln.

Download:

http: S Awes . informatik .. htw—-dresden. des
~paditz/TeachTalkZald-Paditz. wcp

http: /A Awavam . informatik . htw—dresden. de’
~paditz/TeachTalkZAl18-Fadit=. pdf
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