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Erste Erfahrungen mit dem CP-Nanager Il

Termumformungen mit Potenzen

{Potenzen, Wurzeln, Logarithmen)

a) Termvereinfachung fiir 3.,."35-13 . '-.?513-19‘“'l . B.,.":ﬂl5-lc:|4

Voraussetzung a, b=0

Eingabe des zu vereinfachenden Terms:

3Ja5b\/33b4 8\/351:-4 >Terml

simplifv (Term1 )»Term2

simplifv (Term2 |a=0 and bz0)

Die gewiinschte Vereinfachung wird nicht erreicht.

Mit detaillierteren Fallunterscheidungen erhilt man die

gewinschte Vereinfachung:

schrittweise:




simplify (Term1 |a>0)

-1
b2

atp3. ()3
simplify (ans | b>0)

34-b3

in einem Schritt:
simplify {Term1 |a>0 and b>0)

a4ﬁb3

Betrachtung des Falles a=0 oder b=0:
simplify (Term1 |a=0 or b=0)

5 Lz 2
a3 wa3.(a5) ® b3 (b)) 3
Ein nicht erwartetes Ergebnis (Fehler im Betriebssystem) !
Die gewiinschte Vereinfachung wird NICHT realisiert, obwohl
einer der Faktoren Null ist!
schrittweise:
simplify (Term1 [a=0 and b=0)
0
simplify (Term1 |a=0)
0
simplify (Term1 | b=0)
0

Offenbar ist die oder=Verkniipfung im Bedingungsoperator

nicht wvollstindig implementiert.
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3 3

VAL
b) Termvereinfachung fiir [33 b ]

n
9a2+b

C C2

Voraussetzung a, b20 und c>0 und neN

Eingabe des zu vereinfachenden Terms:

3 3
[ 3a-b2 ]n
C

9a2.p )"
[L] $Terml

o2

() 2]

Die Wurzel wird als Potenz interpretiert.

simplify (Term1 )>Term2

1 1 n
3 ny 3 2,243
(o)) (et
C IC2
Die quadratischen GroéGen az, b2 und c2 werden

zusammengefal3t, ebenso die Zahlen 3 und 9,

die linearen GroBen a, b und c¢ erscheinen extra (wegen



fehlender Vorzeichenbedingung).

simplifv (Term2 |a=0 and b0 and c>0)3Term3
1

1 1 n
)3 ). (27-a2p2) °

CII

(an) ~-(pn

Die Vorzeichenbedingung c>0 wird beriicksichtigt, a0 und bz0

jedoch nicht!

simplifv (Term3 |a>0 and b>0 and c>0)>Term4
n
3
(27.a3.b3)

CII

AR
Sib] |]a>0 and b>0 and c¢>0 and n>0)

judge (Termd= [
Undefined
unerwartetes Ergebnis — die Gleichheit wird nicht

erkannt!

AR i |
Die letzte Vereinfachung zu [3113] gelingt im CAS
nicht!

[
stop
Uberlegung:

Die Auswertung von Potenzen (und Wurzeln) sollte mit dem

Ubergang zur e—Funktion (und Logarithmen) kompatibel sein.



(z.B. DERIVE arbeitet auf dieser Grundlage)

z.B. all-bl=(a-b) 1

judge (all+bM=(asb) |a>0 and b>0)

n n
entspricht auf dieser Grundlage al-bll= (eln (a) ) . (eln (b) )

judge (alt-p=(eln(a) )n-(eln(b) )n |a>0 and b>0)

Weiter: all.pN=en'In(al), gn:n(b)

judge(an-bn=en‘1ﬂ(ﬂ).en'ln(b) |a>0 and b>0)

Weiter: all-bl=el'In(a)+n-In(b)

judge (al-pN=e*In(@)+n:In(b) | 550 and b>O)

Nun: al-pll=el’ (In{a)+n(b))

judge (a-pN=eh* (IN(a)+In(b) ) 1150 and b>0)

Weiterer elementare Schritte:

judge (all-b=e*IN(a*0) 1450 and b>0)

n
judge (al-bM=(en(a*P) )" 1250 and b>0)

judge (a+-b=(a-b) [a>0 and b>0)

TRUE

TRUE

TRUE

TRUE

TRUE

TRUE

TRUE

TRUE



Nun wird die Eingangs erreichte Umformung genauer
untersucht, die das CAS nicht erkennt:
n
(27.23.3) 3
27+25+bS ) _[Sa-b
n L oc

n
] |la>0 and b>0 and c>0, d.h.
C

a, b, ceR*

n
I]. —
3 3
oo | £27:23+03) 3 (en(27),(gn(@) )3, (gn(b))3)
Judge =
ct (eln(c))™

Die Gleichheit wird erkannt auch ohne die Vorgabe a, b, c>0.

rechte Seite:

n
3
(eIn(27) . (pln(a) ), (gln(b) ) ®)

(elnt(c) )™

FePotenz]

(27-a3-p3)

TRUE

w|=

n
(£3In(3),43In(a) 43 (b)) 3
n+In(c)

Judge| ePotenzl=
e

rechte Seite:

n
(o3In(3).43I(a) ,x3I(b) ) 3
e*In{c)

>ePotenz?

TRUE



w|=

(27-a3-b3)
ol
n
(£3In(3)+3In(a)+3mn(b) )
judge | ePotenz2=
el*ln(c)
TRUE
rechte Seite:
n
(o3In(3)+3In(a)+3In(b) )
Inec) 2ePotenz3
e
n
3
(27-a3-b3)
ol
% (8In(3)+3In(a)+3In (b))
Judge ePotenz3=2
eh*In{c)
Undefined

Ohne Vorzeichenbedingung wird die letzte Umformung
nicht mehr wverifiziert.

rechte Seite:

%(31n(3)+3ln(a)+31n(b))
o

i) »ePotenzd
e

n*{3+In{a)+3+In(b)+3+In(3) )
3

n

e

C
judge (ePotenz3=ePotenz4 |a>0 and b>0)
TRUE



Mit Vorzeichenbedingung wurde auch die letzte Umformung
verifiziert.

Weiter: Faktor 3 ausklammern:

%.(3.(1n(3)+ln(a)+ln(b) })

Judge ePotenzd=2 el |la>0 and b>0
e

Undefined
Das Ausklammern der 3 im Exponenten wird nicht mehr

verifiziert!

rechte Seite:

%.(3.(1n(3)+ln(a)+ln(b) )
e

el (o) 2ePotenzd
e

en-(ln(a)+ln(b)+ln(3) )

CII

Der letzte Term wird beim Abspeichern sofort wvereinfacht!
Das Problem mit dem Ausklammern der 3 wird nun genauer
untersucht.

stop

Umformung in noch kleineren Schritten:

Ausgangssituation:
Judge (ePotenz4d=ePotenz5|a>0 and b>0)
Undefined



Betrachtung der Exponenten in ePotenzd und ePotenz5:
3+ (3-(In(3)+In(a)+In(b) ) ) 3Expon5

n+*(In(a)+in(b)+In(3))
judge| 5 (3In(3)+3In(a)+3In(b) )=Expon5 |a>0 and b>0)

TRUE
Die Gleichheit der Exponenten wird erkannt, jedoch

nicht die Gleichheit der e—Potenzen!

Uberpriifung mit einer anderen Basis (2 oder z):

%.(3.(1H(3)+ln(a)+ln(b) )
9 >Potenz?2

on* (In(a)+In(b)+In(3))

%(31n(3)+31n(a)+3ln(b))
Judgel 2 =Potenz2 |a>0 and b>0

TRUE

%.(3.(1H(3)+ln(a)+ln(b) )

/4 >Potenzn

0 (In(a)+In(b)+In(3))

approx{ans)
3.1415926541" {In{a)+In(b)+1.098612289)

% (3In(3)+3In(a)+3In(b))
Judge\x =Potenzrx|a>0 and b>0

TRUE
Mit Basis 2 oder m wird die Gleichheit im CAS erkannt!

%.(3.(1H(3)+ln(a)+ln(b) )

e >Potenze



ol (In(a)+In(b)+In(3))

%(31n(3)+31n(a)+3ln(b))
judgele =Potenze|a>0 and b>0

Undefined
Hier liegt offensichtlich ein Programmierfehler im CAS
vor.
Bestimmte Basen werden nicht akzeptiert (z.B. e, approx(e),
2.7):

%'(3-(ln(3)+ln(a)+ln(b) ))
approx(e) >aPotenze

2 7182818280 (In(a)+In(b)+In(3))

% (3In(3)+3In(a)+3In(b)) |
judge\approx(e) =aPotenze|a>0 and

Undefined
%.(3.(ln(3)+ln(a)+ln(b) })
2.7 >dPotenze

[H]n-(ln(a)+ln(b)+ln(3))
1

L (3In(3)+3In(a) +3In (b)) ]
Judgel 2.7 =dPotenze|a>0 and b>0

Undefined

Die gesonderte Umformung der Exponenten wird als
richtig wverifiziert:

n

3
(27.a3.p3)

CI]

In 2Exponl



simplify (Exponl |a>0 and b>0 and c>0)

g
ln[[gib] ]#EXPGHZ

simplify (Expon2 |a>0 and b>0 and c>0)

3.3
I (27.a3.p3)
CI]
n-ln[ a-b]

(=)
n+ln
C
judge (Exponl=Expon2|a>0 and b>0 and c>0)
TRUE
a
Termumformungen (Gleichungskette) im R* f)=

Download:

www. informatik. htw—dresden. def~paditz/T&T2013-Paditz. pdf
www. informatik. htw—dresden. def~paditz/T&T2013-Paditz. vcp
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c¢) Betrachtung der Funktion

F_1+X

z = f(x,¥) = y¥:n(y)- fir x, veR*

F_1+X

Define f(x, v)=y¥:In(y)—- <

done
Kontrolle der Eingabe:

simplify (f (x, ¥))

X, _L]
¥ [ln(y) Xy
Substitution y=1+—i

F(x,v) Iy=1+%=}fTerm1

x—1
_[l+1]
X

X
+ln[l+1]-[l+1]
X X

Vereinfachung des reinen x—Terms im CAS ist falsch:

simplify (f Term1)#»fTerm?2
x—1
[l+1] -[2-1n[l+1]—1]
X X

X




Die Vereinfachung des x=yv=Terms

Subst. wird korrekt ausgefiihrt:

simplify (£ (x, ¥)) | }f=1+%=}fTerm3

judge (fTerm1=fTerm3)

judge (fTerm1=fTerm2 | x>0)
Offenbar ist fTerm2 unkorrekt!
Kontrolle mit einer Zahl:

fTerml | x=2

approx{ans)

fTerm?2 | x=2

approx{ans)

fTerm3 | x=2

approx{ans)

mit anschlieBender
X
o)ty )
Xe [—+1 ]
X
TRUE

Undefined

9-(In(3)-In(2)) 3
4 4

0.1622964932

—3+(—=2+(In(3)-In(2))+1)
4

-0.1418023378

9-(In(3)-In(2)-7 |
i

0.1622964932
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a) Schnitt dreier achsenparalleler Einheits—Z¥linder
Volumen des Trizvlinders

(gemeinsamer Volumenanteil aller drei beteiligten Zylinder)

Zvlinder um die z—Achse: x 2 +v 2 =1
Zvlinder um die v—Achse: x 2 +z 2 =]

Zylinder um die x—Achse: ¥ 2 +z 2 =1

Der Trizvlinder liegt iiber/unter der x—v—-Ebene im Basiskreis

Xz+y2=1.

Zwischen der positiven x—Achse (¥=0, x20) und der
Winkelhalbierenden v=x (x=0)

liegt zwischen z=0 und z=v¥ l—xz ein Sechszehntel des
Gesamtvolumens V.

(Es ist die am niedrigsten liegende Mantelflache zu nutzen!)



Beschreibung der Integrationsgrenzen

in kartesischen Koordinaten

Uﬂxséﬁundﬂsysx
sowie
%ﬁixslund[liysl—xz

und

0D £z = min(\fl—xz,vll—yz) = 1—:~:2

Ansatz:
1
2Y2 W 1=x2 1 wWi1-x2 W1-x2
f ff 1dzdydx+f f f 1dzdydx
o Jolo 1.0 0
2»@
-2
5 +1
Ergebnis:
U:=18[¥+1]
-y 2
16-[ 2 +1]
expand (V)
-8-V2+16
approx{V)

4.686291501



Ansatz mit Zvlinderkoordinaten

{ Polarkoordinaten in der x—v—Ebene)

0=<r=£]1 und []Ecpﬂ%
sowie

0Lz« 1—x2 mit x=r+cos ()

K4

4 ¢l Jl—(r-cos(ip))z
] ]] rdzdrde
04040
-v2_ 1
4 72
falsches Ergebnis:
a2 .1
U.—IB[ 1 +2
-2 1]
18'[ 1 '3
expand (V)
-4V 248
approx(V)

2.343145751
Hinweis: Der Faktor r im Ansatz kommt wegen der benutzten

lkoord. —Transformation hinzu.

Fehlersuche durch schrittweise Integration:

rdz

fv{l—(r-cns(cp) ) 2
0



r+|sin () |

bereits das innere Integral ist fehlerhaft!

Das korrekte Ergebnis lautet doch offensichtlich:

r-\/ 1-(r+cos{p)) 2 , denn

b
] rdz
a

ans |a=0 and b=v'{1—(r-cos(cp))2

—a-r+b-r

r-\/—rz-(cos(cp))zﬂ

nachster Integrationsschritt:

1
] r*\f 1-(r+«cos(p)) 2 dr

0
|sin (@) |
2
erneut ein fehlerhaftes zweites Integral!
Das korrekte Ergebnis lautet:
b
] r-\-(l—(r-cos(cp))zdr
a
3 3
2 2.1 2 2 2,1) 2
(—a2+(cos(w)) 2+1) _(—b +(cos(@)) 2+1)
3+ (cos () )2 3+ (cos (@) ) 2
ans|a=0 and b=1
3
9 2
—(—(cos(cp)) +1) 1

+
3-(005((p))2 3-(c05((p))2



dritter Integrationsschritt:

3
s 2
4—(—(cos(tp))2+1] 1
3t 5 de
0 3+ (cos(p)) 3+ (cos(p))
-2
5 +1
Anmerkungen:
3
2
_{_ 2
simplify (= (cos(@)) +21) . 1 2
3+ (cos(p)) 3+({cos(p@))

((cos())2=1)|sin(p)|+1
3-(c05((p))2

simplify { (cos (@) ) 2—1)

(cos(p)) 2_1
Das CAS kennt den trigon. Pythagoras nicht?

judge(—(sin((p) ) 2=(c05((p) ) 2—1]
TRUE

Somit

((cos(9))2-1)[sin(@) |+1 _~(sin(p)) ?+[sin () |+1
3 (cos (@) ) 2 3 (cos (@) )2

und

n

4 1_tca 3
] 1 (Sln(@))zd(p
0 3+{cos{w))
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{ Volumenberechnung)

b) Schnitt der Halbkugel mit einem Zvlinder

Volumen des Vivianischen Korpers

Vincenzo Viviani (geb. 5. April 1622 in Florenz; gest. 22.
September 1703 in Florenz) war italienischer Mathematiker und

Phyvsiker. 1639 wurde er Mitarbeiter von Galileo Galilei.

Die obere Halbkugel (Radius R): xz + },2 + 22 < Rz, z=0,

wird senkrecht durchbohrt, wobei der Bohrer seitlich um %

versetzt ist und den Bohrerradius % aufweist.

Gesucht ist das Volumen V des herausgebohrten

Raumstiickes.

. RY2, 2 2
Bohrer (Zylinder): [X_E] +v4 £ [_]

Ansatz in kartesischen Koordinaten:



es wird das halbe Volumen iiber dem I. Quadranten betrachtet:

0=x<R und U{y{\/[ ] [x——] =v Rox—-x2

SowWie

0<zsVR2-(x2 + y2)

IRIV{R-x—XszRz—(Xz + v2)
0

ldzdvdx
0 0
(XZ—RZ)'SIH —x+ (x-R)
]R —x24+R2 V—x+(x-R) -V-R- (x-R) d
0 2
Berechnung des letzten Integrals im Fall R=1:
(Xz—Rz)-sm —x+ (x-R)
jR —x24+R2 v —x+(x-R) ¥ -R+(x-R) IR=1
2 — I
0

0.3013765534
Berechnung des Integrals mit der Subst. x=R-t, d.h. dx=R-dt

~(x2-r2) -sin“[ Y%+ (x-R)

v 2R 2 e f R oV —Re (e
w4+R +\f X (X R)zwf R-(x-R) | x=R-t
_I[v’—R t+ (R+t-R) ]_(Rz_tz_Rz)
—R2-t2+R2 L Y=Ret (R-t-R) V=R-(R-t*
2

factor (ans|R>0)

—Rz'[tz-sin'l["I_R't'(R't_R)] 120 Vi T —sin! V-Ret+ (R
Rey—t241  R/—t2P

2

R wird nur unvollstandig gekiirzt!



]1—R3-[(t2—1]ﬂhr J%f%i_ ] N N T ey
0

dt

0.3013765534-R3

Damit ist das gesuchte Gesamtvolumens:
V:i=2-0. 301 3765534-R3

5981890-R3
9924279

approx{ans)
0.6027531068-R3

exaktes Ergebnis: V = [%—%]-RS

dppProx E—i]
PP 37 g

0.6027531068
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{eine Stammfunktion)
¢) Berechnung eines Parameterintegrales

Es gelte fiir das reelle Integral mit dem reellen Parameter a die

Voraussetzung:

—X2—2a-x+3>0, d. h. —a—'-.faz+3{x<—a+ az+3, denn

solve (—x2—2a-:~;+3 >0, x]
{—X2—2-a-x>—3}

solve (—Xz—Za-x+3=0 . X]

{X=—a—'# az+3 , X==—a+Vy az+3 }

Es gilt:
0

] X dx=—\/—x2—23-x+3 —a-sin“[ x*a ]
0V —x2-2a.x+3 aZ+3

Probe:

d [—\/ —x2-23.x+3 —a-sin™! [
dx

X+a ]
ﬂa2+3



—x-J—xz—Z-a-x+3

X2+2-a-x—3

Wegen —x 2 —2a*x+3>0 gekiirzt:

d
dx

Y — 2— =T
[_J_Xz_za,x+3 —a+gint x+a ]_K V'( X“=2+a*x+3 —

= [
¢32+3

~x2-2+a:x+3 —x2-

Das CAS rechnet jedoch wie folgt:

0
] X dx
O \/—Xz—Za-x+3

X

(Z+1)¢a

a*sin™ [ RN T S ] —\/ —X2—2-a-x+3
aZ+3

Das CAS-FErgebnis ist offenbar nur fiir a<0 korrekt!

Im Fall a>0 hat der erste Summand einen Vorzeichenfehler!

Beispiel mit a=1:

l:l X
] |a=1dx
O J—xz—Za-x+3

—sin™ X;—l ] —\/ —x2 —2+x+3

Ergebnis korrekt, jedoch bei nachtréaglicher Festlegung von a hat

das Ergebnis einen Vorzeichenfehler:

l:l X
] dx |a=1
O J—xz—Za-x+3

x+1
2

sin"[ ]—J—x2—2-x+3





