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Zusammenfassung:

Ziel ist die Vermittlung von Grundkenntnissen mathematischen Arbeitens sowohl mit Methoden der
Diskreten Mathematik als auch der Analysis, um ingenieurtechnische Aufgabenstellungen
mathematisch formulieren und I6sen zu koénnen. Das Modul ist Voraussetzung fiir die Module
.Naturwissenschaftliche Grundlagen®, ,Bildverarbeitung und Druckvorstufe® und ,Angewandte
Mathematik® und unterstitzt die Wissensvermittlung in weiteren Modulen.

Modulcode Modultyp

3MI-MATHE-10 Pflichtmodul

Belegung gemaR Studienablaufplan Dauer

1. Semester 1 Semester

Credits Verwendbarkeit

6 Studiengang Informationstechnologie

Zulassungsvoraussetzungen fiir die Modulpriifung
Laut aktueller Prifungsordnung

Voraussetzungen fiir die Teilnahme am Modul
Keine

Lerninhalte

- Grundlagen von Logik und Mengenlehre

- Zahlenbereiche (insbes. komplexe Zahlen und Zahlenkongruenzen)
- Algebraische Strukturen

- Vektorraume

- Matrizen und Determinanten

- Aligemeine lineare Gleichungssysteme

- Unendliche Folgen und Reihen

- Stetige Funktionen

- Infinitesimalrechnung ein- und mehrstelliger Funktionen

- Differenzialgleichungen

Lernergebnisse

Wissen und Verstehen

Wissensverbreiterung

Die Studierenden lernen die ,Sprache der Mathematik® (Logik und Mengenlehre) und kénnen diese
verstehen. Sie erlernen effiziente Algorithmen zur Lésung linearer Gleichungssysteme und kdénnen
weitere Aufgabenstellungen der Linearen Algebra I6sen.
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naturwissenschaftliche oder technische Problemstellungen adaquat zu modellieren und mathematisch
zu behandeln. Der der Diskreten Mathematik innewohnende hohe Abstraktionsgrad erleichtert ihnen die
Analyse von praktischen Problemstellungen und die Entwicklung klar strukturierter Lésungen im
Rahmen der Software-Entwicklung.

Kommunikative Kompetenz
Die Studierenden kénnen gewonnene Ergebnisse interpretieren und diese fiir eine sachgerechte
Argumentation und Entscheidungsfindung nutzen.

Lehr- und Lernformen/Workload
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Klausurarbeit 120 Studienbegleitend im 1. Semester 100

Modulverantwortlicher
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Umformungsregeln der Aussagenlogik

Hinweise:
1. pAqg wird als p+g oder kurz pqg geschrieben.

2. W entspricht 1, F entspricht 0.

3. = wird als = geschrieben.

4. Fir p,q,r konnen auch beliebige andere Variablen
oder selbst wieder logische Ausdriicke stehen.

5. Negationvon p=p=-p

AN0=0, pAl=p, pvli=1 pvO0=p

Ap=0, pAp=p, pVp=p pVp=1

4. Kommutativgesetze: pAq=qAp prvq=qVp

5. Assoziativgesetze:

PA@QAT=pA(@AT)=pAgAT (PV@QVT=pV(@QVT)=pVqVr

6. Distributivgesetze:

v Ar=@PAT)V(QAT) @AQVTr=(@PVr)A(qQVr)

3

. DE MORGANSsche Regeln:
PVaq =pAq PAq =pVq

8. Weitere Regeln:

pviprqg =p pA(pvq =p
pvV(PAQ = pPVq pAD®VQ =pAq
Aq)Vv(pArg =p (pva)A(Vvqe =p
pA(qVve =p pv(qrqg =p

@ATIV@AT)V(PAQ =(PAT)V(GQAT)
@vrA@VT)APVEY=@PVTr)A(QVT)

PVvr)A(@Vr)=@AT)V(QAT)
p=4q9=pVq p=q=m@PAQV(PAGQ)=pAq

PAq=(PAQV(PAq)=p=q



Rechenregeln der Mengenlehre

Fiir beliebige Mengen A, B, C, D gilt

1. @A
2. AcA
3. (Ac€B) A (BcA) & (A=B)
4. (AcB) A (BeC) > (A<C)
5. ANA = A, AUA = A
6. Kommutativgesetze:
ANB = BnNA, AUB = BUA
7. Assoziativgesetze:
(ANB)NC = AN(BNC) = AnBNC
(AUB)UC = AU(BUC) = AUBUC

8. Distributivgesetze:

AN(BUC) = (AnB)U(ANC)

AU(BNC) = (AUB)N(AUC)
9. AN{(AUB) = A, AUCANB) = A
10. An® = 0, AU = A
11. A\A = O, A\D = A, O\A = A
12. A\B € A

13. AS B & AUB =B & AnB = A & A\B = 0
14. A € AUB, ANB € A, A\B € A
15. A € B> C\B € C\A

16. C(AAB)\C = A\(BUC), AV(BAC) = (A\BYU(ANC)
17. AU(B\C) = (AUB)\V(C\A), An(BAC) = (AnB)\ (ANC)

18. (A\BXN(CAD) = (AnC)\ (BUD)

Sind A, B Teilmengen einer Menge M, so gilt ferner:
19. AnA =@, AUA =M

20. DEMORGANscheRegeln: ANB=A U B, AUB=ANB




Wichtige mathematische Zusammenhéinge

1 Rechenregeln

Kommutativgesetz x oy =yox

Assoziativgesetz z o (yo z) = (zoy)oz

Distributivgesetz z o (y x 2) = (z 0 y) x (z 0 2)

a c __ adtbe
Bruch § + 7 = *%5

Binom (z + y)? = 2?2 + y? + 2xy
Binom 22 — 3?2 = (z — y)(z + v)
Potenz a—% = L.

Potenz a® - a¥ = a®1¥

Potenz a® - b* = (a - b)®

Potenz (z¥)* = z¥'#

Wurzel z - \/y =/ Y

Wurzel v/z® = z%/b

Wurzel Va2 = |z

Logarithmus log,(a - b) = log.(a) + log,.(b)
Logarithmus log,(a®) = b - log,(a)
Logarithmus log(a) = log.(a)

log,.(b)

sin(z)

Trigonometrie tan(x) = cos(2)

Trigonometrie 1 = sin?(z) + cos?(x)

Funktionsgraphen
Definition: f: D — B, f:z > 2
Verschiebung: f(z — ¢), f(z) +¢
Skalierung: f(a- ), a- f(z)
Achsensymmetrisch: f(—z) = f(x)
Punktsymmetrisch: f(—z) = —f(x)

Monotonie y >z = f(y) > f(z)
Periodizitit: f(z + p) = f(x)
Verkettung: h = f o g, h(z) = f(g(z))
Nullstelle: f(z) =0

Lokale Extrema: f'(z) =0, f"(z) # 0

Gleichungen

Polynom (Grad n): p,(z) = Y i, a;x’
Linearfaktoren: p,(z) = Zf:o (®—2)™, Y pai=n
2 +pr+qg=0 = z12=-p/2+/P?/d—¢q
Gebrochenrat. Fkt: f(z) = ;’T’r‘b—((’;))

fiir n > m unecht gebrochen, sonst echt gebrochen
Polynomdivision: % =x? -z -5+ %

i sz 1 1 1 _1
Partialbruchzerlegung: -5 =3 ;=7 + 7' 737

Ableiten und Integrieren
[f(z)dz = F(z)+C, £F(z) = f(z)

[, f(@)dz= F(b) — F(a)

Summenregel: (f +g)' = f + ¢’

Produktregel: (f-g)' = f'g + f¢'

Kettenregel: (f1 0 f2) = f - f}
Umkehrfunktion: (f~1)' - f/ =1

Partielle Integration: [(f - g)dx = Fg— [ Fg'dx

Integration mit Substitution: Substitution ableiten
und einsetzen



5 Mehrstellige Funktionen

Definitionsbereich ist kartesisches Produkt
Mengenschreibweise: {z € R|z > 0}
Mengenschreibweise: R \ [0, 00)
Mengenschreibweise: [0, 00) x (=2, 3]
partielle Ableitung: %(m,y) = fe(z,y)
Tangente: t(x) = f(xo) + (x — zo) f' (x0)

Tangentialebene: ¢(z,y) =
f(zo,%0) + (= — 20) f2(%0,Y0) + (¥ — ¥o) fy (%0, Yo)

Satz von Schwarz: foy = fyz

Extremwerte (1-stellig) f' =0, f” #0
Extremwerte (2-stellig) f; = f, =0
Extremwerte (2-stellig) frzfyy — foyfyz >0

Grenzwerte

Grenzwert: lim;,, ,oo 1/2 =0

Grenzwert: lim,, , o q" =0 (J¢| < 1)
Grenzwert: lim, o v/g =1 (¢ > 0)
Grenzwert: lim,, oo vn =1

GW-Satz: lim(a,, + b,,) = lim(a,,) + lim(b,,)
GW-Satz: lim(ay, - b,) = lim(a,) - lim(b,,)
GW-Satz: lim(f(a,,)) = f(lim(ay)) (f stetig)
L’Héspital: lim 5 = lim g—:

Arithmetische Reihe s,, =1+4+ 7+ 10+ ...
Arithmetische Reihe s, = Y i = %

Geometrische Reihe s,, = 0,5 + 0,52 + 0,53 + ...

1—q™
1-gq

Geometrische Reihe 5, =", ¢ =¢
Quotientenkriterium lim,, o, |ant1/an| < 1

Wurzelkriterium lim,, oo /|an| < 1

Potenzreihen

. n .
Potenzreihe: s, = >, ; a;z*

ant1
Qn

Konvergenzradius: R = 1/lim,_, |

Taylorentwicklung: f(z) = > o7 1" (o) (z — xo)"

n=0 n!
Taylorentwicklung ist N#herung einer Funktion
durch ein Polynom n-ten Grads

|g—ao|" T2

Restgliedabschitzung: R, (z) < i

Fourierreihe ist Entwicklung in ein Frequenzspek-
trum

8

maXge(zq,x| f (19)

Differentialgleichung

Allgemeine Losung y4 ist Funktionsschar
Partikulire Losung yp fiir Anfangsbedingungen
Ordnung: hichste Ableitung

Gewdhnliche und partielle DGL

Explizit (héchste Ableitung alleine) und implizit

Gewohnliche DGL n-ter Ordnung:
¢(y, yla o0y y("), CIJ) =0

Homogenitét: Liegt vor, wenn ¢ homogene Funktion
in den Argumenten y, ¢/, ..., y™ ist

Sy, ty, .. ty™, 2) = ¢y, Y, ..., y™, 7)

Zerlegung in homogenen und inhomogenen Anteil
Sy, Y- y™,x) +P(z) =0

Lineare DGL: Hat homogenen Anteil mit Homoge-
nitatsgrad 1

Losen von DGL

Grafische Losung mittels Richtungsfeld (fiir DGL 1.
Ordnung)

Probe, ob Funktion Lésung einer DGL ist: Einsetzen
Losung mittels direkter Integration

Losung mittels Trennung der Variablen

Losung mittels Variation der Konstanten

Lineare DLG n-ter Ordnung: Y "r_, ax(2)y™® (z) =
q(x)

Homogen fiir ¢(x) = 0, sonst inhomogen

Spezialfall: Lineare DGL mit konstanten Koeffizien-
ten: ap = const.

Allgemeine Lésung homogener Anteil: Charakteri-
stische Gleichung

Partikuldre Losung inhomogener DGL: Koeffizien-
tenvergleich in Ansatz

e Allgemeine Losung inhomogener DGL: Summe obi-

ger beider Losungen



1 Grundlagen

1.1 Mengenlehre und mathematische Logik
1.1.1 Mengen und Mengenoperationen

Menge: Gedankliche Zusammenfassung M von bestimmten, wohlun-
terschiedenen Objekten (genannt Elemente) zu einem Ganzen. [Cantor]
Element x gehort (nicht) zur Menge M: z € M (z ¢ M).
Falls eine Menge keine Elemente enthalt: leere Menge 0.
Die Definition einer Menge erfolgt aufzihlend oder durch Angabe einer
mengenbildenden Eigenschaft.

Menge A heifit Teilmenge von Menge B genau dann, wenn fiir alle

x € Afolgt x € B: AC B.

Mengen A und B heiflen gleich, wenn A C Bund B C A: A= B.
Andernfalls A # B.

Man sagt, A ist echt enthalten in B, wenn A C B und A # B.

Mengenoperationen
Gegeben Mengen A, B C M mit Grundmenge M:

Durchschnitt ANB={zxeM: z€ Aundz € B}

Vereinigung AUB={zx € M : z € Aoder x € B}

Differenzmenge A\B={zeM: x€ Aund z ¢ B}

Speziell:

Komplement(irmenge) A=M\A={zxec M: x¢ A}

Produktmenge Ax B={(z,y) :x € Ay € B},
(z,y) — geordnetes Paar

Falls AN B = (), so nennt man A und B disjunkte Mengen.

Rechenregeln: A, B, C beliebige Mengen

a) ANA=A

b)) ANB=BNA (Kommutativgesetz)

¢) (ANB)NC=AN(BNC)=AnNnBNC (Assoziativgesetz)
d) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (Distributivgesetz)

e) AN0=0; AUD=A

fyANB=AUB (de Morgansche Regel).




2 1 GRUNDLAGEN

Anmerkung: a) — f) gelten auch, wenn man die Symbole N und U sowie
() und M (Grundmenge) jeweils vertauscht. Auflerdem gilt:
g) Wenn A C B, dann ANB=Aund AUB = B.

Abbildung F: Zuordnung zwischen gewissen Elementen einer Menge
A und einer Menge B, d.h. F' C (A x B).
Sei (z,y) € F C (A x B). Dann heilen:

x € D: Urbild (Originalelement)

y € W:  Bild (Bildelement)

D C A: Definitionsbereich

W C B: Wertebereich

Man spricht von Abbildungen

von A, falls D = A bzw.

aus A, falls D C A, D # A und

auf B, falls W = B bzw.

in B, falls W C B, W # B.

Insbesondere heiflen Abbildungen von A auf B surjektiv.

Eine Abbildung F' heifit eindeutig oder Funktion, wenn jedem x € D
genau ein y € W zugeordnet wird.
Andernfalls wird F' mehrdeutig genannt.
Inverse Abbildung: F~1 = {(y,x) : (z,y) € F}.
Sind F und F~! eindeutige Abbildungen, so nennt man F' eineindeutig.

1.1.2 Grundbegriffe der Logik

Aussage: Behauptung, die entweder wahr (w) oder falsch (f)
— zweiwertige Logik [Aristoteles]).
Enthélt Aussage eine (oder mehrere) Variable (sogenannte Platzhalter)
aus einer gewissen Grundmenge, so verwandelt sie sich in eine Aus-
sagenform.

Diejenigen Elemente, die Aussagenform zu wahrer Aussage machen,
bilden Lésungsmenge L. Moglich: L = ().
In Zusammenhang mit Aussageformen kommen oft sogenannte Quan-
toren vor:
V: "Fir alle ... gilt ”
3: "Es existiert (mindestens) ein ...”



1.1 Mengenlehre und mathematische Logik 3

Aussagenlogik: Verkniipfung von Aussagen bzw. Aussagenformen.
Seien p, g zwei Aussagen

Verkniipfung Bedeutung Zeichen
Negation nicht p -p; P
Konjunktion pund ¢ pPAg
Disjunktion p oder ¢ pVg
Implikation | aus p folgt ¢; wenn p, dann q | p — ¢
Aquivalenz p genau dann, wenn ¢ peq

Die Festlegungen der Wahrheitswerte der Verknilipfungen nennt man

Wahrheitstafeln:
pla|p|pAg|pPVeg|pP—=qg|peyg
w | w f w w w w
w | f f f w f f
f|lwi| w f w W f
|1 w f f w w

Eine Aussagenform, die immer wahr ist, heiffit Tautologie.

Ausgewdhlte Tautologien:

Gesetz Form

A) Ausgeschlossenes Drittes pV—p

B) Doppelte Verneinung -(-p) < p

C) Kontraposition (p—4q) < (~¢— -p)

D) Kettenschluf p—gnr(g—r)—>(p—r)

E) Abtrennungsregel pA(p—4q) —q

F) Indirekter Schluf pA (=g — —p) —gq

G) De Morgansche Regeln (pAq) < (PVY
(pVg < (PATY

Anmerkungen:

1) Bei der Implikation p — ¢ nennt man die Aussage p Voraussetzung
(Prémisse) und ¢ Behauptung (Konklusion). Man sagt auch p ist hin-
reichend fiir ¢ und q ist notwendig fiir p.

2) Fiir die Aquivalenz gilt (p < ¢) < ((p — q) A (g — p)).

D.h. die Aussage p ist notwendig und hinreichend fiir gq.
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In der Mathematik werden ausgehend von als wahr angenommenen Vor-
aussetzungen mit Hilfe von Tautologien Behauptungen bewiesen. Man
unterscheidet folgende Beweisverfahren :

1) Direkter Beweis — auf Grundlage von E)

1) Indirekter Beweis — auf Grundlage von F)

IIT}) Vollstandige Induktion — fiir von natiirlichen Zahlen n abhéngende
Aussagen p(n), Vn > ng:

Es wird gezeigt

1) p(no) ist wahr (Induktionsanfang)

2) p(n) — p(n + 1) fiir beliebiges n > ng, d.h. unter der Voraussetzung,
daB p(n) gilt (Induktionsannahme), wird die Richtigkeit von p(n + 1)
nachgewiesen (Induktionsbeweis).

1.2 Reelle Zahlen

1.2.1 Rechenoperationen

Zahlenmenge Beschreibung
Natiirliche Zahlen N=1{012...}
Ganze Zahlen Z=1{..,-2,-1,0,1,2,...}
Rationale Zahlen Q={p/g: p,a€ZNng#0}

endliche / unendlich periodische Dezimalbriiche
Reelle Zahlen R: unendliche Dezimalbriiche

Anmerkung: @ liegt dichtin R, d.h. jede reelle Zahl 1aBt sich beliebig
genau durch rationale Zahlen anndhern.
Bei Beachtung der iiblichen Rundungsregeln ist eine mit r Dezimalstellen
(Nachkommastellen) angegebene reelle Zahl mit einem Fehler von < 0, 5-

10~" behaftet.

In IR sind alle Rechenoperationen +, —, -,: — auBer Division durch 0 —
erlaubt. Dabei gelten fiir Addition und Multiplikation die bekannten
Beziehungen:

¢  Kommutativ-, Assoziativ-, Distributivgesetze

e Existenz und Eindeutigkeit eines neutralen Elements:
a+0=a; a-1=a,VacR

e [Existenz und Eindeutigkeit eines inversen Elements:
a+x=0 VeeR;, a-x*=1, Ya#0,
und zwar x = —a bzw. z* = 1/a.
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Die reellen Zahlen lassen sich als Punkte einer (gerichteten) Geraden,
der Zahlengeraden, auffassen und der Grofle nach ordnen. Dabei gilt fiir
alle a,b € R genau eine der drei Relationen

a<b oder b<a oder a=b.

Wichtige Eigenschaften der Relation <:
D(a<bAn(b<e) = a<c
2)a<b = a+c<b+c Ve
3 (a<b)A(c>0) = a-c<b-c
) (a<b)AN(c<0) = a-c>b-c

Intervalle (= Teilmengen von R):
[a,b] ={z € R: a <ax <b} | abgeschlossenes Intervall von a bis b
(a,b) ={z € R: a <z <b} | offenes Intervall von a bis b
(a,b) ={x € R: a <z <b} | linksoffenes Intervall von a bis b
[a,00)={z€eR: a <z} rechtsoffenes Intervall von a bis oo
Speziell (0,00) = {z € R:z >0} = R"
Sei g € I C R. Dann heifit zg innerer Punkt von I, falls
Je > 0: (xg —&,20 + &) C I. Andernfalls stellt z¢ einen Randpunkt dar.

Betrag einer reellen Zahl a = Abstand von 0:

la] = a, falls a>0
1 —a, falls a<0.

Dabei gilt:
1) la] >0
2) a < |al
a| _ |af
Hlovl=lal bl |5]=

4
)

la] <b & —-b<a<bd
la+0b] <la|+1b] (Dreiecksungleichung)

o — —

Losen von Gleichungen/Ungleichungen: Losungsmenge bleibt unverin-
dert bei dquivalenten Umformungen und zwar

1) Addition (Subtraktion) eines beliebigen Terms auf beiden Seiten

2) Multiplikation (Division) beider Seiten mit Zahl K > 0
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3) Multiplikation (Division) beider Seiten mit Zahl K < 0 =
Anderung des Relationszeichens:
aus < wird >
aus < wird >
und umgekehrt.

1.2.2 Algebraische Gleichungen

Algebraische Gleichung n-ter Ordnung (normierte Form):
Pu(z)=a"+a, 12" '+ ... +ayx+ag=0 (1)

mitap € R, k=0,1,...,n— 1.

Speziell fiir n = 2: quadratische Gleichung (Normalform):

2 +pr+q=0.

. p P2
L : =—-=4 (7> —
osung: i o 5 5 q
Diskriminante D = (%)2 — q | Anzahl der Losungen in R
>0 2 verschiedene
=0 1 (doppelte)
<0 keine

Allgemein gilt:

e (1) hat hochstens n reelle Losungen.

e Sind z1,x2,...,2, Losungen von (1), dann gilt:
Px)=(x—z1)(x—x2) ... (. — )
(Linearfaktor-Zerlegung)

e Nach Vietaschem Wurzelsatz gilt insbesondere:
1L+ oo " Ty = (—1)”@0

Bruch- und Wurzelgleichungen lassen sich auf algebraische Gleichun-
gen zuriickfiihren. Zur Losung von Wurzelgleichungen miissen auch
nichtdquivalente Umformungen vorgenommen werden. Dabei kann sich
die Losungsmenge vergrofiern, sogenannte Scheinlésungen tauchen auf.
Diese sind mit Hilfe der Probe (in der Ausgangsgleichung) zu eliminieren.
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1.2.3 Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

Potenzieren:
a-a-...a=:a"=b, acR neclN.
—
n-mal
a — Basis, n — Exponent, b — Potenzwert.
Fira#0: a®=1, a'=a, a":i=2.

1. Umkehrung: Radizieren (Basis unbekannt):
a= \"/E(iranzb, a>0,b>0 nelN.
Speziell ¥Vb =: v/b

Beachte: Wurzeln sind stets nichtnegativ. Insbesondere Va € R,
n gerade gilt: {/a™ = |a].

a™ := ¥a™ m,n € N; Verallgemeinerung : o mit r € R.

Potenzgesetze:
Seien a,b € R™ und m,n € R bzw. a,b € R\ {0} und m,n € Z:
am.an:amﬁ-n, an_bn:(a_b)n,
g2
am ’ bn b/’

Anmerkung: Wegen ¥/a = aw konnen Wurzeln stets als Potenzen
aufgefafit werden.

2. Umkehrung: Logarithmieren (Exponent unbekannt):
n=log,b&=a"=>b, b>0;a>0,a#]l.

Speziell: log;,x =:1gx dekadischer Logarithmus
logex =:Inz natirlicher Logarithmus
e =12,718281... FEulersche Zahl
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Logarithmengesetze:
Seien z,y,a € RT, a # 1, r € R:

log, (x - y) = log, = + log, v,

log,, g =log, z — log, v,

log, " = rlog, =.

Weiterhin

log, b
log,. b= 8a 0 (Basiswechsel).
log, c

Insbesondere gilt

In1=0; Ilne=1; e =g x> 0.

1.2.4 Der binomische Satz

Binomialkoeffizient:
n nn—1)-...-[n—(k—=1)]
= k N, k£ <n.
Q) (=11 onelksn

Bezeichnen kl :=1-2-...-k — (lies: k Fakultdt), 0! :=1
Dann gilt:

(%) = mom

Rechenregeln:
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Anmerkung: Im Pascalschen Zahlendreieck ist der Koeffizient in der
(n 4 1)-ten Zeile an (k + 1)-ter Stelle gleich (}).

Summenzeichen Y :

n
Zak =amt+ami1+ ...+ ap-1+a, (mn€Z, m<n)

k=m

Binomischer Satz: Fiir a,b € R; n € IN gilt

o =3 (Pt = () () (5ot
o+ (n " 1>ab”_1 + <Z)b" 2)

1.3 Funktionen
1.3.1 Definition und Darstellung

(Reelle) Funktion: Eindeutige Abbildung f von D C R auf W C R,
d.h. Vorschrift, die jedem Element x € D genau ein Element y € W
zuordnet.
Schreibweise: y = f(x).
x: unabhéngige Variable oder Argument
y: abhangige Variable oder Funktionswert
D =D(f):  Definitionsbereich der Funktion f
W =W(f): Wertebereich der Funktion f
Anmerkung: Eine Funktion wird definiert durch die Zuordnungsvor-
schrift f und den Definitionsbereich D = D(f). Falls im weiteren kein
Definitionsbereich angegeben ist, wird jeweils der gréfitmdgliche Defi-
tionsbereich D C R angenommen.

Darstellung von Funktionen

a) analytisch — Funktionsgleichung < ier)r(llp))lllizzlitt‘: szx,fgS)x): 0
b) Wertetabelle

¢) Graphik

d) Parameterdarstellung: = = x(t),y = y(t), to <t < t;.
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1.3.2 Allgemeine Funktionseigenschaften
Gegeben Funktion y = f(z) mit Definitionsbereich D(f).

Schnittpunkte mit Koordinatenachsen

Sz = (20,0) Schnittpunkt mit z-Achse:
o € D(f) — Nullstelle von f: f(zo) = 0.

Sy = (0,y,) Schnittpunkt mit y-Achse: y, = f(0).
Monotonie

Funktion f heifit in einem Intervall I C D(f)

monoton wachsend: x1 <z — flx1) < f(z2)
monoton fallend: x1 <xzy — f(x1) > f(22)
streng monoton wachsend: 1 <xzy — f(z1) < f(z2)
streng monoton fallend: 1 < x9 — f(z1) > f(22)

jeweils fiir beliebige x1,z2 € I.
Beschranktheit

Funktion f heifft in einem Intervall I nach oben beschrankt (bzw. nach
unten beschrinkt), wenn es eine Konstante K, (K,) gibt: f(z) < K,
(f(z) > K,) fir alle z € I.

K, (K,) — obere (bzw. untere) Schranke.

Funktion f beschrankt < f nach oben und unten beschrankt <

IK: |f(x)|< K, Vzel.

Die kleinste obere (bzw. grofite untere) Schranke werden Supremum
(bzw. Infimum) genannt und bezeichnet

Wenn die Funktion ihr Supremum (bzw. Infimum) annimmt, spricht
man von Maximum (bzw. Minimum) und schreibt

max f(z) bzw. I;lel?f(l‘)
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Symmetrie

f gerade Funktion: f(=x)
f ungerade Funktion f(—x)

f(z), Vo € D(f)
—f(x), Yz € D(f)

Periodizitat

Funktion f heifit periodisch, wenn es eine Zahl p > 0 gibt:
f(x+p) = f(x) fir beliebige x € D(f).
Die kleinste Zahl p, fiir die das zutrifft, nennt man Periode von f.

1.3.3 Umkehrfunktion

Eine Funktion y = f(x) mit Definitions- bzw. Wertebereich D(f) bzw.
W(f) nennt man umkehrbar eindeutig (oder eineindeutig oder invertier-
bar), wenn zu jedem y € W(f) genau ein @ € D(f) existiert, so dafl
y = f() gilt.

Die entsprechende Funktion, die y € W(f) dann = € D(f) zuordnet,
heift Umkehrfunktion (oder inverse Funktion) f~1.

Offenbar gilt:

1) f(x) ist umkehrbar eindeutig, wenn aus x1 # xs stets f(z1) # f(x2)
folgt.

2) Streng monoton wachsende oder fallende Funktionen sind invertierbar.
(hinreichende Bedingung)

3) D(f~1) =W(f), W(f')=D(f).

Bestimmung der Funktionsgleichung der Umkehrfunktion

i) Auflésung der Funktionsgleichung y = f(x) nach z: = g(y).

ii) Formales Vertauschen von z und y ergibt Umkehrfunktion y = g(z) =
(@),

(Die beiden Schritte kénnen auch in umgekehrter Reihenfolge ausgefiihrt
werden. )

Gegeben zwei Funktionen:

z = f(x) mit Definitionsbereich D(f), Wertebereich W (f);

y = g(z) mit Definitionsbereich D(g), Wertebereich W(g),

wobei W (f) C D(g).

Funktion y = h(z) := g(f(z)) heifit zusammengesetzt (oder verkettet)
mit duferer Funktion g und innerer Funktion f.
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Insbesondere gilt:
FUf@) =2, YeeD(f), f(f'(x) =2z YzeW(f)

1.3.4 Elementare Funktionen

Grundfunktionen:

— Potenzfunktionen / Wurzelfunktionen

— Exponentialfunktionen / Logarithmusfunktionen
— trigonometrische Funktionen / Arcus-Funktionen
— hyperbolische Funktionen / Areafunktionen

Elementare Funktionen: Funktionen, die sich aus den Grundfunktio-
nen ergeben mittels Rechenoperationen (+,—,-,:) bzw. Zusammenset-
zungen

Erlduterungen

A) Das Argument z der trigonometrischen Funktionen ist mafein-
heitslos [Taschenrechner: RAD(iant)], d.h. es wird in Bogenmaf} ange-
geben:

b  Bogenlinge des zugehorigen Winkels a

T ro Radius des Kreises
U . « T
mrechnung in Grad [DEG]: 360° =~ on
Auflerdem
=L e L 900 = 100 gon (Neugrad|GRAY]).
60 60’

Werte trigonometrischer Funktionen fiir spezielle Argumente:

. sin x
[0 xz S xr COs T tanx =
COS T
0°|0|iV/0=0 |iVi=1 0
o ™ 1 _ 1 1 1
30° | § | 3Vli=3|3V3 7
450 | | V2 3V2 1
6 | 3| v | Ivi-} 3
90° | 2 | iva=1 | LVo=0 00
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Wichtige Beziehungen

cos’x +sin?z =1 (Satz von Pythagoras),

cotx = ,
tanx

sinm:cos(I —x), cosm:sin(E —x), cotx:tan(E —x)
2 2 2
bzw. Additionstheoreme (Auswahl)

2

1
cos”x = 5(1 + cos2x), sin?

1
x = 5(1 — cos 2z),

. . 2tanx
sin2x = 2sinrcosr = ———,
1+ tan®x
1 —tan®z
Co828 = ————.
1+ tan®x

B) Die hyperbolischen Funktionen

. e’ —e™ " e’ +e7 " e’ —e™ "
sinhz ;= —, coshax:= —+—, tanhz .= ———
2 2 er +e T

haben dhnliche Eigenschaften wie trigonometrische Funktionen, sind je-
doch nicht periodisch. Zum Beispiel gelten dhnliche Additionstheoreme,
insbesondere

cosh? x — sinh® z = 1.

Die Area-Funktionen lassen sich durch Logarithmusfunktionen darstel-
len, z.B.

y =arsinhz =In(z + V22 +1), z€eR
(vgl. Tafeln).
C) Wegen f~1(f(z)) =z, z € D(f) folgt z.B.
Ine®) =z, zeR; "=z 2z¢(0,00),
arcsin(sinz) =z, « € R; sin(arcsinz) =z, =€ [-1,1].

Anwendung: Loésung von Gleichungen!
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1.3.5 Rationale Funktionen

1. Polynome
Polynom (ganze rationale Funktion) n-ten Grades :

n
P, (z) = ana™ + 12" Y+ ax+ag= Z apz®, z €R,
k=0

ag, a1, - - - an — Polynomkoeflizienten, wobei a,, # 0.

Berechnung von Funktionswerten

Po(z0) = (... ((anxo + an—1)xo + an-2)xo + ...+ a1)xo + ag
——
n—1

Berechnung der Klammern von innen nach auflen = Horner-Schema:

Zu an Ap—1 Ap—2 o as a ag

addiere bn,1$0 bn,QLL‘O N ngo bll'() bol‘o

X | bn—r=an  bn—s bp—3 ... b bo |rol
wobeil ro = P, (x¢) und Koeflizienten b,,_1,b,_2,bp_3,...,b1,by — Koef-

fizienten eines Polynoms Q,_1(x):

Po(x) = (bp_12"  + bp_ox™ % 4+ ...+ byx + b)) (z — 20) + 70
Qn—l(z)

Also: zp Nullstelle von P,(z) <= P,(x9) =19 =0 — kein Rest!
= Polynomdivision: P,(z): (x — 29) = Qn-1(x).

Faktor-Zerlegung

Jedes Polynom P, (x) 148t sich darstellen

Pyx)=an(x—21) ...  (x —z)q1(x) - ... - qi (),
wobei z1,...,2x € R Nullstellen und ¢;(x) = A;2? + Bz + C; (i =
1,...,1) reell unzerlegbare Faktoren sind. Dabei ist k 4 2] = n.

Interpolation

Gegeben Punkte P; = (z;,v;), i =0,1,...,n.
Gesucht y = f(z) mit f(z;) =v;, i =0,1,...,n.
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a) Newtonsches Interpolationspolynom

Ansatz:
fx) = cotea(z—x0)+ca(e—ao)(z—z1)+...
+ep(x —x0)(@— 1) ... (T — Tpo1)
Die unbekannten Koeffizienten cg, ¢1, ..., ¢, werden nacheinander durch

Einsetzen von xg, x4, ...z, bestimmt.

b) Lagrangesches Interpolationspolynom

i ;vo)(xl — (El) N (iL'Z — {Ei,1>(.%'i — $i+1) N (iL'Z — {En) '

R I e e oo ot o s
=0

II. Gebrochen rationale Funktionen:

P, (x)
y=flz)=
(z) On ()
mit Polynomen P,,(z), @n(z), wobei
n > m — echt gebrochen rationale Funktion
n < m — unecht gebrochen rationale Funktion
D(f): R, aufler Nullstellen von @, (z)
o € R ist
Nullstelle  von f(z), wenn P, (z¢) =0 und Q,(zo) # 0
Polstelle  von f(x), wenn Py, (x9) # 0 und Q,(x0) =0

Falls P, (xz0) = Qn(zo) = 0, liegt eine Liicke oder Polstelle vor (siehe
Abschnitt. 2.1.3).

Jede gebrochen rationale Funktion y = f(x) 148t sich (wenn unecht
gebrochen rational durch Polynomdivision) zerlegen:

f(x) = p(x) + r(x), wobei

Polynom p(z) — Asymptote

r(x) echt gebrochen rationale Funktion.

1.3.6 Polarkoordinaten

Punkt P in ebenem Koordinatensystem:
(z,y) kartesische Koordinaten
(r,)  Polarkoordinaten,
wobei  r: Abstand des Punktes P vom Koordinatenursprung
: Winkel zwischen Radiusvektor und positiver z-Achse.
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Anmerkung: Es gilt stets r > 0 (fiir r = 0 ist p beliebig). In der Regel
wahlt man den sogenannten Hauptwert —m < ¢ < 7 (oder 0 < ¢’ < 2m),
wobei

p © fir ¢ € [0,n]
v { p+2r fur ¢ € (—m,0).
Umrechnung:
e Polarkoordinaten — kartesische Koordinaten:
T =TrCcosp, Y=rsiney.
e Kartesische Koordinaten — Polarkoordinaten:

X .
r=+22+19y2% = tarccos - wobei

oberes (unteres) Vorzeichen fiir y > 0 (y < 0).
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2 Differential- und Integralrechnung fir
Funktionen einer Variablen

2.1 Grenzwerte und Stetigkeit
2.1.1 Unendliche Zahlenfolgen

(Reelle Zahlen-)Folge: Vorschrift, die jeder natiirlichen Zahl n eine reelle
Zahl a,, zuordnet.

Schreibweise: (a,) = ai,az, ...

Die Zuordnungsvorschrift a,, = f(n) heifit Bildungsgesetz der Folge.

Eine reelle Zahl g heifit Grenzwert oder Limes der Zahlenfolge (a,),
wenn es zu jedem € > 0 eine natiirliche Zahl ngy gibt, so daf fiir alle
n > ng gilt: |a, —g|] < e.

Anmerkungen:

1) Die Zahl ng ist abhéngig von €, d.h. ng = ng(e).

2) Es 148t sich zeigen, daBl eine Folge (a,) hdchstens einen Grenzwert
besitzt.

Eine Folge (a,) heifit

konvergent: Grenzwert g € R von (a,,) existiert.
Schreibweise: | lim a, = g
n—0oo
divergent: kein Grenzwert existiert
beschrinkt: K eR: Jay| <K, VneNN
monoton wachsend: a, < any1, Vn > ng
monoton fallend: p > Apy1, VN > ng (ng € IN fest)

Falls lim a,, = oo ist, spricht man auch von einem uneigentlichen Grenz-
n—oo

wert und (a,,) heifit bestimmt divergent.

Rechenregeln fir konvergente Folgen

Aus lim a,, = a und lim b, = b folgt:

e lim (ap, +b,) =a+Db, lim (a, —b,) =a -0,
n—oo n—oo

e lim (anb,) = ab,

n—oo
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e lim a—n:g, wenn b # 0; b, # 0, Vn € N,

e lim /a, = +a fir a, >0, Yn € N, a > 0,

e lim (L/&:l, a > 0.
Weiterhin gilt:
1) Falls a,, < ¢, <b,, Vn € Nund lim a, = lim b, =¢

n—oo n—oo

= lime¢, =c ( Vergleichskriterium)

n—oo

2) Falls (a,) beschrankt und monoton (entweder fallend oder wachsend)
— (ay) konvergent.

2.1.2 Grenzwert einer Funktion

Eine Funktion y = f(x) sei in einer Umgebung von zo definiert. Gilt
fiir jede Folge (z,,), x, € D(f), xn # xo, die gegen xo konvergiert, stets
lim f(z,) = g, so heift ¢ Grenzwert von y = f(x) fir z,, — zo.

Schreibweise: | lim f(x) =g
T—x

Anmerkungen:
1) y = f(x) braucht an der Stelle z = x nicht definiert zu sein.
2) Gilt fiir jede von links (rechts) strebende Folge

T—x(

lim f(@) = lim f) =g (Jim f(z) = lim f(a) = g,)

z<zq z>zq

heiBt g; linksseitiger (g, rechtsseitiger) Grenzwert von f(x) fir x — xo.
3) f(z) besitzt Grenzwert g flr x — z¢g <= f(x) besitzt links- und
rechtsseitigen Grenzwert fiir x — x¢ und g, = g; =: g.

Strebt die Folge der Funktionswerte (f(z,)) fiir jede tiber alle Grenzen
hinaus wachsende Zahlenfolge (x,), z, € D(f), gegen die Zahl g, so
heifit g Grenzwert der Funktion f(z) fiir x — 4o0.

Schreibweise: wkrilm flx)=g

Analog:

x-Werte kleiner als jede noch so kleine Zahl (z — —o0):

lim f(z) =g.
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Eine Funktion g(z) heifit Asymptote einer gegebenen Funktion f(z),
wenn

flz) _

o=t g(z)

Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen

Voraussetzung: lim f(z) und lim g(z) existieren =
Tr—x0 T—To
o lim [cf(x)] =c lim f(z), ceR
T—To T—ZTo
e lim [f(z) £ g(z)] = lim f(z)+ lim g(z)
T—x0 T—xg T—xQ

o lim [f(z)g(z)] = lim f(z)- lim g(z)

T—To

li =
* o Sh g(x)  lim g(a)
Tr—x0

sle). Jim o) 0).

T—XTQ

7)o
f(z) (

Diese Regeln gelten analog fiir x — +o0o sowie einseitige Grenzwerte,
falls die entsprechenden Grenzwerte existieren.

2.1.3 Stetigkeit einer Funktion

Eine Funktion f(z) heifit stetig an der Stelle xo, wenn der Grenzwert
flir z — z¢ existiert und mit dem Funktionswert iibereinstimmt, d.h.

I f(z) = f(xo).
Anmerkung: Ersetzt man x,, — ¢ durch z,, / z¢ (bzw. z, \, o),

nennt man f(x) linksseitig (bzw. rechtsseitig) stetig in xo.

Eine Funktion f(z), die an der Stelle zy wenigstens eine der obigen
Bedingungen nicht erfiillt, heifit dort unstetig.

Unstetigkeitsstellen
1. Art: ERi li

o 1. Art E I/H;Of(m), xl\ngof(x)

Insbesondere

— Falls li/m flx) # li\m f(z) : Sprungstelle
x,/To T \To

— Falls li/m flz) = li\m f(z) # f(xo) : Liicke
x,/To T \To

e 2. Art: li/m f(z) und/oder li\m f(z) unendlich : Pol
P o T N\To
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Eine Funktion y = f(z), die an jeder Stelle ihres Definitionsbereichs
stetig ist (in Randpunkten entsprechend links- bzw. rechtsseitig stetig),
heiflit stetige Funktion.

Satz: Jede elementare Funktion ist stetig in ihrem Definitionsbereich.

2.1.4 Eigenschaften stetiger Funktionen

Falls f(x), g(x) stetige Funktionen —-

f() £ g(a); f@)gla); ﬁj)) (9(x) £ 0); Flg()); F(x)

stetige Funktionen (im jeweiligen Definitionsbereich).

Satz von Weierstraf3: Jede auf einem abgeschlossenen und beschrdank-
ten Intervall [a,b] stetige Funktion f(x) hat dort eine Stelle, wo der
Funktionswert mazimal ist, und eine Stelle, wo der Funktionswert mini-
mal ist. Insbesondere ist f(x) dann beschrankt auf [a, b].

Satz von Bolzano: Sei f(z) eine auf [a,b] stetige Funktion und v
eine Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann existiert mindestens eine Stelle
u € (a,b) mit f(u) =wv.

Speziell: f(a) - f(b) < 0 = f(x) besitzt mindestens eine Nullstelle
xo € (a,b): f(xo) =0.

Bestimmung einer Nullstelle 29 (Annahme: f(a) <0, f(b) > 0)

A) Intervallschachtelung (Bisektionsverfahren):

0) Setzenz1=a, x2="5

1) Berechnen z* = it T T

= f(z*) berechnen
FALLS f(z*) =0 = xo = «* :ENDE
bzw. |f(x*)| < € (¢ — vorgegebene Genauigkeit)
= xo ~ x* :ENDE
SONST =
2) FALLS f(z*) <0, setze z; = z* = 1)
FALLS f(x*) > 0, setze x5 = z* = 1)



2.1 Grenzwerte und Stetigkeit

B) Sekanten -Verfahren (Regula falsi):
Analog zu Algorithmus von A), wobei man statt (I) verwendet:

T2 —T1

Foe) —f@)

¥ =z — f(z1)

21
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2.2 Die Ableitung einer Funktion
2.2.1 Definition

Die Funktion y = f(z) sei auf dem Intervall I € R definiert und z¢ € I.
Man sagt, f ist in x¢ differenzierbar, wenn der folgende Grenzwert
existiert:

A — h) —
F(z0) = lim f(x) — lim f(@) = flzo) _ lim f(zo+h) f(l"o)_

z—zo A T—zo X — X h—0 h

Die Funktion f ist im Intervall I differenzierbar, wenn f’(z) in jedem
Punkt x € I existiert. Die so erhaltene Funktion f’(z) heifit Ableitung

- df(z) _ dy
. Schreibweis h: f/(z) = =—.
von f(z). Schreibweise auch: f'(x) In .
Den Ubergang von f(z) zu f’(z) nennt man differenzieren oder ableiten.
Ableitungen der Grundfunktionen f(z)

f(z) f(z) Bemerkungen
z™ nx" 1 neR
a® a® Ina a>0,a#1
e* e*
1
Inx — x>0
T
sinx cosST
cos T —sinx
1
tan — r# 5 +km, keZ
cos? x
. 1 ] <1
arcsin x —_— T
V1— 22
1
arccosr | ——— | |z| <1
i |
1
arctan x
1422
sinh x cosh x
cosh x sinh x
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Gleichung der Tangente an der Stelle zy von f(x):

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0) (1)

Gleichung der Normale an der Stelle zg von f(x):

1
Y= _f’(xo) (x —x0) + f(z0)

Falls z = z(t) mit ¢ — Parameter (z.B. Zeit) (oder z(p), ¢ — Winkel)
wird die Ableitung in der Regel wie folgt bezeichnet:
L de
Codt

Satz: Jede differenzierbare Funktion f in xg € I ist dort stetig.

2.2.2 Ableitungsregeln

Voraussetzung: Funktionen differenzierbar!
e Faktorregel: y=Cfz) = ¢y =Cf'(z)
e Summenregel: y= fi(z)+ fa(z) = ¢ = fi(z) + f4(x)

* Produktregel y=u(z) v(r) = ¢ = (z)v(r) +ulz)(z)
e Quotientenregel: y = Zgg — y = u'(m)v(x;zxz;’(x)u(x)
e Kettenregel: y="nz)=fl9(z)) = v = % - CU;?de)

Anmerkung: Summen-, Produkt- und Kettenregel lassen sich durch
wiederholte Anwendung auf beliebige endliche Anzahl von Summanden,
Faktoren bzw. zusammengesetzten Funktionen erweitern.

Spezielle Ableitungsverfahren

I) Logarithmische Ableitung
Sei f(z) = [u(2)]*®, u(z) > 0.
1. Logarithmieren der Funktionsgleichung
2. Differenzieren der logarithmierten Gleichung (Kettenregel!)
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IT) Implizite Differentiation
Gegeben implizite Funktionsgleichung: F(z,y) = 0.

1. Gliedweise Differentiation von F(z,y) = 0 nach z, wobei
y = y(z), d.h. y ist als Funktion von z anzusehen
(Kettenregel!)

2. Auflosung der differenzierten Gleichung nach 3’ = d—y

i

Spezialfall: Die Ableitung (f_l)/ der Umkehrfunktion g(z) = f~1(x)
ergibt sich aus

1

g (x) = (f_l(x))/ S @)

IIT) Ableitung einer Funktion in Parameterform (Polarkoordinaten)
Falls ¢ = z(t), y=y(t) gilt

Yy ==
T

Insbesondere fiir Polarkoordinaten
z=r1(p) cosp, y=r(p)sing; r=r(p) gegeben :

() sinp +r(p) cosp
V= 7(¢) cos — () sinp (2)

2.2.3 Das Differential und héhere Ableitungen

Differential einer Funktion y = f(z): |dy = f'(z)dx| — beschreibt
Zuwachs der Ordinate y auf der an der Stelle z errichteten Kurven-
tangente bei einer Anderung der Abszisse x um dzx.

Anmerkungen:
1) Die Ableitung einer Funktion kann als Quotient zweier Differentiale
aufgefaflt werden, namlich

dy Ay
'
f'(x) - lim0 e

d A
Dabei heifien d—y: Differentialquotient, A—y: Differenzenquotient.
T x
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2) Fir kleine Az ist dy ~ Ay bzw. j—g ~ % und der Differentialquo-
tient (= Ableitung) kann durch Differenzenquotient ersetzt werden (=

Niaherungsverfahren, z.B. zur Losung von Differentialgleichungen).

Berechnung von Mef}fehlern

Sei z¢ wahrer (unbekannter) Wert einer MeBgrofie und z (fehlerbehafte-
ter) Mefiwert. Bezeichnen
AZmax(> | — 29])  (geschétzter) absoluter Maximalfehler

T“‘la" relativer Mazimalfehler

x
TH“‘”‘ .100% prozentualer Mazximalfehler
x

Gesucht: Maximalfehler der Zielgrofie y = f(x).

Es gilt:

Aymax ~ dy ~ f/(x)Axmax-

Hohere Ableitungen

Wenn die Ableitung 3’ = f’(x) selbst eine differenzierbare Funktion
darstellt, so kann man durch nochmaliges Differenzieren die 2. Ablei-
tung von f(x) erhalten und zwar:

d d (dy d?y
"o i _ o _ 2 (%) .Y
yi=fe) = d:cf (z) dx (dx) S dx?

Wiederholtes Differenzieren liefert n-te Ableitung mit

d _ d (d*! ar
V= @) = ) = 2 () =

~dr \dzr1) T dzn

mn

d
wobei d—g Differentialquotient n-ter Ordnung.
x

2.3 Anwendungen der Differentiation
2.3.1 Untersuchung von Funktionen

I) Monotonie und relative Extremwerte

Satz 1. Sei y = f(x) differenzierbare Funktion auf dem Intervall I:
a) f'(x) > 0 auf I = f ist auf I monoton wachsend
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b) f'(z) <0 auf I = f ist auf I monoton fallend.
Gelten die Ungleichungen a) bzw. b) streng, so ist f streng monoton
wachsend bzw. fallend auf I.

Eine Funktion y = f(z) besitzt an der Stelle z( ein relatives Maxi-
mum (relatives Minimum) f(z(), wenn fiir alle alle z aus einer Umge-
bung von zq gilt

flwo) = f(x)  (baw. f(zo) < f(x)). (%)

Anmerkungen: Gelten die Ungleichungen (x) fur alle 2 € D(f), so
spricht man von absolutemm Maximum bzw. Minimum in zy. Maxima
und Minima werden oft als Extrema zusammengefaflt, die zugehorigen
y-Werte sind die Eztremwerte von f.

Notwendige Bedingung: Sei f eine auf dem offenen Intervall I differen-
zierbare Funktion:
In zg € I relatives Extremum = f'(zg) = 0.

Kandidaten fiir Extrema sind:
e Stationdre Punkte aus dem Innern von 1,

d.h. innere Punkte zq, wo f'(z¢) =0
e Randpunkte von I
e Punkte aus I, in denen f nicht differenzierbar ist.

Hinreichende Bedingung: Die Funktion y = f(x) besitzt an der Stelle x¢
ein relatives Extremum, wenn f'(xq) = 0 und f”(zo) # 0.

Fiir f”(xo) > 0 liegt ein relatives Minimum, fiiv f”(xz) < 0 ein relatives
Maximum vor.

IT) Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

Eine Funktion y = f(z) heifit konvex (bzw. konkav) im Intervall I,
wenn Vi, xe € I, VA € (0,1) gilt:

fQAz1 + (1= AN)az) S Af(z1) + (1= A)f(22)
(bzw. f(Az1 + (1= A)z2) = AMf(21) + (1 — A) f(22)).

Satz 2. Sei y = f(x) zweifach differenzierbare Funktion auf dem Inter-
vall I:
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a) f"(x) >0 auf I = f ist auf I konvex
b) f”(x) <0 auf I = f ist auf I konkav.

Kurvenpunkte, in denen y = f(x) das Kriimmungsverhalten &ndert,
heilen Wendepunkte. (Speziell werden Wendepunkte mit horizontaler
Tangente als Sattelpunkte bezeichnet.)

Notwendige Bedingung: In zy € I Wendepunkt = f”(xg) = 0.

Kandidaten fiir Wendepunkte sind:
e Punkte 29 € I, wo f"(zg) =0.
e Punkte aus I, wo f”(z) nicht existiert.

Hinreichende Bedingung: Die Funktion y = f(x) besitzt an der Stelle x¢
einen Wendepunkt, wenn f”(zg) = 0 und f"’(zq) # 0.

Allgemeines Kriterium fiir Extremwerte und Wendepunkte:

Sei f'(zo) = 0 und f(™ (o) die erste nichtverschwindende Ableitung:
f hat Extremwert in xy, wenn n gerade ist und zwar Minimum fir
f(xz9) > 0 bzw. Maximum fiirr (™ (zo) < 0. Ist n ungerade, so
besitzt die Funktion f in xq einen Sattelpunkt.

Anmerkung: Relative Extrema bzw. Wendepunkte kénnen auch nach-
gewiesen werden anhand des Vorzeichenwechsels der 1. bzw. 2. Ablei-
tung in der Umgebung der Stelle zq:
f(xo—¢) >0, f'(xo+¢) <0 = In z relatives Maximum
f(xo—¢e) <0, f'(xo+¢) >0 = In zg relatives Minimum
(g —¢) - f"(xo + €) <0 = In zy Wendepunkt,
wobel € > 0 jeweils eine (beliebige) hinreichend kleine reelle Zahl be-
zeichnet.

: . AT . .
Krimmung einer Kurve: « = lim — mit A7 — Winkel zwischen
As—0As

Tangenten in den Endpunkten des Bogenstiickes As.
Fiir zweifach differenzierbare Funktionen y = f(z) gilt:

2
1
o9 - (3)

) P
VAP I

wobei p den Kriummungsradius bezeichnet.
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2.3.2 TUnbestimmte Ausdriicke

Regel von L’Hospital: Sind f(z) und g(z) # 0 auf dem Intervall (a, b)

differenzierbare Funktionen, wobei ¢'(z) # 0, mit den Eigenschaften

a) f(z) — 0, g(x) — 0 oder f(z) — oo, g(x) — oo fiir x — z¢ € (a,b),
!

b) lim g,g)) = LeRU{—o0,00},
dann gilt:
m @ = lim f(z) (4)

w0 g(x)  +so ¢(2)

Entsprechendes gilt fiir einseitige Grenzwerte x " xg, = \, g und
T — 00, T — —O00.

2.3.3 Kurvendiskussion

Die Diskussion einer Funktion (Kurve) y = f(z) beinhaltet:

e Definitionsbereich von f; eventuell Wertebereich,

Symmetrie (gerade oder ungerade?)

NULLSTELLEN; Schnittpunkt mit y-Achse

Unstetigkeitsstellen, insbesondere POLE, vertikale Asymptoten
RELATIVE EXTREMWERTE (Maxima oder Minima?)
WENDEPUNKTE

Verhalten der Funktion fiir x — 4oo,

ASYMPTOTEN im Unendlichen

e SKIZZE (im geeigneten Mafistab)

2.3.4 Die Taylorsche Formel

Ziel: Moglichst gute Annéherung einer Funktion y = f(x) durch ein Poly-
nom P, (z), indem Funktionswerte und erste n Ableitungen von f(z) und
P, (z) im Punkt zy zusammenfallen.

Bezeichnen f(z) =: O (z).

Satz von Taylor: Sei f(x) auf [zg,z] n-mal stetig differenzierbar und
auf (zg,x) n + 1-mal differenzierbar. Dann gilt:

) (g
1y =3 T o s R ) Q

k=0
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— Taylorsche Formel mit dem Restglied [Lagrange]:

O (g + I(x — x0))

R, (z) = (1) (x —xo)" T, 9 €(0,1).

Anmerkungen: Das Restglied gibt den Fehler an, den man begeht,
wenn f(z) ersetzt wird durch das Taylor-Polynom

) (g
Put) =3 L) (o gy
k=0 ’

Abbruch der Formel (5) nach n-tem Glied (ohne Restglied) heifit auch
n-te Niherung P, (x) der Funktion y = f(z) in der Nihe von = = .

Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Sei f(z) auf [a, ] stetig
und auf (a,b) differenzierbar, dann existiert eine Stelle ¢ € (a,b), so daf§
gilt

TOZI@ _ g, ()

2.3.5 Naherungsweise Losung einer Gleichung

Ziel: Losung der Gleichung y = f(z) = 0 <= Bestimmung der Null-
stellen 2* von f: f(z*) =0.
Falls keine exakte Losung moglich = Néherungsverfahren.

I) Iterationsverfahren (allgemein)
Betrachten F(z) = :

0) Wahl des Startwerts xg
1) 1. Naherung z;1 = F(x0)
2) 2. Naherung z3 = F(z1)
usw.
Allgemeine Iterationsvorschrift: =, = F(x,—-1), n > 1.
Abbruch des Verfahrens, wenn

|z, —2*| <e oder |F(z,)— F(z*)<é

mit vorgegebenen Genauigkeiten € > 0 bzw. £ > 0.
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IT) Newton-Verfahren:

Iterationsvorschrift:
f(mnfl)
xnzxnfl—m, n:1,2,... (7)
Die Konvergenz der Folge der Naherungwerte xq,xs,...,T, gegen die

exakte Losung x* ist garantiert, wenn im Intervall [a,b], in dem alle
Naherungswerte liegen sollen, gilt

@) ()
= ‘ /(@)

(hinreichende Konvergenzbedingung).
Als Startwert xo geeignet sind Werte, wo die hinreichende Konver-
genzbedingung (+) moglichst erfiillt ist. Ungeeignet sind Werte mit

f/(fE()) ~ 0

<1 (+)

2.3.6 Splines

Gegeben n + 1 Stitzpunkte P; = (z;,y;), 1 =0,1,...n, mit
o< X1 <...Tp-

Eine auf [zg,z,] definierte Funktion s = s(x) heiit Spline-Funktion
vom Grade k durch diese Punkte, wenn gilt:
i) s(z)=wy;, i=0,1,....,n
il)  s(z) ist (k — 1)-mal stetig differenzierbar (k = 1: stetig)
iii)  s(z) ist in jedem Teilintervall [z;, x;11] ein Polynom
vom Grade k

Kubische Splines (k = 3)

Ansatz: Betrachten n Polynome 3.Grades

si() =y +bi(x —x;) +ci(x —x) > + di(w — 2;)3, i =0,1,...,n— 1
mit b;, ¢;, d; noch unbekannten Koeffzienten.

Setzen

s(x) = si(x), fallsz; <z <z, 1=0,1,...n—1
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Die n — 1 Unbekannten ¢;, ¢ = 1,2,...,n — 1, ergeben sich bei beliebig
vorgegebenen ¢y, c, € IR als eindeutige Losung des folgenden linearen
Gleichungssystems

Yie1r —Yi  Yi —Yi-1

hi—1¢i—1 + 2(hi—1 + hi)c; + hiciy1 =3 — ;
h; hi—1

i=1,2,...,n—1, wobeih; = x;41 — ;.

Die restlichen Unbekannten ergeben sich dann aus

Ci+1 — G .
di = ——, =0,1,...,n—1,
3h; 7 n

b Yirl =i 2t cin

; " g hi =011

Anmerkungen: Liegen keine weiteren Bedingungen vor, wihlt man
oft ¢co = ¢, = 0 — natiirliche Spline-Funktion. Es 148t sich zeigen, dafl
ihre summarische Krimmung von allen zweimal stetig diffenzierbaren
Funktionen durch die Punkte P; minimal ist.
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2.4 Integration
2.4.1 Bestimmte und unbestimmte Integrale

Sei f(z) eine auf dem Intervall [a,b] definierte, beschrénkte Funktion,
die an hochstens endlich vielen Stellen nicht stetig ist (stickweise stetige

Funktion).
Zerlegen [a,b] in n Teilintervalle [z;_1, ;] mit
a =290 <21 < Xy < ... < Tp_1 < x, = b, wihlen Zwischenpunkte

& € [xi—1,2;] und berechnen
Zy = Z f(&) Az;,  wobel Az = — ;1
i=1

(Riemannsche Zwischensumme).

Der Grenzwert
lim "~ £(&) Az
i=1
heifit, falls er existiert und zwar bei max;<;<,Az; — 0 und beliebiger
Wahl von §; € [x;-1,2;], (i = 1,2,...,n), bestimmtes Integral der

Funktion f(x) in den Grenzen von x = a bis # = b und wird gekenn-
zeichnet durch das Symbol

b
/ f(z)dz.

Elementare Integrationsregeln

Seien f(z), g(x) stiickweise stetige Funktionen auf [a, b]:

(1) /bf(x)dHC: —/af(w)dx
a b

b b b
(2) / lof (@) + Bg(x)] dz = a / f(2)do + 8 / g(2) dz (@, B € R)
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b

(3) /EWMijqu+ifum$<angw

a

b

b
(4) ﬂ@gg@%ﬁ/fwmxé/ﬂw¢v

a

Insbesondere folgt aus m < f(z) < M, Vx € [a, D]
b
m(b—a) < /f(m)dac <M (b—a).

Eine auf dem Intervall I differenzierbare Funktion F' heifit Stammfunk-
tion von f, wenn gilt F'(z) = f(z) fir alle z € I.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung;:
Sei f eine auf I stetige Funktion, a,b € I. Dann gilt:
a) (Existenz von Stammfunktionen) Die durch

F,(x) ::/f(t)dt (x el

definierte IntZgralfunktion ist eine Stammfunktion von f, d.h.
dif@ﬁ = f(a)
dx N '

Jede andere Stammfunktion von f hat die Form
F(z)=F,(x)+C, CEeR.
b) (Integralberechnung) Mit einer beliebigen Stammfunktion F von f gilt

b
/f(a:) dz = F(z) |} = F(b) — F(a).

Die Menge aller Stammfunktionen von f(x) wird unbestimmtes Inte-
gral genannt und symbolisiert mit

/f(a?) dx.
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Offenbar gilt
/f(.’I})d.%‘:F(Z‘)—‘rC7 CeR
mit irgendeiner Stammfunktion F(z), d.h. F'(z) = f(x).

Ausgewihlte Grundintegrale

f(x) ) [ f(x)dx Bemerkungen
I’n m fEn+1 + C n # 71
1
= In|z|+C x#0
T
e” e +C
sin x —cosz + C
cos ¥ sinz + C
1 T
5 tanx + C r# —+km keZ
cos® x 2
1
\/ﬁ arCSinl‘—l—C ‘$| < 1
-z
1
1722 arctanx + C
sinh z coshz +C
cosh x sinhxz +C

Mittelwertsatz der Integralrechnung: Wenn f(z) stetig auf [a, b]
ist, existiert eine Stelle u € (a,b) mit

fw == [ f@)d Q
Der Wert m = f(u) heifit Mittelwert der Funktion f(z) auf [a,b].

2.4.2 Integrationsmethoden

Voraussetzung: Funktionen stetig, gegebenenfalls differenzierbar
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0) Linearitét
[lar@)+ sg@)dz=a [ f@)de+5 [ g@)de (@5eR)

1) Partielle Integration

/u(x) V' (z) dx = u(z) v(x) — /u/(x) v(z) dz

bzw.
b

/ (@) o' (z) dz = ulz) v(z) |2 — /b o (@) v(z) da.

a

2) Substitutionsmethode

/ f(9(x)) ¢/ () dw = F(g(x)) + C

mit F Stammfunktion von f bzw.

b ©]
/ F(9(2)) () do = / f(t)dt = Fg(b)) — Flg(a)).

g(a)

2.4.3 Integration rationaler Funktionen

A. Partialbruchzerlegung

P, :
Sei R(x) = ((xi echt gebrochen rationale Funktion, d.h. Grad m von
n(
P, (z) < Grad n von Q,(x).

1. Schritt: Faktorzerlegung von Q, ()

Qn(z) =clz — b)) (x—bo)*2 ... (= b)) qu(a)r ... ge(x)e
b; : paarweise verschiedene reelle Nullstellen
k; Vielfachheit dieser Nullstellen

gj(x) 1 quadratische Polynome, die keine reellen Nullstellen haben
l;: Vielfachheit dieser Terme
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(ki+ka+...+k+l+...4+1s=n)

2. Schritt: Partialbruchansatz

In Faktorzerlegung Ansatz
von Qn(x)
. Ay Az Ap
k
Linearfaktor (I*b) x_b+m++m
B Ci B C B +C
quadratischer Faktor ¢(z)! 1wt G 27 +2 S Lt . d
q(x) q(x) q(x)
mit unbekannten Koeffizienten A;, B;,C; € R =
Pr, . I
(%) (z) = Summe aller dieser Partialbriche.
@n(z)

3. Schritt: Koeffizientenvergleich

Multiplikation von (%) mit @, (z) =

Bestimmungsgleichungen fiir A;, B;, C;: Gleichsetzen der Koeffizienten
entsprechender z-Potenzen links und rechts: Koeffizientenvergleich =
lineares Gleichungssystem fiir Koeffizienten A;, B;, C; = Losen!

B. Integration

Sei R(z) gebrochen rationale Funktion.
I) FALLS f(x) unecht gebrochen: Polynomdivision =

P, (x)
Qn(z)’

wobei g(z) Polynom und m < n.
SONST: g(x) = 0.

R() = g(w) +

P; .
II) Partialbruchzerlegung von n(2) [siehe A.]

Qn ()
III) Integration von g(z) und der Partialbriiche.
Dabei gilt:
/ do =In|z—a|l+C
r—a
dx 1 1

=— C (k>1

/(:vfa)k kfl(zfa)kfl—i_ (k>1)
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Weiter bei p? —4¢ < 0

arctan

/ dv 2 2tp
?tpr+q  \fdg—p? Vg —p?

axr +b a ap dx
————dz = —In|a? (b——)/i

/ dx _ 2r +p n
(22 +pr+q)*  (k—1)(4g — p?)(2® + px +q)+!

2(2k — 3) da
* (k —1)(4q — p?) / (22 +px + q)k~!

(k>1)

/ ar +b do — — a n
(@2 +pr+qF " 2k —1)(2? +pr+q)k!

+(b_a2p)/(:v2+zz+q)k (k> 1).

V) / R(x) dz = Summe der Teilintegrale.

C. Integration zusammengesetzter (rationaler) Funktionen

a) Integration von / R(e**) dx, wobei R rationale Funktion

1
Substitution: e** =t = dz = o dt, d.h.
a

/R(e‘”) dx = /R(t)%dt

= Partialbruchzerlegung!

b) /R(sin x,cosx) dx
Substitution: z = 2arctant =

2dt . 2t 1—t2

d :7’ :7’ = —
T 112 sinx 112 cos T 112

— Einsetzen = Partialbruchzerlegung!
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2.4.4 Uneigentliche Integrale

Falls eine Funktion f(z) unbeschrankt auf dem Intervall I oder das In-
tervall selbst unendlich ist, existiert das bestimmte Integral nicht. Wir
betrachten im folgenden diese Falle.

Die Funktion f(z) sei auf dem Intervall [a,b) definiert und auf jedem
Teilintervall [a, c], ¢ < b, stiickweise stetig, b € RU{oo}. Der Grenzwert

/bf(m)dx = li;r})/cf(x)dm

bzw.]of(x)dx = lim / f(z)dw

c——+00

heifit uneigentliches Integral.
Man sagt, ein uneigentliches Integral konvergiert (bzw. divergiert), wenn
der Grenzwert existiert (bzw. nicht existiert).

Analoge Definition fiir untere Grenzen. Weiterhin
/ f(z)dx := / f(m)dx—i—/f(x)da?:

= lim f(z)dz+ lim | f(x)dz.

Die beiden Grenzwerte sind unabhdngig voneinander zu bestimmen. Nur

wenn beide existieren, konvergiert das uneigentliche Integral.
Anmerkung: Wird im letzten Fall beim Grenziibergang |u| = |v| — oo

gesetzt, spricht man vom Cauchy-Hauptwert des Integrals.

Analoge Definitionen fiir die Integration iiber Stellen, wo der Integrand

unbeschrénkt wird.
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2.5 Anwendungen der Integration
2.5.1 Einige Anwendungen
1. Flacheninhalt A

39

Flécheninhalt zwischen 2 Kurven y = f(z) und y = g(x), a < & < b, mit

f(x) < g(x):

<A=/mw—fumm

a

2. Bogenlinge s eines ebenen Kurvenstiicks

Sei y = f(x), = € [a,b], stetig differenzierbar:
b b
s :/\/lJr [f’(m)]de:/\/lerQdo:

3. Volumen V eines Rotationskorpers

Bei Rotation von y = f(z), a <z < b, um die z-Achse:

b
V:w/fQ(m)dx

Bei Rotation von = g(y), ¢ <y < d, um die y-Achse:

d

V:ﬂ/g2(y)dy

(&

4. Mantelfliche M eines Rotationskorpers

Bei Rotation von y = f(z), a <z < b, um die z-Achse:

b

M =2 [ )T @ de

a

(9)

(10)
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Bei Rotation von x = g(y), ¢ <y < d, um die y-Achse:

d

M = 27r/g(y) L+ [g'(y)]? dy

C

5. Schwerpunkt (xg,ys) einer (homogenen) Fléche

Sei Fliache berandet von den Kurven y = f(z) und y = g(z), a <z < b,
mit f(x) < g(x):

g = —/ x)] dz

ys = 2A/ )] da, (13)

wobei A — Flacheninhalt der Fliche.

6. Arbeit W eines Gases

Bezeichnen p Druck, V' Volumen und V; bzw. V5 Anfangs- bzw. End-
volumen, wobei p = p(V):

Vs
W= [ p(V)dV (14)
/

Andere Kurvendarstellungen:

a) Polarkoordinaten: r = r(¢), a < p < =
B
1

VI (@R +[r(e)]? de

zu 1

l\D\’—‘

zu 2. s =

Pt —
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B
zu 3. V=m /r2(g0) sin? o [ (p) cos p — () sin @] dyp

B8
a4 M=o / () sin ol VI @ + r(@)P d

b) Parameterform: = = z(t), y = y(t), a <t < =

B
mi A= / ()i(t) — )y (®)] dt

B
2. s:/\/[:'c(t)]2+[y'(t)]2dt

[0

8
zu 3. V=m /yQ(t):t(t) dt

B
md. M=z [y VEOP T GOFd

2.5.2 Numerische Integrationsmethoden

Gegeben stetige Funktion y = f(x), a <2 <b, f(z) > 0.
Wiéhlen n — Anzahl der Teilintervalle (Feinheit der Diskretisierung).

e Trapezregel
/ 1
/f(m)dx% |:2(y0+yn)+y1 +yz+ ...+ Yn-1| h,

h—
wobei h = iy = fla+kh), k=0,1,...,n.
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e Simpsonregel
Gerade Anzahl von Intervallen, d.h. n = 2m

b
/ F(@) da & [(go + yom) + 451 + 3+ - . + Yomer) +

a

h
+2(y2 +yat o yam-2)l 3,
wobei h = — 2. yo = fla+kh), k=0,1,...,2m.
2m
Fehlerabschatzungen

Bezeichnen mit

I/bf(:c)dz

und I,, die Ergebnisse der obigen Regeln. Dann gilt fiir die

b-a, K2 max |f(z)]
z€la,b]

b—a
Rt 4)
180 Jmax [f()]

Trapezregel I -1, <

Simpsonregel |I — I,,| <
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3 Lineare Algebra und Geometrie

3.1 Matrizen und Determinanten
3.1.1 Definition und Spezialfille von Matrizen

Matrix vom Typ (m,n): rechteckiges Zahlenschema aus m waagerecht
angeordneten Zeilen und n senkrecht angeordneten Spalten, d.h.

ai1 a2 N a1k N A1n,

a1 a2 e azf e a2n
A =

[¢751 a;9 SR [e73 [N in

Aml Am2 -.- AOmk .. Qmn

Dabei bezeichnen
a;r € R:  Matrixelemente (Komponenten)

i=1,2,....m, k=1,2,...,n)
i Zeilenindex
k: Spaltenindex
Schreibweisen fiir Matrizen: A, (aix), (@it)(m,n)

Spezialfalle
1) (n-reihige) quadratische Matrix:
Falls m = n, d.h. Zeilenzahl = Spaltenzahl
2) a) Spaltenvektor: Matrix vom Typ (m, 1), d.h.

a
- az
a =
(€277
b) Zeilenvektor: Matrix vom Typ (1,n), d.h.
a= (al,ag,...,an)

w
=

Nullmatriz O: Matrix, wo jedes Element = 0
4)  transponierte Matriz AT: Matrix, die man erhilt, wenn man
in A Zeilen und Spalten vertauscht, d.h. a, = ay; Vi, k
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Spezielle quadratische Matrizen
A) (n-reihige) Einheitsmatrix E = (0;), wobei
o — { 1 fir i=k
TV 0 fir i£k
B)  Dreiecksmatriz: Alle Elements ober- oder unterhalb
der Hauptdiagonale = 0:

(Kronecker-Symbol)

ail 0 N 0 aj; a1 ... Qip

a1 a22 ... 0 b 0 a2 ... Q2
ZW

an1  ap2 Ann 0 0 Qnn

untere Dreiecksmatrix obere Dreiecksmatrix

C) Symmetrische Matrix: A = AT dh. ay =ap; Vi,k=1,...,n
D)  Schiefsymmetrische Matrix: A = —AT.

3.1.2 Rechenoperationen fiir Matrizen

Zwei Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) vom gleichen Typ (m,n) heiflen
gleich: A = B, wenn a;, = by, Vi, k.

I) Addition und Subtraktion

Zwei Matrizen A = (a;x) und B = (b;,) vom gleichen Typ (m,n) wer-
den addiert bzw. subtrahiert, indem die entsprechenden gleichstelligen
Matrixelemente addiert bzw. subtrahiert werden:
Summe: C=A+B=(¢) mitcy = aj+ b,
Differenz: D =A— B = (d;) mitdy = ajr — b,
i=1,....m, k=1,...,n.
Offenbar gilt fiir beliebige Matrizen
A+B=B+A (Kommutativgesetz)
(A+B)+C=A+4+(B+C) (Assoziativgesetz)

IT) Multiplikation mit Skalar

Eine Matrix A = (a;) wird mit einem Skalar A € R multipliziert, indem
jedes Matrixelement mit A multipliziert wird: AA = (A - a;,) Vi, k.
Dabei gilt fiir beliebige Matrizen und A, p € R
ApA) = (Ap)A (Assoziativgesetz);
A+ p)A = XA+ pA,
AMA+ B) =AXA+ AB (Distributivgesetze)
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ITI) Multiplikation von Matrizen

Sei A = (a;) eine Matrix vom Typ (m,n) und B = (b;;) eine Matrix
vom Typ (n,p). Dann heifit die Matrix C = AB = (¢i), i =1,...,m,
k=1,...,p mit

n
Cikk = E aijbjk
i=1

das Produkt der Matrizen A und B.

Anmerkungen: Die Produktbildung ist nur moglich, wenn die Spal-
tenzahl von A mit der Zeilenzahl von B iibereinstimmt (” verkettete Ma-
trizen” ). Das Matrixprodukt AB ist vom Typ (m, p).

Nun gilt
AB # BA (im Allgemeinen!) nicht kommutativ
A(BC) = (AB)C (Assoziativgesetz)
A(B+C)=AB+ AC (Distributivgesetz)
AO=0A=0
AE=FA=A
(AB)T = BT AT

3.1.3 Determinanten

Die Determinante einer n-reihigen quadratischen Matrix A = (a;;) ist
eine Zahl, die nach bestimmter Vorschrift berechnet wird:

aixz aiz ... Qain

|A| — det A — az1 Q22 ... Q2 — Z(—1)601i10212 e G,
apl  An2 Apn

wobei i1, 1s,...,1, alle moglichen Permutationen von 1,2,...,n und 9

Anzahl der Indexvertauschungen.

Spezialfalle:

a1l ai2

= a11G22 — 4120217
a21 ag2
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a1l a2 G013
a1 Q22 Q23 = (11022033 + 012023031 + A13021032 —
asz1 azz ass

—a13G22G31 — 011023032 — 12421433

Einige Eigenschaften

Seien A, B quadratische Matrizen
4] = |AT]

o |AB| = |A||B|

e A = (a;;) n-reihige Dreiecksmatrix:

n
|A| = anage ... apn = ] @i

i=1
Insbesondere: |[E| =1, |O]=0.

3.1.4 Inverse Matrizen

Eine n-reihige, quadratische Matrix A heifit reguldr, wenn |A| # 0 bzw.
singuldr, wenn |A| = 0.

Gibt es zu einer n-reihigen, quadratischen Matrix A eine Matrix X mit
AX = XA = FE, so heifit X die zu A inverse Matrix und wird be-
zeichnet: X = A~1.

Es gilt:

e A besitzt inverse Matrix <= A regulr.

o Inverse Matrix A~! ist eindeutig bestimmt.

o Besitzt A inverse Matrix A~!, so nennt man A invertierbar =
AA ' =A"1A=E (Probe!)

3.2 Lineare Gleichungssysteme
3.2.1 Vorbetrachtungen

Lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten
(kurz: lineares (m,n)-System):

a11r1 + aexe + ...+ a1pnT, = b1
a21T1 + A22%2 + ...+ Aonxy = bo (%)
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Bezeichnen
T b
air a2 a1n 1 bl
T2 2
a21 a2 az - 7
A= T, Z= , b=
Am1l Am2 - Gmn T b

Dann ist (%) in Matrixschreibweise: ().

Lésung: Spaltenvektor(en) Z, die (x) bzw. (xx) erfiillen.

Das lineare Gleichungssystem (x) heifit homogen, wenn
0

b=0:= : m
0 Zeilen
Andernfalls heifit (x) inhomogen.

Speziell fiur m = n: Cramersche Regel:

| Ak | .
xkzm, k=1,....n mit
ayy ... Qip—1 b1 aigyr ... a1,
\Ak\ _ a1 ... Ggp—1 b2 a2k4+1 ... QA2p
an1 Ank—1 bn Ank+1 (27979
T
k-te Spalte
Allgemein
Losung von (x) bleibt unverdndert bei elementaren (Zeilen-) Umfor-

mungen:
1.  Vertauschen zweier Zeilen
2. Multiplikation der Elemente einer Zeile mit Faktor A # 0
3. Addition eines Vielfachen einer anderen Zeile zu einer Zeile
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Ziel: Uberfithrung der Matrix A vom Typ (m,n) mittels elementarer
Umformungen in Trapezform = aquivalente Matrix :

117 (1 13 ... O1p ... O1n
0 Q22 (23 ... G2y ... Q2p
0 0 33 ... Q3p ... Q3pn
. T
. : Zeilen
AT = 0 0 0 Oy Qyp
0 0 0 0 0
. . . . . m - T‘
. . . . . Zeil
0 0 0 ... 0 .. 0 eren

Rang der Matrix A = r(A) = r: Anzahl der Zeilen in Trapezform, die
nicht nur 0 enthalten.

3.2.2 Der Gauflsche Algorithmus

Zwecks Losung des linearen Gleichungssystems (x) betrachtet man er-
weiterte Koeffizientenmatrix

a1 a2 ... Qip | by

- a1 @22 ... Q2pn bo
(Alb) = .

Aml Am2 - Qmn | bm

Gauflscher Algorithmus (Allgemeines Schema):

1. Mittels elementarer (Zeilen-)Umformungen wird die erweiterte Koef-

-

fizientenmarix (Alb) auf die ranggleiche Matrix in Trapezform {iberfithrt:
A= A% (A]p) = (A*[bY).

2. Das lineare Gleichungssystem liegt nun in gestaffelter Form A*Z = b*

vor und 148t sich — falls es l6sbar ist — von unten nach oben sukzessiv

16sen.

Konkret zu 1.
1.0. (Eventuell Multiplikation von Zeile(n) mit Faktor)
1.1. Leitelement a;; # 0 wihlen = Leitzeile (x) fixiert
1.2. Leitelement x Faktor + andere Zeile so, daf} in Spalte des
Leitelements alles Null wird = neuer Block
1.3. Falls noch keine Trapezform = 1.0.
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3.2.3 Losungsverhalten eines linearen Gleichungssystems

Gegeben lincares (m,n)-System AZ = b:

r(A) = r(Alp) =r:
a) r =mn: genau eine Losung
oder b) 7 < n: unendlich viele Losungen mit n — r Parametern

r(A) < r(A|b): keine Lésung
Anmerkungen:
1) Der Fall r(A) < r(A|b) tritt beim GauBschen Algorithmus auf, wenn
die letzte Zeile, die nicht nur aus Nullen besteht, nur in der Spalte der
freien Glieder ein Element # 0 enthalt, d.h.
0 0 ... 0]x+#0
2) Bei homogenen linearen Gleichungssystemen gilt stets r(A) = r(A|b),
d.h. sie sind immer 16sbar — eine oder unendlich viele Losungen. Besitzt
es einzige Losung, dann nur die triviale Losung: & = (0,0,...,0)7.
3) Ein lineares (n,n)-System ist eindeutig 16sbar <= r(A4) =n
— |A| #£0 < A~ ! existiert: &= A"'b.

3.3 Vektorrechnung und analytische Geometrie

3.3.1 Darstellung von Vektoren

(Geometrischer)Vektor @ =P(Q): Parallelverschiebung, die Punkt P in
Punkt @ des (Anschauungs-)Raumes iiberfiihrt.

Jeder Vektor @ ist eindeutig bestimmt durch Lange (= Betrag |@|) und
Richtung.

Arten von Vektoren:

e gebundene Vektoren: fester Angriffspunkt

e linienfliichtige Vektoren: entlang einer Gerade verschiebbar
e freie Vektoren: beliebig im Raum verschiebbar

Spezielle Vektoren:

o Nullvektor 0 :];3

e entgegengesetzter (inverser) Vektor —d@ =QP
e Einheitsvektor €: |é] =1
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Rechenoperationen

e Zwei Vektoren @ und b heifien gleich: ad = b, wenn sie in Betrag und
Richtung tuibereinstimmen.
e Addition: Seien @ =PQ, b =QR:
Summe: &= d+b=PR
e Multiplikation mit Skalar:
a>0: «ad- a-faches von @

a<0: ad=—(lald)
—_— alﬂ
Ortsvektor: @ =0OA= | a,
Qaz

mit (ag, ay, a,) — kartesische Koordinaten von A =
Jedem Vektor im Raum entspricht ein Spaltenvektor vom Typ (3,1) (oder
ein Zeilenvektor vom Typ (1,3)).

Vektor durch Punkte A = (az,ay,a.), B = (by, by, b.):

. by — ay
AB= by — ay
b, —a,

3.3.2 Vektorraum und lineare Abhangigkeit

Eine Menge V' # 0, in der man zu je zwei Elementen EL’,g € V eine
Summe @ + b € V und zu jedem Element @ € V das A-fache (A € R)
Ad € V bilden kann, heift Vektorraum (iiber R), wenn folgende 8

Aziome erfiillt_sind:
1° d+b=b+a (kommutativ)

-

2 (G+b)+é=a+ (b+7) (assoziativ)
3° 30 (Nullvektor): @+ 0 =d
4° 3(—d)eV:d+(-a)=0

5° ld=da

6°  A(pd) = (Au)a

70 M@+b) =M+

8 A+ pd=Ad+ pud
jeweils fiir beliebige @, 57 ceVund A\, p € R.
Vektoren: Elemente des Vektorraums V.



3.3 Vektorrechnung 51

Statt @+ (—b) schreibt man @ — b (Differenz).

ai

as
Beispiel: R" :={d: d = . , a;€R,i=1,...,n}.

an
(n-dimensionaler Euklidischer Raum)

Die Vektoren dq,ds,...d, € V heilen linear abhingig, wenn reelle
Zahlen A1, Mg, ... A, (A2 + 22+ ...+ )2 > 0) existieren, so daf}

M@y + Aoz + ... + Apdn = 0. (1)
Gilt (1) nur fir Ay = Ao = ... = X\, = 0, so heiflen die Vektoren
ay,ds, . ..,d, linear unabhingig.

Der Vektor b stellt Linearkombination von ay,ds, ..., a, dar, wenn

5205151-1-0425:24—...4—04”5”, aeR,i=1,...,n. (2)
Die Vektoren dy,ds,...,d, € V bilden Basis des Vektorraums V', wenn
1) @i, ds, . .., dy, linear unabhéngig
2) Jeder Vektor b € V' Linearkombination von @y, s, - . . , @y

Dimension des Vektorraums V' (= dimV): maximale Anzahl linear
unabhéangiger Vektoren.

Folglich: Falls dim V' = n, so bilden beliebige n linear unabhéngige
Vektoren eine Basis.

Speziell: Einheitsvektoren

1 0 0
er=| 0], &= 1], &=10
0 0 1

bilden orthonormierte Basis in R, d.h. sie stehen jeweils senkrecht
aufeinander und ihre Lénge betragt 1.

3.3.3 Operationen mit Vektoren

Seien @ = (a1, az,a3)’, b= (b1,ba,b3)T, &= (c1,c2,c3)T € R3.
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I) Skalarprodukt

e (geometrisch)  @-b = |@|[b] cos ¢ (+)
mit ¢ eingeschlossenem Winkel zwischen @ und b
O<p<m)

e (algebraisch) @ - b= ayby + asby + asbs (++)

Rechenregeln:

e G-a=|a?=:a>>0, fallsda#0

o ab=b-d

e (\@)-b=A@-b), (AeR)

o G- (b+d=a-b+a-c

Einige Anwendungen
1) Léange eines Vektors a:

@l = \Ja? + a3 + 3. 3)

2) Winkel zwischen Vektoren @ und b:

1

_ aby + azbs + azbs
Va2 + a3 + a2\/b? + b3 + b3

Ql

cosp =

SRS

a

|
Speziell: Glbe—db=0

3) Projektion eines Vektors b auf Vektor a:

- ab\ .
ba— <|(_i|2> a.

4) Richtungswinkel zwischen Vektor und den Koordinatenachsen (Rich-
tungskosinus) o := /(€1,d), B := L(é3,d), v:= L(€3,Q):

(5)

as
cosSY = —r

lal’

aj
cosa = —, cosf3=

|d
Offenbar gilt

@a

cos® a4 cos® B + cos® y = 1.
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IT) Vektorprodukt

e (geometrisch) ¢&=a x b, wenn

a) [el = |al|B] sin )
(¢ eingeschlossener Winkel zwischen @ und b)
b) & steht senkrecht auf @ und b
c) da, b, & bilden Rechtssystem
€1 €2 €3
e (algebraisch)  a x b=|a; as as
bi by b3
Rechenregeln:
o dxb=-bxi
e (M@ xb=2A@xb), (AeR)
o (G+b)xé=axi+bxC

Anwendungen: Flacheninhalt des von a, b aufgespannten

Parallelogramms A = |@ x b|
1

bzw. Dreiecks A= §|Ei X I_;|
Speziell: @xb=0<a| b

III) Spatprodukt

. . ay ag as
[Eﬂ)é] = (d’ X b) -C= bl b2 b3
C1 C2 C3

Anwendung: Volumen des von a, 5, ¢ aufgespannten
Parallelepipeds (Spat) V' = [abd.
Speziell: [Eil;E] =0 < @,b, komplanar.

Mehrfache Produkte

Zerlegungssatz
(Zerlegung

53
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3.3.4 Kartesische Koordinatentransformationen

Urspriingliches (x, y)-Koordinatensystems wird transformiert in (z’,y')-
Koordinatensystem. Bezeichnen die entsprechenden Koordinaten in den
Systemen mit

I. Parallelverschiebung des Koordinatensystems

Seien ¥y = (w0,%0)? Koordinaten des Koordinatenursprungs O’ des
z',1'-Systems bezliglich des z,y-Systems. Dann gilt:

=/

T==Tg+ 2 bzw. ¥ =7 — 1.

II. Drehung des Koordinatensystems

Sei ¢ Drehwinkel:

= A7  mit A= S¥ sne
—sing cosy

bzw. die inverse Transformation

FoAly  omit Al P Tsing
sin ¢ Cos ¢

ITI. Parallelverschiebung und Drehung

Ein z,y-Koordinatensystem wird um #y = (29,%0)7 in ein 2/, y’-Ko-
ordinatensystem verschoben und anschlielend um den Winkel ¢ in ein

2", y""-Koordinatensystem gedreht. Man erhélt fiir die Koordinaten 7/ =
(:C” y//)T

7 = AT - 7o)
oder in Koordinatenschreibweise

(2 — o) cos o + (y — yo) sin g

.T/, —
y" =—(x —z0)sinp + (y — yo) cos
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3.3.5 Geraden und Ebenen

I a) Geraden im Raum
Gegeben Punkte Pj(z1,y1,21) (fest) und P(x,y, z) (beliebig) und Rich-
tung @ der Geraden g: Bezeichnen 71 =OP;, ¥ =0OP

r=r+td, teR (Parametergleichung). (6)

Abstand d zwischen einem Punkt @ und der Geraden g:

d= W mit 7 =0Q . (7)
Lage zweier Geraden: g1 : ¥=71 +1tdy, ¢go: 7 =72+ sds, s,t € R
e gleich: > 1 Schnittpunkt
e cinziger Schnittpunkt
(Schnittwinkel = Winkel zwischen @; und as)
parallel S dl || @y & dp = A

windschief } kein Schnittpunkt \, sonst

I b) Geraden in der Ebene
Gegeben Gerade g mit Punkten P(z,y) € g:

Az +By+C=0 (A>+B*>0) (implizite Gleichung).
Falls B # 0 =
y=mz+b (explizite Gleichung),

wobei m Anstieg und b Schnittpunkt mit y-Achse der Geraden g.
Falls Py (x1,y1), Pa(22,y2) € g (feste Punkte):

Y—Uy _ Y2 — Y1

(Zweipunkte-Gleichung).
xr — I Xo — I

Falls 7% = (cos ¢, sin @) (normierter Normalenvektor) :

O.f=p (Hessesche Normalform)

7
mit p Abstand vom Ursprung 0 bzw. in Koordinatenschreibweise

zcose +ysing —p = 0.
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IT) Ebenen
Gegeben Punkte Pj(z1,y1,21) (fest) und P(x,y, z) (beliebig) und Rich-
tungsvektoren @ H/l_; in der Ebene E: Bezeichnen 7y =OP, ¥ =0OP

F=7 +si+th, stelR (Parametergleichung). (8)
Sei it = @ x b= (A, B,C)T (Normalenvektor der Ebene) und 7i® = iTﬂ|
il

(normierter Normalenvektor) =
7o’ —p=0 (Hessesche Normalform), (9)

P D
+[id|  +VA2 + B2+ C?
Ax+By+Cz—D _0
+VA? + B2+ C? ’

wobei Vorzeichen £ so gewéhlt wird, dal p > 0 (p =Abstand vom Ko-
ordinatenursprung).

bzw. in Koordinatenschreibweise

mit p =

Abstand d eines Punktes Py(xo,yo, 20) von Ebene E:
Bezeichnen 7y =0 P

d=|r- i’ —pl|. (10)

Lage zweier Ebenen:
Fy: Ayx+Biy+Ciz=D,
Ey: Asx + Bgy + Coz = Dy
—> Losen des Gleichungssystems
e gleich: Losung mit 2 Parametern
e Schnitt in einer Geraden: Lisung mit 1 Parameter
(Schnittwinkel = Winkel zwischen Normalenvektoren 7; und #is)
e parallel: keine Losung

3.3.6 Kurven und Flachen 2. Ordnung

A) In der Ebene
Gleichung mit 2 Unbekannten F(xz,y) = 0 beschreibt Kurve.
1. Az+By+C=0 : Gerade (siehe oben)
2. Ax?> +2Baxy+Cy?’+Dx+Ey+F =0
: Kurve 2. Ordnung (Kegelschnitte)
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Dabei gilt

>0 fiir Ellipsen
§:=AC —B?*={ =0 fiir Parabeln
< 0 fiir Hyperbeln

Falls sich der Kegelschnitt nicht in achsenparalleler Lage (B = 0) befin-
det, kann das gemischt-quadratische Glied durch eine Drehung des Koor-
dinatensystems zum Verschwinden gebracht werden. Der entsprechende
Drehwinkel ¢ ergibt sich aus

2B

tan 2%0 = m

Die linearen Glieder kénnen danach durch eine Parallelverschiebung (mit-
tels quadratischer Erginzung) eliminiert werden und man erhalt die
kanonische Gleichung des Kegelschnitts, d.h. die Normalform in Mit-
telpunktslage.

B) Im Raum
Gleichung mit 3 Unbekannten F'(x,y, z) = 0 beschreibt Fliche.
1. Az+By+Cz+D=0 Ebene (siehe oben)

2. z,y,z quadratisch Flache 2. Ordnung



3.3.7. Vektorielle analytische Geometrie der Ebene und des Raumes
3.3.7.1. Wiederholung Zahlen und Korper:
»Was ist eine Zahl?* — In der Schule lernt man gewisse Mengen von Zahlen kennen.
N={0,1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen
7={...,-2,-1,0,1,2,...} Menge der ganzen Zahlen
Q={p/q | p,qeZ,q#0} Menge der rationalen Zahlen (Briiche)
I=Menge der irrationalen Zahlen, z.B. V2
R=QuI Menge der reellen Zahlen
C={a+i*b | a,beR mit i>=-1} Menge der komplexen Zahlen

Ferner haben wir in der Schule gelernt, innerhalb gewisser dieser Zahlenbereiche zu rechnen.
Eine Auswahl der ,,Rechengesetze* ist folgende:

Es sei F eine der Mengen Q, R, C. Dann gilt
F1: Rechengesetz: zu bel. a,beF gibt es genau ein Element ,,a+b* in F,
genannt Summe von a und b, d.h. atbeF.
F2: (at+b)+c=a+(b+c) Assoziativgesetz der Addition
F3: Es gibt genau eine Zahl ,,0“ (Null), so dass gilt: a+0=a VaeF.
F4: Zu jedem aeF gibt es genau ein Element ,,-a*, so dass a+(-a)=0 gilt.
Es ist iiblich a+(-b)=a-b zu schreiben.
Fs: atb=b+a Kommutativgesetz der Addition
Fs: zu bel. a,beF gibt es genau ein Element ,,a*b* genannt: das ,,Produkt” aus a und b
F7: (a*b)*c=a*(b*c) Assoziativgesetz der Multiplikation
Fs: Es gibt genau eine Zahl ,,1* (Eins), so dass gilt: ax1=1*a VaeF und es ist 0=1.
Fo: Fiir jedes acF, a0, gibt es genau ein Element ,,a™', so dass a*a'= al*a=1 gilt.
Fio: axb=b*a Kommutativgesetz der Multiplikation
Fi1: a* (b+c)=a*b+a*c Distributivgesetz

Damit sind alle in der Schule jemals benutzten Rechengesetze erfaflt, auler Logarithmieren,
Potenzieren und Radizieren.

Def.1: Ist F eine nichtleere Menge mathematischer Objekte (mit wenigstens 2
Elementen), fiir die zwei Zusammensetzungsvorschriften F; (Addition) und Fs
(Multiplikation) solcherart erkliirt sind, dass die Gesetze F2, ..., F5, F7, ..., F11 erfiillt
sind, dann heif3t die Menge F zusammen mit den Operationen + und ¢ und diesen
erfiillten Gesetzen ,,ein Korper.

Zeichen: (F,+,*), z.B. Q, Rund C.



Bemerkungen:

1) Der Begriff ,,Korper* ist sinnvoll, denn in Q, R und C sind uns K&rper aus unserer
mathematischen Erfahrung her bekannt.

2) Unterscheide Menge F und Korper F.

3) Wegen F; und Fs besteht jeder Korper aus mindestens zwei verschiedenen Elementen 0
und 1.

4) Gelten alle Gesetze auller Fo, dann liegt ein ,,Ring mit Einselement® vor: z.B. Z, Q, R, C.
5) Gelten alle Gesetze auller F1o, dann liegt ein ,,Schiefkorper* vor.
6) Gelten alle Gesetze auller Fg und Fo, dann liegt ein ,,Ring* vor (ohne Einselement).
Beisp. Menge der geraden Zahlen {...,-2,0,2,4, ...}
7) Weiteres iiber Korper und Ring spiter
8) Antwort auf die Frage ,,Was ist eine Zahl?“ lautet:
Die Elemente eines Korpers werden Zahlen genannt!
Wichtig: primirer Begriff: Korper, sekundérer Begriff: Zahl
Auch die Elemente von Ringen und Schietkérpern werden Zahlen genannt (Zahl=Skalar)

Obwohl N={0, 1, 2, ...} kein Korper im Sinne der Def. 1 ist, werden auch hier die Elemente
als Zahlen (natiirliche Zahlen) bezeichnet.

Vorkommen des Begriffes Korper im Alltag:

Mathematik: Korper: Menge von Zahlen mir einer definierten algebraischen Struktur
Geometrie: Korper: 3D-Objekt mit einer bestimmten geometrischen Struktur
Biologie: Korper: ,,Menge von Zellen* mit einer bestimmten biologischen Struktur

Rechtsbegriff: , Korperschaft des o6ffentlichen Rechts®, z.B. ,,Menge von Studenten an einer
BA* mit einer bestimmten Rechtstruktur (Immatrikulationsordnung, Priifungsordnung, ...)

Beisp.: Der kleinstmogliche Korper besteht nur aus diesen beiden notwendig existierenden
Elementen: N-Nullelement, E-Einselement, d.h. F={N, E}. Man konstruiere seine Addition
und Multiplikation (Angabe als Tabelle):

+ [ NE *|NE indir. Beweis: Angenommen E+E=E, dann (E+E)+(-E)=E+(-E),
N| N E N|N N mitF2dann E+(E+(-E))=E+(-E), mit F4 dann E+N=N und mit F3
E|] EN E| N E dann E=N, Widerspruch, also E+E=N.

Weiter direkter Beweis fiir N*N: sei N*N=M, mit F4 dann
N*(E+(-E))=M, mit Fi; dann N*E+N#*(-E)=M, mit Fs dann
N+N=M, mit F3 dann N=M, also N*N=N.




3.3.7.2. Wiederholung Vektoren und Vektorriume:

Es wird zunichst eine dem Korper entsprechende neue Struktur ,,Vektorraum*
bereitgestellt, um den Begriff ,,Vektor* definieren zu konnen.

A" sei ein n-dimensionaler Raum (n=1,2,3,...)
n=1: (eine) Gerade, n=2: (eine) Ebene, n=3: (der) Raum,

Der ,,Punkt® ist das einfachste geometrische Gebilde des A". Die nidchstkomplizierte Figur ist
das ,,Punktepaar* (zundchst ungeordnete Menge aus zwei Punkten {A,B}).

Def. 2: Ein geordnetes Punktepaar oder kurz ein Pfeil ist ein Punktepaar, in dem einer der
beiden Punkte als erster oder Anfangspunkt A, der andere als zweiter oder Endpunkt B

bezeichnet wird. Zeichen: AB = BA = (4, B), A=B zugelassen.

Aus jedem Punktepaar {A,B} mit A#B lassen sich zwei Pfeile herstellen. Ein Pfeil A4 heiBt
ein Nullpfeil.

Def. 3: Zwei Pfeile AB und w heillen dquivalent, wenn es eine Parallelverschiebung gibt,
bei der der Anfangspunkt von AB in den Anfangspunkt von P—Q) und zugleich der Endpunkt
von AB in den Endpunkt von P—Q) iibergeht. Insbesondere soll jeder Pfeil zu sich selbst
dquivalent sein. Zeichen: AB ~ ﬁ fiir Aquivalente Pfeile.

Def. 4: Aquivalenzrelation in der Menge der Pfeile des A", d.h. es gilt:
1. AB ~ AB - Reflexivitit
2. (ﬁ ~ W) = (ﬁ ~ ﬁ) - Symmetrie
3.((AB ~ PQ) A (PQ ~ UV)) = (AB ~ UV) - Transitivitit

Diese Pfeile nennen wir (gleich) Vektoren (sie sind eine ,,Sorte* von Vektoren).

O sei ein bel. Punkt aus dem A". Ist p = OP, dann heifie OP =:|| plldie Linge, der Betrag

oder die Norm von p. Insbesondere 00 =|| o|| = 0 (Zahl Null), aber deswegen heift o nicht
Nullvektor!

Es sei V"die Menge aller Pfeile des A" mit dem Anfangspunkt O und sei 0A=a, OB=b, ...,

insbesondere 00=o.
In V*mogen folgende Sachverhalte gelten:
Vi: Vektoraddition: a,beV", d.h. (a,b)e V"% V",
und a+be V" sei eine Abbildung V" x V"> V" bzgl. der Operation +
Mit den Pfeilen: a=0A4, b=0B, 0A+0B=0C (Skizze!)
Vi: skalare Multiplikation: eine Abbildung R ¥ V"— V" bzgl. der Operation =

wie folgt: reR, r#0, ae V", dann sei r-a€ V" und es gelte Hrsall=1r]*]]all

Mit den Pfeilen: r>1: Streckung, 0<r<1: Stauchung, r<0: Richtungsdnderung (Skizze!)



Jetzt allgemeiner:

Gegeben seien eine nichtleere Menge V mathematischer Objekte und ein (Zahlen-)Korper F

Vi: Vektoraddition: zu beliebigen a,heV, d.h. (a,b)eV X V, gibt es genau ein Element in V,
das die Summe von @ und b genannt wird und mit a+beV bezeichnet wird. Das ist eine
Abbildung VX V—> V bzgl. der Operation +

V2: Assoziativgesetz der Vektoraddition: a+(b+c)=(a+b)+c

Vi: Es gibt genau ein Element, das wir mit o (Nullvektor) bezeichnen, so dass gilt:
ato=a, VaeV

V4: Zu jedem Element aeV gibt es genau ein Element ,,-a ,, in V, so dass a+(-a)=o gilt.
Es ist iiblich, a+(-b)=a-b zu schreiben.

Vs: Kommutativgesetz der Vektoraddition: a+b=b+a

Vs: Zu jedem reF und jedem a€V gibt es genau ein Element aus V, das das skalare Produkt
oder geometrische Vielfachheit von @ mit r genannt und mit r-a€V bezeichnet wird.

V7. Assoziativgesetz der skalaren Multiplikation: r«(s«b)=(r*s)+b, Vr,seF, beV
Bem.: Operationszeichen « fiir skalare Produkt s«b, * fiir die Zahlenmultiplikation r*s

Vs: Distributivgesetz bzgl. der Vektoraddition: r«(a+b)= r+a+ r=b

Vo: Distributivgesetz bzgl. der Zahlenaddition: (r+s)+a= r«a+ s+a

Vio: Fiir 1€eF, VaeV gilt: 1:a=a

Bem.:
1) Wegen V3 heilit der Nullvektor o Nullvektor
(In V" gilt || o|| =0 — nicht notwendig ein Kennzeichen fiir den Nullvektor.)

2) In Vo stehen zwei unterschiedliche Pluszeichen: Zahlenaddition und Vektoraddition

Def.4: Es seien F ein Korper und V eine nichtleere Menge mathematischer Objekte, fiir die
eine Addition VX V— V gemil} V| und eine skalare (geometrische) Multiplikation F ¥ V—
V gemil Vi erklart sind, wobei die Gesetze (Axiome) Va, ..., Vs, V7, ..., Vi erfiillt seien.
Dann heifit V (zusammen mit Vi und Vi) ein Vektorraum iiber dem Korper F (F heil3t der
Grundkorper dieses Vektorraumes), andere Sprechweise: linearer Raum

Beispiele: 1) V! iiber R, 2) V?iiber R, 3) V3 iiber R, 4) C iiber R
5) Satz: Jeder Korper ist ein Vektorraum (VR) mit sich selbst als Grundkorper
6) Der Korper der reellen Zahlen R ist ein VR iiber dem Korper der rationalen Zahlen Q.

7) Die reellwertigen Funktionen, die (zweimal stetig differenzierbar sind und) die
Differenzialgleichung y*“+y=0 erfiillen, bilden einen VR iiber R (Basis: y=sin(x), y=cos(x))

Antwort auf die Frage ,,Was ist ein Vektor?* lautet: ,,Ein VR-Element wird Vektor genannt.*



Def.4a: Gibt es eine Abbildung V>R* mit aeV — || a|| € R mit den Eigenschaften
D) all=0fira=o 2) llall>0firazo 3) lla+bll<llall+|I5ll,

dann heifit der VR ein normierter Raum, die Abbildung selbst eine Norm.

3.3.7.3. Gruppen:

a) Korper bzgl. seiner Addition

b) Korper bzgl. seiner Multiplikation
c) VR bzgl. seiner Addition

Es sei G eine nichtleere Menge mathematischer Objekte, und es gelte:

G1: zu bel. a,be G gibt es genau ein Element aus G, das das Produkt (in gewissen Fillen die
Summe) von a und b heifit und mit acbe G bezeichnet wird:
Abbildung G X G— G bzgl. der Operation o (Operation ,,Kringel*)

G2: Assoziativgesetz bzgl. der Gruppenmultiplikation: (acb)ec=ao(boc)

Gs: Es gibt genau ein Element e, das sogen. neutrale Element oder Einselement
(Einheitselement oder Einheit), so dass gilt: ace=eca=a VaeG

1¢c

Gs: Zu jedem Element ae G gibt es genau ein Element ,,a“, das sogen. inverse Element

oder kurz Inverse von a, so dass gilt: aca™! = aloa=¢

Def.5: Die so mit einer algebraischen Struktur G bis G4 versehene Menge G
heiBit eine Gruppe (G, ©) oder G. (nur Gi, G2: Halbgruppe (H, o), mit G3: Monoid)
Beispiele:
1) (Z,+) ganze Zahlen bilden bzgl. der Addition eine Gruppe
2) (Q 1), 3)(Q\{01%), 4 RF), 5)RY0E), 6)(CH), 7)(C\{0},%),
8) F sei ein bel. Korper (0 sei seine Null), dann sind (F,+) und (F\{0},*) Gruppen
9) VR bzgl. seiner Addition

Def.6: Gilt in einer Gruppe stets acb=bea, dann heillt die Gruppe kommutativ oder abelsch.
(N.H.Abel 1802-1829, norwegischer Mathematiker)
(Begriinder der Gruppentheorie: E.Galois, 1811-1832, franzdsischer Mathematiker)

3.3.7.4. Euklidischer Vektorraum:

Def.7: Ein reeller VR (VR iiber dem Grundkdérper R), in dem zusétzlich ein inneres Produkt
(Skalarprodukt, neben der skalaren Multiplikation) definiert ist, heif3t ein euklidischer VR.

Def.8: Ein euklidischer VR, in dem zusitzlich eine Norm definiert ist mit || a|| 2= aoa heiBt
ein Hilbertraum. (D.Hilbert, 1862-1943, deutscher Mathematiker)



HTW Dresden 11.10.2010
Fak. Informatik/Mathematik
Prof. Dr. L. Paditz

3.3.8 Merkblatt zur eindeutigen Beschreibung der
Mehrdeutigkeit bei komplexen Zahlen

1. Haupt- und Nebenargumente: (Empfohlen wird die Angabe als dimensionslose Gréie im Bogenma$.)
per DIN-Empfehlung gilt: —7 < arg(z) < 7 (Hauptargument) und somit argy(z) := arg(z) + 2km, k € Z (Neben-
argumente), arg(z) := arg,(z). (Z={...,—2,-1,0,1,2,...} ... Menge der ganzen Zahlen)

2. n-te Wurzeln (n € N und n > 2) als Umkehrung von w = 2":
Beim Potenzieren (w = 2™) wird von der Zerlegung der z-Ebene in n Winkelrdume ausgegangen:

Dy, = {z —m + 2km <p< T+ 2km

n - n
Jeder Winkelraum geht beim Potenzieren (w = z™) in eine volle Gauf3’sche Zahlenebene tiber. Man sagt deshalb,
Dy wird im k-ten Blatt der n-blattrigen Riemann’schen Flache f, abgebildet.

jslw) + 2km
n

} mit £ =0,1,2,....,n— 1. (D, liegt symmetrisch um die positive Re-Achse.)

Umgekehrt: w € k-tes Blatt von f,, = 2, = Yw = {/|w| -exp{ } €Dy firk=0,1,2,...,n — 1.

2, ist die Hauptwurzel, die stets in D, liegt. Damit ist z.B. /—8 = —2 eine Nebenwurzel.

3. Logarithmen als Umkehrung von w = e*:

Beim Potenzieren (w = ¢ = eRe@+Im(z) — (Re(z) . ejIm(z)) ist Im(z) das Argument ¢ der Zahl e*, d.h., eine

Verdnderung von Im(z) mit £2kn, k € N, wirkt sich auf e* nicht aus (”Periodizitat” der komplexen e-Funktion).
Deshalb: Veranschaulichung durch die Zerlegung der z-Ebene in (unendlich viele) Parallelstreifen
Dy :={z| —7m+2kr <Im(z) <7+ 2kn}, ke Z={0,£1,%2,...}.

(Bem.: D, liegt symmetrisch um die Re-Achse.)

Jeder Parallelstreifen geht beim Potenzieren (w = e*) in eine volle Gaufy’sche Zahlenebene {iber. Man sagt deshalb,
Dy wird im k-ten Blatt der oo-blattrigen Riemann’schen Flache f., abgebildet.

Umgekehrt: w € k-tes Blatt von fo, = 2z = Ing(w) = In |w| + jarg(w) + 2knj, k € Z,

(2o = In |w| 4 jarg(w) =: In(w) ... Hauptwert)

4. Allgemeine Potenz z7*:
per Definition ist 27? := (eln’“(zl))z2 = em2I(m) - exp{z2(In|z1| + jarg(z1) + 2kmj)}, k € Z,

d.h., 2{? ist unendlich vieldeutig (k ... Blattnummer). Hauptwert erhélt man wieder fiir £ = 0.

5. Beispiel:

Man berzchne w = (1+ j)?73 und gebe Re(w), Im(w), |w| und arg(w) sowie arg;(w) im k—ten Blatt von f., an!
Losung: w = (14 )% =

exp{(2 — 3j)lng(1 4+ 5)} = exp{(2 — 35)(Inv2 + j% + 2kmj)} = 2340k (¢o5(0,1697) + 5 sin(0,1697)), k € Z.
Hieraus erhalt man im k-ten Blatt den Potenzwert w = wj mit

Re(wy) = 2e3™/44657 cos(m/2 + 4k — 31n+/2) = 2e37/4+6k7 ¢05(0, 1697),

Im(wy) = 2e37/4T657 gin (7 /2 + dkm — 31Inv/2) = 2e37/4+6k7 5in (0, 1697),

lwg| = 2e3™/4H6FT und argy(wy) = 7/2 — 3Inv/2 + 2, | € Z.

Wegen des variablen { in 2l7 muf} hier der vorhandene Summand 4k7 nicht extra ausgewiesen werden, d.h., in
diesem Beispiel hat die Blattnummer £ hat nur Einfluf} auf den Betrag von w.

Fir das Hauptargument mufl [ € Z so gewahlt werden, daf3
arg(w) = /2 — 3Inv/2 + 2l7 mit 7/2 — 3In+v/2 + 27 € (—=, 7] gilt.

Als Hauptwert der Potenz erhalt man schlielich (fiir £ = 0):
w = w, = 18,195 + 10,6875 = 21,101 (cos(30,43°) + 5 sin(30, 43°)) = 21, 101(cos(0, 1697) + j sin(0, 1697)).



3.3.9 Solution of Linear Equation Systems

with Parameters

cp. http:f /fwww. informatik. htw—dresden. def

~paditz / Paditz_Beitrag CEJ 2006. pdf

{bearbeitet 31.10. 2021, Ludwig Paditz)

3x+2v+tkz=02equl

tez+3+x+2+v=0)
Ox+1v—4z=—12equ?

y—4ez=—1
1x+3v+0z=12equ3
¥+3+v=1
=1 x+0v+2z=1pequd
-x+2+z=1
equl
equ
equd
equéd|x, v, z,u
{ _4st4+8 = (t+12) =10 }
X=1-28 V" t—28 % i-28°" M

What happens with t=287

equd
equ2
equl

equl|x, y,z,u



{_—(t+4) _—(t-8) _ 5 _}
14 YT 14 T r140 Y

What happens with t=-147?

equd
equ2
equ3

equl |x,y,z,u
{X_—g _E Z_i ll_ll}
AR R VL

Here it seems for all t we get an unique solution (and

parameter t disappears?)?

3 2t 0O
0 1 -4 -1
1 30 1 Fmat
-102 1
3 2t 0
0 1 -4 -1
1 30 1
-102 1
ref (mat)
[, 2 t
133 0
-t 3
01 =
5
00 1 342
00 0 1

Here it seems we have to study the special case

t=—3/147



rref (mat)

o o O =
o T T R s |

Here it seems the parameter t is without meaning (t

disappears?)?

But in case t=0:

ref (mat | t=0)

= ks
o

=

rref (mat | t=0)

rank (mat)

rank (mat | t=0)

The rank—function can’t compute the rank in dependence

on the parameter t!

o B o N
[l e B e B

s




If we use the "ref” or ”rref” or “rank” functions the CP
should give a message "no solution with parameters” (cp
TI-Nspire CAS, OS 1.86)

another exercise with complex numbers:

J2t 3+25
0125 145 |®mat
s 04 -1
J 2t 3+2+§
01 2«5 1+j
s 04 -1
rank (mat)
3
rank (mat |s=—j and t=—4+4j)
2

Again, the rank is depending on the parameters s and t

The exchange procedure:

DelVar a;i, @iz, 8z1y A2z, B1y B2y X1y Xay t
done
start with following svstem:
X, Xa,,+x-%a,.=8, (1)
X, Xz FXRa=8: (2)

let be a;;#0 (pivot element)

equivalent system:



vi=0=x,Xa,,+¥x.%Xa,.—#,%x1 (3)
vo=0=x,Xa, . Xa.,—f.x1 (4)

solve (F1=X1Xal 1+X3X313—BIX1 y X1 )

—diz*X
{X1= 12°Xa B + 1
dii dix a1z

_312'X2+ B + ¥1 ]
dii

expand [ Va=X Xas +XaXaza—B2X1 | X,=
djy djy

_a‘z'azl‘xz+azz-xz+’8‘ dz1 -8, _I_ﬂzl

¥a=
11 dia
new equivalent svstems:
1 dip -5
X3= y + —, X + ——1 (5)
! dyy Y1 —di11 2 —di1
a —
¥a= 2oy, + [ﬂzz'l'ﬂlz'_zl ]'Xz + [_Bz'l‘alz'_ . ]'1 (6)
au i1 11

write (3), (4) in a table ST with matrix matST:

ST X Xa 1

¥1 | ai diz -5

¥a | ax daz -8z

K * A1z =5, K is the bottom (a help row,
—di1i —di11

put * in the pivot column

and

divide by —pivot otherwise. )

where mai:ST=[all EE

] — in matST are all
21 Az —H-:

!



informations on the system.

write (5), (B6) in a table T1 with matrix matT1

{an equivalent svstem, exchange v, € x;)

T1 V1 Xz 1
1 a - ;
X | — =12 B using
di1 =di1 —di1

inverse value and K row respectively

dazy =51
¥= | dpzta, et —fzta,
dia —di11 —di11

division by

pivot (old pivot column) and

"triangular rule” respectively

delete v, column (because ¥,=0)

T1 Vi X 1
a —
X, | m 12 B
—di —di11
day -5
¥= | | dpzta, ot —Fzta e
—di11 —di11
S =81
: —di1 —di11
with matT1= P
dzq 1
Azzta; s’ —HBata; e
—di11 —di11

in matT1l are all informations on the svstem.

6



The next pivot element could be azz+alz-_'r:‘§1 (#0) to
11

exchange v, © X

Thus we get (if exchange v. © 3x» possible)

T 2 =ET ¥1 ¥o ].
X1 I | [ | O
Xa | [ [ O unique solution

If ap+a;.c—2-=0 than T1=ET (end table with followig

—dii1

decisions):
T1=ET Vi ¥a=t 1
¥,y | [ | O O
Va2 | u 0 [0] non—unique solution
{with parameter t)
T1=ET Vi ¥a=t 1
¥,y | [ | O O
Va | | 0 [#0] <(no solution,
contradiction in the y-row v+0)
stop



Now using the new created functions LinEqSys and
AVRank in Main=menu
{To use the LinEqSwy¥s and AVRank program in an eActivity

the program must be stored in the Librarv—folder!)

ST X, o X3 1

Y1 | a5, A1z diz -5 pivot a,,;¥0 to

va | 821 8z azs —Ha exchange y,0x,

¥a | as dzz daz -HB3

¥a | a4 Adyz daz -5

3 2t

[1] L il PmatST

-102 -1
3 2t O
0 1-41
1 30 -1
-102 -1

LinEqSys(matST, 1, 1)

done

syntax: LinEqSys(matrix, row index i of aji, column

index k of aji), if aji pivot

matnew>matT1



2
3 3
1 -4 1
7 =t
g 3 1
2 0t 5 _
3 gt2 -1
T1 Vi o X 1
X, | H O O O
v | W O O O pivot ap.+0 to
vz | H O O O exchange v.©x%,
ve | N O O O
LinEqSys(matT1, 2, 1)
done
mathew>matT2
[—(t+8) 2
3 3
4 -1
—(t—-28) 10
3 3
t+14 5
3 3
T2 ¥1 ¥a Xz 1
X, | H | O O
Xz | H | O O
v2 | H [ O O pivot as;#0 to
ve | N [ O O exchange v;©x; or

pivot a.s¥0 to



exchange v,©3x;

If t+#28 than we have a third exchange—step x; © ¥3

LinEqSys({matT2, 3, 1)

mathew>matET
T3=ET ¥1 ¥a ¥a 1
4o (t+2)
X, | N [ | [ | ~1-28
-40
Xz | [ | | | m—l
-10
X | 0 [ | [ | 1—28
v | m m w2 ya=0,

matET is the solution, if the last element t_— 52;

i.e. t=0

10

done

4+ (142) ]

t—28

-40 _
t—28
-10
t—28
—5-t
| t-28

1

if t=0

equals 0,



matET | t=0

9
ki
3
7
9
14
| 0
Thus x==2f7, v=3fT7, z=5/14
If t#14 than we have a third exchange—step x; © ¥,
We start again with matST:
LinEqSys(matST, 1, 1)
done
LinEqSys({matnew, 2, 1)
done
LinEqSys({matnew, 4, 1)
done
matnew>matET
[ —(t+4) ]
t+14
20 -1
t+14
=5t
t+14
| t+14

T3=ET ¥1 ¥a2 ¥a 1

11



—(t+4)

x | . u t+14

X | W | | tf? 1 -1

vs | B ®m =m —0L yam0, if =0
s | ® " - t+51 4

matET is the solution, if the 3rd element vs; equals 0,

i.e. t=0

matET | t=0
_2]
7
3
T
0
9
| 14 ]
Thus x==2f7, v=3fT7, z=5/14
stop
Remark: rank of matST is 3 for t=0 and 4 otherwise
AVRank (matST, 1, 1)
done

syntax:
AVRank (matrix, row index i of ajik, column index k of

ajlk), if aji pivot

12



The rank of a matrix is the number of possible exchange

steps

mathew>matT]

T1 ¥1 Xz X3 1
X, | ® u ] n
v, | N O O O
v | N O O O
va | H O O O
AVRank(matT1,1,1)
matnew>matT2

T2 ¥1 ¥z X3 1
X, | ® u ] n
X | W u ] n

13

1o -4 1

7 -t _

3 3 1
2t

'3 3*2 1

delete the old pivot
row and pivot column
pivot aE0 to

exchange x, © ¥v:

done
—(t—-28) _10
3 3
t+14 5
3 3

delete the old pivot



row and pivot column again
vz | W [ | O O pivot a,,®0 to
exchange x, © v.

v, | ®m ®m O O

If t+#28 we compute:

AVRank(matT2, 1, 1)

done
mathew>matT3
-5t
t—28
T3 ¥1 ¥z X3 1
X, | ® u ] u
X | W u ] u
v2 | N [ | [ [ | delete the old
pivot row and pivot column again
=5t
If t¥#=14 we compute:
AVRank (matT2, 2, 1)
done

14



matnew>»matT3

B
t+14
T3 ¥1 ¥z X3 1
X3 | | | [ | [ |
Xz | | | [ | [ |
-5+t
v | W - - t+14
vo | 0 [ | [ [ | delete the old

pivot row and pivot column again

Thus we have 3 steps, i.e. rank equals 3, and for t+0

we pget rank equals 4

3 2t O
0 1-41
rank 1 30 -1
-102 -1

The rank({matrix) function can not differ between 3 or 4

in dependence of parameter t.

15



4 Differential- und Integralrechnung fiir
Funktionen von mehreren Variablen

4.1 Partielle Differentiation
4.1.1 Funktionen von mehreren Variablen

Funktion von zwei unabhdngigen Variablen: Vorschrift, die jedem ge-
ordneten Zahlenpaar (z,y) € D genau ein Element z € W zuordnet.
Schreibweise: z = f(x,y).

TR unabhdngige Variable

z: abhdngige Variable oder Funktionswert

D c R?*:  Definitionsbereich der Funktion f

W CR:  Wertebereich der Funktion f

ANALOG werden Funktionen von mehr als zwei unabhéngigen Variablen
definiert. Eine Funktion von n unabhangigen Variablen kann auch als
Vektorfunktion aufgefafit werden:

z = f(z1,22,...2,) = f(&), T=(z1,22,...,2Tn).

Hohenliniendiagramm

Hohenlinien (Niveaulinien) einer Funktion zweier Variabler:
Bilden fiir z = f(z,y) Schnittkurven mit Ebenen parallel zur z, y-Ebene
(Schnittebenen z = ¢ = const):

f(z,y) = c=const mit Parameter ¢ € W.

Die Projektionen dieser Linien gleicher Héhe in die x,y-Ebene heiflen
Hohenlinien (Niveaulinien).
Oft zweckmafig: Wahl von ¢ in gleichem Abstand = je steiler Fléche,
desto gedréangter Hohenlinien.

Anmerkung: Analog konnen Niveaulinien fiir Schnitte parallel zur
y, z-Ebene (z = ¢) bzw. parallel zur x, z-Ebene (y = ¢) erzeugt werden.

Réumliche Koordinatensysteme

a) Kartesische Koordinaten (z,y, z): bekannt

b) Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) eines Punktes P € R® mit Projek-
tion P’ = (p, ,0) in z, y-Ebene:
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p: Abstand von P’ zum Ursprung
©:  Winkel von positiver z-Achse zum Ortsvektor zu P’
(0<p<oo, —m<p<m)

Umrechnung:
T = p Ccosp p =z +y?
y = psing o= iarccos% (1)
z =z z =2z

Oberes (unteres) Vorzeichen fiir y > 0 (y < 0).

¢) Kugelkoordinaten (7,1, ¢) eines Punktes P € R*® mit Projektion
P’ in z,y-Ebene:
r:  Abstand von P zum Ursprung

Winkel von positiver z-Achse zu Ortsvektor OP
¢:  Winkel von positiver z-Achse zu Ortsvektor OP’
(0<r<oo, 0<9<m 0<p<2nm)

Umrechnung:

— /22 L2 4 2
x =1 sind cosp rEVI Yt

=7 sin 4 sin ¥ = arccos | ——2— 2
lz/ =7 cosV 7 ( \ 12+92+Z2) )
tanp = £

x

4.1.2 Grenzwert und Stetigkeit
Man sagt, die Folge (2, yn) — (x0,y0) fiir n — oo, wenn
(T — 20)* + (Yn —y0)> = 0 fiir n — oo.

Die Zahl g heifit Grenzwert der Funktion z = f(z,y) im Punkt (xq,yo),
wenn f(zn,yn) — g fiir jede Folge (2, yn) — (20, yo) fiir n — oo.
Schreibweise: lim flz,y) =g

(z,y)—(z0,y0)
Die Funktion z = f(x,y) heifit stetig im Punkt (zg,yo), wenn

lim  f(z,9) = f(z0,%0)-

(z,y)—(0,y0)

Die Funktion f ist auf D stetig, wenn f in allen Punkten (x,y) € D
stetig ist.
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ANALOG werden Grenzwert und Stetigkeit fiir Funktionen von mehr als
zwei unabhéangigen Variablen definiert.

Beachte: Aus Stetigkeit einer Funktion von mehreren Variablen folgt
Stetigkeit dieser Funktion beziiglich jeder einzelnen Variablen (bei fest-
gehaltenen tibrigen Variablen). Die Umkehrung gilt allgemein nicht!

4.1.3 Partielle Ableitungen

Partielle Ableitung 1. Ordnung nach z; (k = 1,...,n) der Funk-
tion z = f(x1,...,2k,...,xy,) an der Stelle (x1,...,xk,...,z,) heiit der
Grenzwert (wenn er existiert):

£ = lim flze, . e+ Axgy .o oymy) — (21,0 Ty e ooy )
Tk " Ax—0 Al‘k '

Ubliche Bezeichnungen:
of

Zon (X1, X)) = fo, (X1, 2n) = =— (21, ..., Zp)

8CCk

(auch ohne Argumente)

Speziell z = f(z,y):

=gy~ fl0v) = fim, A

Die praktische Berechnung der partiellen Ableitungen geschieht durch
gewohnliche Differentiation der gegebenen Funktion als Funktion einer
Variablen mit n — 1 festen Parametern. Dabei gelten alle bekannten
Ableitungsregeln!

Partielle Ableitungen (n+1)-ter Ordnung erhéilt man, wenn man par-
tielle Ableitungen n-ter Ordnung partiell differenziert (n > 1).

Die Ordnung entspricht der Anzahl der Indizes. Schreibweise auch in
Form partieller Differentialquotienten moglich.
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Speziell z = f(x,y):

L (NP 0 (05 _ ¥
9 \ox ) 0x2’ ooy \ox ) T oxoy’
g0 (ory _ 2F _ 0 (orN _ o)
YE oz \ oy ) Oyox’ oy \oy) T oy?
bzw.

L ooy
T 9 \9x2 ) OB W

Satz von Schwarz: Falls die Funktion z = f(z,y), (z,y) € D, eine
stetige partielle Ableitung f,, (z,y) hat, so besitzt sie auch die Ableitung
fye(z,y) und es gilt fyo(z,y) = fay(z,y), (z,y) € D.

Anmerkung: Der Satz gilt sinngemé&fl auch fiir mehr als zwei Variable
und/oder hohere partielle Ableitungen.

4.1.4 Das vollstandige Differential einer Funktion

Annahme: Die Funktion z = f(x,y) besitze stetige partielle Ableitungen
fo(@,y) und fy(z,y).
Gleichung der Tangentialebene an die Fliche z = f(x,y) im Punkt

Py = (%0, Yo, 20) mit z9 = f(z0,y0):
z = 20 + fe(®0,%0)(x — 20) + fy(w0,50)(y — yo) (3)

Anmerkung: (3) stellt die Linearisierung der Funktion z = f(z,y) in
der Umgebung von (xg,yo) dar.

Unter dem vollstandigen Differential einer Funktion z = f(z,y) ver-
steht man den linearen Differentialausdruck

of of
dz = fo(z,y)dz + fy(z,y)dy = 5 du + @dy- (4)
ANALOG: Vollstandiges Differential der Funktion z = f(x1, o, ..., x,):

dz = fydx1 + fo,dxa + ...+ fo, dxy.



4.1 Partielle Differentiation

Der Term

P(x,y)dz + Q(z,y) dy (+)

wird Differentialform genannt.

Falls P, @ stetige partielle Ableitungen 2. Ordnung auf D besitzen, gilt:

oP
(4) wvollstandiges Differential einer Funktion f <

oP _ 0@
oy

ox

auf D.

(Integrabilitdtsbedingung).

Die Funktion f nennt man Potential.

Anmerkung: Falls (+) kein vollstdndiges Differential darstellt, kann
durch Multiplikation mit einer geeigneten Funktion (" integrierender Fak-
tor”) unter Umstdnden (+) in ein vollstindiges Differential einer Funk-

tion iiberfuhrt werden.

4.1.5 Kettenregel fiir Funktionen mehrerer Variabler

I) z = f(z(t),y(t)), wobei z = z(t), y = y(t) differenzierbar:

Ofdx  Of dy
o/ @),y(0) = 5= Dy di

(ANALOG fiir mehr als zwei Variable.)

Speziell:
Ableitung einer impliziten Funktion F'(x,y) = 0:
y/(:p) — _F:c(xvy).
Fy (l’, y)

II) z = f(x(u,v),y(u,v)), wobei z = z(u,v), y = y(u,

Ableitungen nach w und v besitzen:

af 8fax+g@ af 5f5x+8f5y
du Oz du  Oydu v  dxdv  dyodv

Allgemein fir z = f(x1(t1, .- tm)s- s Tn(tt, .oy tm)):

Z 0z 6$Z -1 m
atk dx; Oty e

v) partielle

(6)
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Speziell:
Ableitung einer Funktion in Polarkoordinaten f = f(r,y)

f L
= —— COSp — —— - = sin y,
or v Oop r 7
f af . +8 1
= 2 sin L . 2 cos .
Yo or 4 Ao T v

4.2 Anwendungen der partiellen Differentiation
4.2.1 Das Fehlerfortpflanzungsgesetz

Gegeben Mefwerte x + Axmax mit

x: Mittelwert

AZmax:  (geschitzter) absoluter Maximalfehler
Weiterhin

Ammax .

7] relativer Mazximalfehler
x

Tmax 100%: prozentualer Maximalfehler

||
Es seien die Groflen x, y, z,... derart gemessen: x £ AZmax, ¥
Aymax, z i Azma}h A
Fehlerfortpflanzungsgesetz [GAUss|: Sei u = f(z,y, z,...). Dann ist

af af af
A max — | A _ A max —A max —A max cee 1
" ‘830 Pamas ¥ ‘Qy Yoz ’82’ P S
AUmauc . . .
und ] ist der relative Maximalfehler von .
Spezialfalle

1)  Absoluter Maximalfehler einer Summe oder Differenz =
Summe der absoluten Maximalfehler der Eingangsgrofien

2) Relativer Maximalfehler eines Produkts oder Quotienten =
Summe der relativen Maximalfehler der Eingangsgréfien

3) Ist u=wu(v) und v =ov(z,y,...), so gilt nach der Kettenregel:

du v v
% ( % Axmax"’ ‘ Aymax+‘~'>

Jy

Aumax =
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4.2.2 Grundlagen der Vektoranalysis

Skalares Feld: Zuordnung (x1,...,2,) — 2 = f(x1,...,2,) € R
(S ——
eR”
(Funktion von n unabhéngigen Variablen)
Vektorfeld: Zuordnung (z1,...,2,) — f(z1,...,2,) € R™
—_———
e]R"VL

—

mit f(z1,...,2,) = (fi(@1,. .., 20), oy frn(@1, ..y 20))T

Sei u = f(x,y,2) ein skalares Feld.
Der Gradient von f im Punkt (z,y, z) ist das folgende Vektorfeld:

%(x, Y, 2)
gad f(e.2) = | G (oa)
of
E (1’, Y, Z)
Fiihren ein den Nabla-Operator:
9
%x
V= aiy
9
0z

Dann gilt: v f = gradf, d.h. der Nabla-Operator ordnet der Funktion
f das Vektorfeld gradf zu.

Eigenschaften
(i)  Der Gradient zeigt in Richtung des stiarksten Anstiegs von f.
Dieser strkste Anstieg betrigt |gradf|
(bezogen auf den Einheitsvektor di = (dz,dy,dz)T).
(ii) Der Gradient steht senkrecht auf den Niveauflachen
flz,y,2) =c
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Sei a@ = CT(.I‘, Y, Z) = (al (l‘, Y, Z)7 GQ(J?, Y, Z)a a3(m, Y, z))T Vektorfeld.
Die Rotation eines Vektorfeldes @ ist das folgende Vektorfeld:
€1 €y €3
rotd =V xd=| g & &
ay a9 as

Die Divergenz eines Vektorfeldes a ist ein skalares Feld, das definiert

ist durch
8a1 8a2 8&3
Ox * Oy * 0z

divi=V-a=

Interpretation

1) Das Vektorfeld @ wird oft als Flufs durch einen Korper interpretiert
und durch Feldlinien veranschaulicht (z.B. elektrische Felder von Ladun-
gen oder Geschwindigkeitsfelder bei stromenden Fliissigkeiten).

2) Die Divergenz beschreibt den Zuflufi und Abfluf} in einem Volumenele-
ment und wird auch Quelldichte genannt. Insbesondere gilt
diva > 0: Der abflieffende Anteil uberwiegt:
im Volumenelement befindet sich eine ” Quelle”.
diva < 0: Der zufliefende Anteil iberwiegt:
im Volumenelement befindet sich eine ” Senke”.
Vektorfeld @ heift in einem Bereich quellenfrei, wenn dort diva = 0
gilt.
3) Die Rotation beschreibt die ” Verwirbelung” eines Flufles.
Wenn rot @ = 0 ist, heift das Vektorfeld wirbelfrei.

4) Das Vektorfeld @ wird konservativ genannt, wenn es Gradient eines
skalaren Feldes f(z,y, z) ist, d.h. @ = grad f. Man nennt dann f(x,y, 2)
das Potential dieses Vektorfeldes. Es gilt:
@ konservativ. < rota@ = 0.
Allgemeine Beziehungen
rotgradf =0 Ein Gradientenfeld ist wirbelfrei.
divrotd =0  Ein Rotorfeld ist quellenfrei.

Weiterhin

. . o*f  0*f ©O°f
dlvgradf—V-Vf—@—i—a—?ﬂ—i—@_.Af

(A: Laplace-Operator)
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4.2.3 Die Taylorsche Formel

Sei f(%) = f(x1,22,...,2,) und 3° = (29,29,...,29)T € R™ ein Punkt
in der Nahe von & = (l’l,ICQ, e xn)T.
Bezeichnen Az; == x; — x?7 =1,2,...,n. Dann gilt:
S "0
AP = F@ @) = oL @) A+
i=1
- Z 8m am] %) Az;Az; + R(T). (2)

Anmerkung: Das Restglied R(Z) wird hier nicht weiter betrachtet. Es
ist klein, wenn #° nahe & ist.

Insbesondere

Af ~ i 5f4 (#°) Az; = df (1. Niherung),

1 < 0*f

(fo) Ax;Ax; (2. Niherung).

4.3 Extremwertaufgaben
4.3.1 Relative Extremwerte (ohne Nebenbedingungen)

Eine Funktion z = f(z,y) besitzt im Punkt (z¢,yo) ein relatives Ma-
ximum (relatives Minimum), wenn fiir alle alle (z, y) aus einer Umge-
bung von (g, yo) gilt

f(w()vyO) > f(:c,y) (bZW f(w()»yo) < f(x,y)) (*)

Anmerkungen: Gelten die Ungleichungen (x) fur alle (z,y) € D(f),
so spricht man von absolutem Maximum bzw. Minimum in (x,yo)-
Maxima und Minima werden wieder als Extrema zusammengefafit.

Notwendige Bedingung: In (xg,yo) relatives Extremum —
fz(w0,90) = 0 und f, (w0, y0) = 0.

Hinreichende Bedingung: Die Funktion z = f(x,y) besitzt im Punkt
(z0,yo) ein relatives Extremum, wenn
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1) fu(wo,90) = fy(w0,90) =0
2) D= fm(ﬂﬁo,yo) fwy(anyO) > 0.
fay(xo,90)  fyy(@o,y0)
Ist dabei fu.(x0,y0) < 0, so liegt ein relatives Maximum vor, fir
fuz(z0o,y0) > 0 dagegen ein relatives Minimum.
Anmerkung: Fir D < 0 liegt kein Extremum vor, sondern ein Sat-
telpunkt. Fiir D = 0 ist unmittelbar keine Aussage moglich.

4.3.2 Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen

Problemstellung:

z = f(z,y) = max! (min!)
mit Nebenbedingungen
gi(z,y) =0, j=1,...,m. (++)

Anmerkung: Analog 148t sich die Aufgabe fiir mehr als zwei Variable
formulieren.

Losungsmoglichkeiten:

I) Umstellen der Nebenbedingung(en) nach einer Variablen und einset-
zen in z = f(x,y) = Extremwertaufgabe fiir eine Variable.

(Nicht immer moglich!)

IT) Multiplikatorenregel von Lagrange: Betrachten

H(z,yi M, dm) = fla,y) + D Ag;(a,y). (1)

Jj=1

Notwendige Bedingung;:
Wenn im Punkt (z*, y*) Extremum von z = f(z,y) unter der Bedingung
(++), so gilt

OH OH 0 in(
— = = in (x
Ox oy

gj(x*ﬂy*):()7 j:1,...,m
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4.3.3 Methode der kleinsten Quadrate

Aufgabe: Eine Grofle y hange von einer Gréfle x in noch unbekannter
Weise ab. Mefipunkte: (x1,y1), (z2,92),-.-, (Tn,Yn)
Gesucht: Funktion y = f(x) (Approzimationsfunktion)

Einfachster Fall: Meipunkte (ohne Fehler) liegen auf einer Geraden
Gesucht: Ausgleichsgerade (Regressiongerade):

y=A(zr) =a+bz.

Lésungsansatz:

Losung:
n n n
”szyz— szzyz
b — i=1 i=1 =1
n )
n Y xf = (3 @)
=1 =1

0 = ili;,(i:c) b]. 3)

Mitunter legt die Folge der MeBpunkte einen anderen Typ von Aus-
gleichskurve nahe. Zum Beispiel:

Losungsansatz y = A(x) | Parameter
Quadratische Funktion y = a + bx + cz? a,b,c
Potenzfunktion y = axb a,b
Exponentalfunktion y = ae’® a,b

Die unbekannten Parameter lassen sich analog mit Hilfe der Methode
der kleinsten Quadrate (vgl. obigen Losungsansatz!) ermitteln.

Speziell kann man ndherungsweise Ezponential- und Potenzfunktionen
auch im halb- bzw. doppellogarithmischen Mafistab durch Geraden dar-
stellen.

Fiir periodische Vorginge empfiehlt sich die Verwendung periodischer
Funktionen:
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Gegeben: Meflpunkte: ”Stitzstellen” x; =1 - S—Z und
"Stutzwerte” y;  fir i=1,2,...,2n

Gesucht: y = f(x) periodische Funktion mit Periode 2p

Ansatz:

- k k
Pm(x):C;O-i-Z(ak cos%—&—bk sin;x), m<n

k=1

(trigonometrisches Polynom)
bzw. durch alle MeSpunkte

a nwx
P (z) = Py_1(z) + = cos ——.
2 p
mit Parametern: ag,ay,...,0m,b1,...,bm.

Lésung:
2n 2n
1 1 kw
aoszyi; ak:nyicos—xi, k=1,...,n
nia i p
2n
1 k
by = nyi sin—ﬂxi, k=1,...,m.
i p

4.4 Integration fiir Funktionen mehrerer Variabler
4.4.1 Doppelintegrale

Sei z = f(x,y) eine Funktion, definiert auf dem Bereich (A4) C R
Zerlegen (A) in n Teilbereiche (AAj) mit den Flacheninhalten A Ay und
wéhlen Punkte P, = (xg,yx) € (AAg), k=1,...,n.

Der Grenzwert,

Jim > (e, yn) AAy
k=1
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heifit, falls er existiert und zwar bei max;<p<pAAr — 0 und beliebiger
Wahl von (zx,yx) € (AAg), k =1,...,n, Doppelintegral (oder zwei-
faches Integral) und wird bezeichnet durch das Symbol

/ / F@,y) dA.
(A)

Dabei
TR Integrationsvariable
f(z,y): Integrand
dA: Flachendifferential oder - element
(A): Integrationsbereich

Anmerkung: Der Grenzwert existiert, wenn der Integrand f(z,y) im
abgeschlossenen Integrationsbereich (A) (d.h. einschliefllich dessen Ran-
des) stetig ist.

Berechnung;:

Betrachten "normalen” Integrationsbereich (A):
fu(®) Sy < fol), a<z<bh,

wobei y = f,,(z) untere Randkurve und y = f,(z) obere Randkurve —

[] 1@waa-
(A)

b fo()
— [[ tewtas= [ | [ sew)dy| do &
(4) r=a |y=f,(z)
Anmerkungen:

1) Bei Vertauschung der Integrationsreihenfolge miissen die Integrations-
grenzen neu bestimmt werden, d.h. explizite Vorgaben x = ¢1(y) und
x = g2(y) sind erforderlich.
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2) Fir f(z,y) =1 =

b fo(z)
// dA = / dy| dx.
(4) r=a |y=fu(z)

ZahlenméBig beschreibt dieser Wert den Flacheninhalt von (A).

Berechnung in Polarkoordinaten:

Wegen x =rcosp, y =rsinp =
z = f(x,y) = f(rcosp,rsing) =: F(r,p).

Sei Integrationsbereich (A):
ri(p) <7 <ralp), p1 <@ <o,

wobei r = 1;(¢) innere Randkurve und r = r,(p) dufiere Randkurve —

P2 Ta (‘P)

//f(a:,y)dA: / / F(rcos g, rsing) rdr| dy @)
(A)

p=p1 |r=ri(p)

4.4.2 Dreifachintegrale

Sei u = f(x,vy, 2) eine Funktion, definiert auf dem Bereich (V) C R?.
Zerlegen (V) in n Teilbereiche (AV}) mit den Volumina AV}, und wéhlen
Punkte Py = (zk, Yk, 2k) € (AVE), k=1,...,n.

Der Grenzwert

lim > f(2k, Yk 25) AVk

n—00
k=1

heifit, falls er existiert und zwar bei max;<y<pAVi; — 0 und beliebiger
Wahl von (zg,yk,2zk) € (AVk), k = 1,...,n, Dreifachintegral und
wird bezeichnet durch das Symbol

///f(x,y,z)dV.
V)
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Dabei
xT,Y, 2 Integrationsvariable
f(z,y,2): Integrand
dv: Volumenelement
(V): Integrationsbereich
Berechnung:

Betrachten "normalen” Integrationsbereich (V):
2u(®,y) <2 < z0(2,y),  fule) Sy < folz), a<w<b

mit z = z,(x,y) "Bodenfliche”, z = z,(x,y, z) ”Deckelfliche” bzw. im
Projektionsbereich (A) in der z,y-Ebene y = f,(z) untere Randkurve
und y = f,(z) obere Randkurve —-

///f(x,y,z)de
V)

b fo() zo(z,y)

/ / / Fy,2)dz| dy b da. 3)

z=a \y=fu(z) |z=zu(z,y)
Insbesondere Volumen V' des Korpers (V):
o ff

V)

Berechnung in Zylinderkoordinaten:

Wegen x =rcosp, y=rsing, z =2z —=

///f(x,y,z)dV:
V)

P2 ra(p) zo(z,y)

/ / / flrecosp,rsing, z)dz| rdr ) de. (4)

p=p1 \r=ri(e) |z=zu(z,y)
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5 Spezielle Kapitel

5.1 TUnendliche Reihen
5.1.1 Zahlenreihen

Sei (a,) unendliche Zahlenfolge. Bilden sogenannte Partialsummen:
S1=a1

S2 = a1 + a2

s3 = a1 +az +as

Sm =a1 +az+ ...+ an

Die Folge (s;,) der Partialsummen einer Folge (a,) heiit unendliche
Reihe. Symbolische Schreibweise:

o0
Zan:al—i—ag—ﬁ—..‘—f—am—l—...

n=1

Anmerkung: Die Summation kann auch mit jeder anderen natiirlichen
Zahl sowie 0 beginnen.

oo
Eine unendliche Reihe > a, heifit konvergent, wenn die Folge ihrer
n=1

m
Partialsummen s, = > a, einen Grenzwert besitzt, d.h.
n=1

m
lim s, = lim E a, = S.
m—00 m— 00 1

n—

Die Zahl s heifit Summe der unendlichen Reihe. Man schreibt

s:Zan:a1+a2+...+am+...

n=1

Besitzt die Folge (sy,) keinen Grenzwert, so heifit die unendliche Reihe
divergent.
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Anmerkung: Die unendliche Reihe > a, heifit absolut konvergent,

n=1
o0
wenn die Reihe Y |a,| konvergiert. Aus der absoluten Konvergenz folgt
n=1

stets die Konverglznz einer Reihe. Die Umkehrung gilt nicht!

Notwendige Konvergenzbedingung;:

oo
> ap konvergent —  lim a, =0.

n=1 n—oo

o0
Majoranten- und Minorantenkriterium: Gegeben ist Reihe Y ay,.
n=1

o0
a) Majorantenkriterium: Gibt es eine konvergente Reihe Y b, so daf§
n=1

o0
lan| < by, Yn > ng, dann ist > a, (absolut) konvergent.

n=1
b) Minorantenkriterium: Gibt es eine gegen +oco bestimmt divergente

oo oo
Reihe Y ¢y, so daB a,, > ¢,, ¥n > ng, dann ist > a, bestimmt diver-
n=1 n=1

gent gegen +0o0.

Quotientenkriterium: Erfiillen die Glieder einer unendlichen Reihe
o0

> a, die Bedingung

n=1

lim tnt1
n—oo [e7%

so ist die Reihe konvergent. Ist ¢ > 1, so ist die Reihe divergent.

=q<l1,

Anmerkung: Fir ¢ = 1 versagt das Quotientenkriterium.

Leibnizsches Kriterium fiir alternierende Reithen: Eine alternieren-
oo

de Reihe Y (-1)"*la, = a; —as +az — ... mit a,, > 0 ist konvergent,
n=1

wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1) (an) streng monoton fallend, d.h. a, > apt1, Yr(> no)

2) lim a, =0.
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5.1.2 Potenzreihen

Unter einer Potenzreihe P(z) versteht man eine unendliche Reihe der
Art

P(x) = Zanx” =ag +a1r + agx?® + ... (1)
n=0

mit a; € R, (i =0,1,2,...) — Koeffizienten der Potenzreihe.
Anmerkung: Allgemeiner ist moglich

P@) =Y an(e - ao)" (2)
n=0

mit der Stelle xg als " Entwicklungspunkt”. Durch die Substitution
z=1x — xg ist (2) stets auf (1) zurlickfithrbar.

Die Menge aller z-Werte fiir die eine Potenzreihe konvergiert, heifit Kon-
vergenzbereich K der Potenzreihe.

Offenbar konvergiert jede Potenzreihe (1) fir = 0.

Weiterhin konvergiert (1) in einem bestimmten, zum Nullpunkt sym-
metrischen Intervall |z| < r und divergiert fiir |x| > r. (Fir |z| = r ist
im Allgemeinen keine Aussage moglich.) Die Zahl r heift Konvergenz-
radius. Konvergiert eine Potenzreihe (1) nur fiir x = 0, setzt man r =0
und konvergiert (1) fiir alle z € R, setzt man r = oco.

Es gilt:

. (075
r = lim

n—oo

Ap41
Anmerkung: Fiir Potenzreihen (2) ergibt sich der Konvergenzbereich
K = (xg—r,x0+7).

Eine Potenzreihe (1) (bzw. analog (2)) kann im Innern des Konver-
genzbereiches als Funktion aufgefait werden, d.h. jedem = € (—r,r) ist
genau ein Funktionswert zugeordnet.

Eigenschaften

1) Eine Potenzreihe darf innerhalb ihres Konvergenzbereiches gliedweise
differenziert und integriert werden. Die neuen Potenzreihen besitzen
dabei denselben Konvergenzradius wie die urspriingliche Reihe.
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2) Zwei Potenzreihen diirfen im gemeinsamen Konvergenzbereich der
Reihen gliedweise addiert und multipliziert werden. Die neuen Potenz-
reihen konvergieren mindestens im gemeinsamen Konvergenzbereich der
Ausgangsreihen.

Wichtigste Potenzreihen: Taylor-Reihen — aus der Taylor-Entwicklung
einer Funktion y = f(x) fiir n — oo, d.h.

< £(n) (1
JIE ) PEARCOTFRY 3)

n!
n=0
Dabei Funktionswert = Summe der Reihe fir z € K.

Anwendung: Z.B.
Integration durch Potenzreihenentwicklung des Integranden

/f(z) dx =7

1) Integrand f(x) wird in Taylor-Reihe entwickelt
2) Gliedweise Integration (im Konvergenzbereich)

5.1.3 Fourier-Reihen

Sei y = f(x) periodische Funktion mit der Periode T' > 0, wobei f(x)
stiickweise stetig auf [0, T].
Bezeichnen w = % (Kreisfrequenz der Grundschwingung).

Dann 148t sich f(x) in folgende trigonometrische Reihe entwickeln:

flx) ~ = 50 Z [y, cos(nwx) + by, sin(nwa)] (4)

Die Darstellung (4) heifit Fourier-Reihe von f(z). Die Konstanten
ap,a1,as,...,b1,bs ... sind die Fourier-Koeffizienten. Dabei gilt:

’ﬂ\w

T
/f ) cos(nwx) dz, n=20,1,2,... (5a)
0
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H\M

T
/f ) sin(nwz) dz, n=12... (5b)
0

Darstellungssatz: Ist die T-periodische Funktion y = f(x) auf [0, T
stiickweise stetig differenzierbar, so gilt:

Sr(zo) = ; (Ih/rrwlo flz )+mh\120 f(x )) , Vzo €R,

d.h. insbesondere S¢(zo) = f(xo) in allen Stetigkeitsstellen xo von f(z).

Erlauterungen:

A) Das Integrationsintervall [0,7] in (5) kann durch jedes beliebige In-
tervall [Ty, Ty + T ersetzt werden, insbesondere durch [—T/2,T/2].

B) Ist f(x) eine gerade Funktion, so sind die Koeffizienten
b,=0,n=12,..., dh.

flx) = 90 4 Z ay, cos(nwx).

2
n=1

Ist f(x) ungerade Funktion, so gilt a, =0, n =0,1,..., d.h.

= Z by, sin(nw).
n=1

C) Ist eine Funktion f(z) in einem endlichen Intervall [a, b] gegeben, so
148t sie sich periodisch fortsetzen, d.h. wir setzen

f(z+kT) = f(z), z€lab], k=0+1,4+2,...

mit 7' = b — a (Intervallinge). Nun laft sich f(x) in eine Fourier-Reihe
entwickeln, wobei f(z) = f(x) fir = € [a, b].

D) Durch Abbruch der Fourier-Reihe (4) nach endlich vielen Gliedern
erhélt man eine Ndherungsfunktion

N
Z ap, cos(nwx) + by, sin(nwz)].

n=1

o
2



24 5 SPEZIELLE KAPITEL

Die Néherung Sy(z) ist die beste im Sinne der Methode der kleinsten
Quadrate, d.h.

T

/ [f(@) — Sy (@) da < / (@) - T (@)]? de

0

mit einem beliebigen trigonometrischen Polynom Ty (x).

Die Funktion fy(x) := Sy (z) wird N-te Naherung (N =1,2,3,...) von
f(x) genannt (vgl. Abb.1).

E) In jeder Sprungstelle von f(x) tritt das sogenannte Gibbs-Phdnomen
auf, d.h. fiir hinreichend grofle N iberschwingen alle Partialsummen
den Sprung von f(z) um =~ 17,89%.
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5.2 Gewohnliche Differentialgleichungen
5.2.1 Definition und Losungsbegriff

Eine Gleichung, in der Ableitungen einer unbekannten Funktion y =
y(x1, 9, ..., x,) auftreten, nennt man Differentialgleichung.

Ist dabei y = y(z) eine Funktion einer Variablen, so spricht man von
einer gewohnlichen Differentialgleichung.

(Falls y eine Funktion von mehreren Variablen darstellt, handelt es sich
um eine partielle Differentialgleichung.)

Ordnung der Differentialgleichung: Ordnung der hochsten vorkommen-
den Ableitung in der Differentialgleichung

Eine Funktion y = y(z) heift Losung der gewdhnlichen Differential-
gleichung im Intervall I, wenn sie dort mit ihren Ableitungen die Differen-
tialgleichung erfiillt.

Bei der Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung
unterscheidet man:
— allgemeine Losung: mit n Parametern
+ zusétzliche Bedingungen —
— spezielle Losung: Parameter haben feste Werte
— singuldre Losung: nicht in allgemeiner Losung enthalten

Typische Aufgabenstellungen

1) Anfangswertaufgaben Differentialgleichung n-ter Ordnung +
Anfangsbedingungen fiir z¢ € I:
y(z0) = yo, ¥'(w0) = 41, -,y =y
(Y0,Y1,- -, Yn—1 € R vorgegeben)

2) Randwertaufgaben Differentialgleichung n-ter Ordnung +
Zusatzbedingungen an wenigstens
2 Stellen x1, 29 € I (21 # x2)

3) Figenwertaufgaben Differentialgleichung n-ter Ordnung +
Anfangsbedingungen: Parameter A
so wéahlen, da8 3 Losung y(z) #Z 0

5.2.2 Differentialgleichungen 1. Ordnung
Wir betrachten
F(x,y,y') = 0. (1)
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I. Geometrische Losung: Setzen 3’ = k = const =
F(z,y,k) =0 : Kurvenschar (mit Parameter k):
Dabei besitzt Losungskurve von (1) in jedem Punkt von F(z,y,k) =0
den Anstieg k. Die Kurven F(x,y,k) = 0 werden daher Isoklinen der
Differentialgleichung (1) (fir k) genannt.

Praktisch: Man zeichnet in mehreren Punkten verschiedener Isokli-
nen jeweils ein kleines Geradenstiick mit dem Anstieg k. So ergibt sich
das Richtungsfeld der Differentialgleichung.

II. Analytische Losung: Kein allgemeines Losungsverfahren — Verfahren
abhéangig vom Typ der Differentialgleichung.

Ausgewahlte Typen

Ay =@l & L= @)

1) Trennung der Variablen

2) Integration der beiden Seiten der Gleichung:

[ [ i

3) Auflésung nach y (falls moglich).

Anmerkung: Trennung der Variablen ist nur fiir g(y) # 0 moglich. Falls
g(y) = 0, erhalten wir die (singuldre) Losung y = a = const.

B) i)y = flaz+by+o) i)y =7 (%)
1) Substitution:

Beii) u=ax+by+c
Bei i) u = 2.
x

2) Integration der neuen Differentialgleichung 1. Ordnung fir die Hilfs-
funktion u durch Trennung der Variablen.
3) Riicksubstitution und Auflésung nach y.
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C) Exakte Differentialgleichung

P(e,y) + QU y) L =0 ©)

<~ P(z,y)dz+ Q(z,y)dy = 0.

(2) heifit ezakt, wenn die zugehorige Differentialform Pdx + Qdy das
vollstandige Differential einer Funktion V' = V(x,y) darstellt, d.h. wenn

or _ g
oy Oz’

V =V(z,y) = const ist dann die allgemeine Lisung von (2).

5.2.3 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

v + fl@)y = g(2). (3)
1. Homogene Gleichung, d.h. fiir g(z) = 0:

y' + f(x)y =0. (4)
Losung;:

vo = K exp (—/f(x) d:r:) . (KEeR). (5)

2. Inhomogene Gleichung

Integration durch Variation der Konstanten:

Man ersetzt in der Losung (5) der homogenen Gleichung (4) die Integra-
tionskonstante K durch eine Funktion K(z), d.h. es wird der folgende
Produktansatz gemacht:

y = K(z)exp (— [ 1@ dx) . (6)
Man erhilt dann fir K (z) die Beziehung
K@) (- [ 1w)de) =g(o)

Nach Integration und Einsetzen von K(x) in (6) erhdlt man die allge-
meine Losung der inhomogenen Gleichung (3).
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5.2.4 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit kon-

stanten Koeffizienten
Y +ay +by=g(x), abeR.

1. Homogene Gleichung, d.h. fiir g(z) = 0:

y' +ay +by=0, a,bclR.

Ansatz: y = e’ liefert charakteristische Gleichung:

M 4+a\+b=0.
Losungen:
a a? —4b
Ajg=——F —-——
1/2 5 5

Art der Losung abhingig von Diskriminante D = a? — 4b:

1. Fall: D = a® — 4b > 0: 2 reelle Losungen A\ # Ao
= Allgemeine Losung von (8):

yo(x) = C1eM® + Coe™2® (C1,Cy € R).

2. Fall. D = a? — 4b = 0: 1 reelle Losung A\ = Ao
= Allgemeine Lésung von (8):

yo(z) = (Crz + Cy)e 2%, (C1,C4 € R).

3. Fall: D = a® — 4b < 0: 2 komplexe Losungen \; # Ay
V4b — a?

Bezeichnen w := ———— = Allgemeine Losung von (8):

2

yo(z) = Cre™ 2% sin(wx) + Cye™ 27 cos(wz), (C1,Ca € R).

2. Integration der inhomogenen Gleichung

(7)

Satz: Die allgemeine Losung y(x) der inhomogenen Gleichung (7) ist die
Summe der allgemeinen Lésung yo(x) der homogenen Gleichung (8) und
und einer speziellen (oder partikuldren) Losung ys(x) der inhomogenen

Gleichung (7), d.h.

y(2) = yo(@) + ys(z).
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Bestimmung einer speziellen Losung von (7) in Abhéngigkeit vom Stér-
glied g(x):

g(x) Losungsansatz Parameter
Qn(z) firb#0 Koefhi-
]P;ol(};r)lom 2Qp(z) fira#0,b=0 zienten
" 22Q,(z) fira =b=0 von Qp(x)
Ae®, falls ¢ keine Losung
- der charakterist. Gl. (9) A
¢ Aze™ ¢ einfache Losung von (9)
Ax?e® ¢ doppelte Losung von (9)
Asin(fx) + B cos(fx),
. falls sin(f8z) keine Losung
?Lr;(ffo) der der homogenen Gleichung (8); AB
cos(Bz)) x[Asin(Bzx) + B cos(fz)], ’

falls sin(8x) Losung
der homogenen Gleichung (8)

5.3 Einfiihrung in die lineare Optimierung

Allgemeine Problemstellung:

Gegeben: (Lineare) Zielfunktion
z = f(&) :=a1x1 + agza + ... + anTp,
und (lineare) Nebenbedingungen (Restriktionen)
gi(Z) :=bjpxy + bpxa+ ...+ binz, <c¢, =1,...,m,

mit bekannten Koeffizienten a;,b;; € R, i=1,...,m, j=1,...,n.
Gesucht ist der Vektor & = (z1,x2,...,2,), der die Nebenbedingungen
9i(Z) < ¢, i =1,...,m erfillt, so dal die Zielfunktion f(Z) den maxi-
malen (oder minimalen) Wert annimmt. Der Losungsvektor wird auch
mit £* bezeichnet und optimale Losung genannt.

Eine Menge M heifit konvexr, wenn sie mit je 2 ihrer Punkte auch die
Verbindungsstrecke vollstandig enthalt.

Satz: Eine auf einem beschrinkten, konvexen Polyeder definierte lineare
Funktion nimmt ihr Maximum oder Minimum in einem Eckpunkt des
Polyeders an.
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5.4 Kombinatorik

Die Kombinatorik befafit sich mit der Anordnung und der Auswahl von
Elementen einer endlichen Menge (zum Beispiel Zahlen, Buchstaben,
Personen, Gegensténde).

Grundaufgaben
Lfd. Nr. | Operation Formel
1) Permutationen P, =n!
_ |
2) Permutationen Rg"l"”’""') = il

nllngl . ..nk!’

k
mit Wiederholung | wobei > n; =n
i=1

3) Variationen vk = (Z)k'

ohne Wiederholung

4) Variationen VEk =nk
mit Wiederholung

5) Kombinationen Ck = <Z)
ohne Wiederholung
~ k—1
6) Kombinationen Ck = <n + . )

mit Wiederholung

Anmerkung: Fiir n = k gilt: VF = P,.



5.5 Zahlentheorie — Rechnen mit Kongruenzen
1. Teilbarkeitsrelationen, ggT, kgV, Primzerlegung:

Def.: a/b < 3 xeZ: a*x=b
Eigenschaften:
d/a A d/b = d/(cia+czb), c1,c2€Z
d/(a+tb) Ad/a=d/b

d/(artaxt...+an) A d/(ar+azt...+an) = d/a,

Def.: d ggT von aj,az,...,an < d=(a,az,...,an) ggT-Notation in runden Klammern
Eigenschaften:
1. d=(a1,az2,...,an) = d/a1 A d/ax A ... A d/an (Teiler d ist auch Teiler jedes ai)
2.t/aiAnt/ax A ... At/lan AteZ = t/d (jeder Teiler t ist auch Teiler vom ggT d)
Folgerung: d echter Teiler von a = |d|<|a| (a0)

d unechter Teiler von a (d=a,-a,1,-1) = |d|=|a| (a0)

Def.: f kgV von ap,az,...,an < f=[a1,a2,...,an] kgV-Notation in eckigen Klammern
Eigenschaften:
1. f=]a,a2,...,an] = ar/fA a2/f A ... A an/f (Vielfaches fist teilbar durch jedes aj)

2. a1/VAQIVA ... Aan/V AVEZ = f/v (jedes a; teilt v, dann teilt auch kgV f das v)

Primzerlegung:

jede Zahl aeZ (a#0, a#1) 146t sich eindeutig als Produkt von Primzahlen

darstellen.

t/(a*b) A (t,a)=1 (d.h. ggT(t,a)=1) = t/b

Euklidischer Algorithmus:

Mit ihm lasst sich der groBBte gemeinsame Teiler zweier natiirlicher Zahlen berechnen.
Der groBte gemeinsame Teiler zweier Zahlen kann auch aus ihren
Primfaktorzerlegungen ermittelt werden.

Ist aber von keiner der beiden Zahlen die Primfaktorzerlegung bekannt, so ist der
euklidische Algorithmus das schnellste Verfahren zur Berechnung des grofBten
gemeinsamen Teilers: (a,b)=d z.B. ggT(1071,462) =21




Beispiel:
Der groflte gemeinsame Teiler von 1071 und 462 wird mit dem euklidischen
Algorithmus wie folgt berechnet:

1071 =2*462 + 147 (462 in 1071 plus Rest 147)
462 =3*147+ 21 (Rest 147 in 462 plus neuer Rest 21 usw.)
147=7* 21+ O

Somit 1071 = 2*(3*(7*21+0) +21) + (7*21+0), 21 ggT in jedem Summanden.
Der groflite gemeinsame Teiler von 1071 und 462 ist somit 21.

(Der ggT wurde wie folgt ermittelt: die gréBere Zahl durch die kleinere dividieren, die kleinere dann
durch den Rest der vorangehenden Division dividieren usw. Der letzte Divisor, mit dem die Division
ohne Rest aufgeht, ist der ggT.)

ClassPad:

factor (1071)=82.7.17

factor (462)=2+3+7-11

gaT: ged (1071, 462)=21
kgV: lem (1071, 462)=23562

factor (ans)=232+7-11-17
gcd (1071, 462)¥lcm (1071, 462)=1071%462=494802

factor (494802)=2-33.72.11.17
Es gilt: ggT(a,b)*kgV(a,b)=a*b

Sieb das Eratosthenes:

Verfahren, wie die Primzahlen zwischen 2 und z.B. 120 ermittelt werden: Erst werden alle
Vielfachen von 2 gestrichen, dann alle Vielfachen von 3, 5, und 7. Die Markierungen beginnen
jeweils mit dem Quadrat der Primzahl: 4, 9, 25, 49. Da bereits 112 = 121 nicht mehr im Wertebereich
liegt, werden ab 11 keine zusammengesetzten Zahlen mehr markiert; alle noch unmarkierten Zahlen
sind prim.

ClassPad:

isPrime (11)=TRUE

isPrime (12)=FALSE

seq(n,n, 1, 100)3listel

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35,
36,37, 38,39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61,62, 63, 64, 65, 66, 67,
68,69, 70,71, 72,73, 74,75, 76,77, 78,79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100}

isPrime (listel ) ?liste2

{FALSE, TRUE, TRUE, FALSE, TRUE, FALSE, TRUE, FALSE, FALSE, FALSE, TRUE, FALSE, TRUE, FALSE, FALSE, FALSE, TRUE,
FALSE, TRUE, FALSE, FALSE, FALSE, TRUE, FALSE, FALSE, FALSE, FALSE, FALSE, TRUE, FALSE, TRUE, FALSE, FALSE, FALSE,
FALSE, FALSE, TRUE, FALSE, FALSE, FALSE, TRUE, FALSE, TRUE, FALSE, FALSE, FALSE, TRUE, FALSE, FALSE, FALSE, FALSE,
FALSE, TRUE, FALSE, FALSE, FALSE, FALSE, FALSE, TRUE, FALSE, TRUE, FALSE, FALSE, FALSE, FALSE, FALSE, TRUE, FALSE,
FALSE, FALSE, TRUE, FALSE, TRUE, FALSE, FALSE, FALSE, FALSE, FALSE, TRUE, FALSE, FALSE, FALSE, TRUE, FALSE, FALSE,
FALSE, FALSE, FALSE, TRUE, FALSE, FALSE, FALSE, FALSE, FALSE, FALSE, FALSE, TRUE, FALSE, FALSE, FALSE}



trn (augment (listToMat (listel) , listToMat (liste2) ) ) 9mat

[1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
LFALSE TRUE TRUE FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE
[19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35
LTRUE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE]
[36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52
LFALSE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE]
53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69
LTRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE ]
[70 71 12 73 14 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86
LFALSE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE ]
[87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

LFALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE

Rechnen nach einem Modul: (Restklassenarithmetik)
geg.: a,b,m,p,qeZ, a=q*m+r, m>0, 0 = r <m, Rest re{0,1,...,m-1}
Kongruenz a=r(mod m) (sprich: a konguent r modulo m)
z.B. 36=3(mod 11) (36 14Bt bei Division durch 11 den Rest 3)
Rechenregeln: a=r(mod m), b=s(mod m) =

Summe atb=r+s(mod m),

Produkt a*b=r*s(mod m),

Potenz  a"=r"(mod m),

Faktor k: k*a=k*r(mod m).
z.B. Beweis Summe: a=qi*m+r, b=q2*m+s = atb=(qi+q2)*m+rts

Produkt: a*b=(qi*m+1)*(q2*m+s)= qi*q*m*+(r*q2+s*q1)*m+r*s usw.

ClassPad:

Aufg. Mit welcher Ziffer enden die Zahlen a) 6311, p) 21000 .y 3993,

a) 61'=6(mod 10) stetige Wiederkehr der Endziffer 6 beim Potenzieren,
d.h. beim Dividieren durch 10 stets Rest 6.

b) 21=2(mod 10), 22=4(mod 10), 23=8(mod 10) (=—2(mod 10))

250
24=6(mod 10)2(2%4)“" 26250 (mod 10)=6(mod 10)
¢) 31=3(mod 10), 3%=9(mod 10) (=-1(mod 10))%
2%249
3999-32%2%249+3-(32) ¥33=(-1)498x7 (mod 10)=
1%7 (mod 10)=7(mod 10).



ClassPad:

mod (6 811 , 10) ergibt Fehler: Uberlauf

mod (mod (2811, 10)*mod (3811, 10, 10)=
mod (mod (6411, 10)*mod (6400, 10), 10)
iMod (21000 10)=6

mod (21000 10)=p

iMod (3999, 10)=7

mod (3999, 10)=7

6
6

Aufg.: Zu beweisen: die Summe der dritten Potenzen aller Zahlen von 1 bis 1000 ist
durch 1001 teilbar!

Behauptung: 13+23+...+1000°=0(mod 1001)

ClassPad:

1000
> (k3)=250500250000
k=1

ans/1001=250250000

1000
mod( 2 (k3),1001)=0
k=1

Es gilt:
500 1000

judge| > (k3+(1001-k)3)= 5 (k3) |=TRUE
k=1 k=1

Nun Restklassenarithmetik:
1001-k=-k(mod 1001), (1001-k)*’= (-k)*(mod 1001), (1001-k)*+k*=0(mod 1001),
somit 134+23+...+1000°=0(mod 1001).

Teilbarkeitsregeln ableiten:

Teilbarkeit durch 3: Es gilt 10=1(mod 3), allgemein 10"=1(mod 3), neN,

Nun z.B. 3474 untersuchen:

3474=3*103+4*10>+7*10+4=3*14+4*1+7*1+4(mod 3) =18(mod 3) =0(mod 3).

Eine Zahl ist durch 3 teilbar, wenn die Quersumme durch 3 teilbar ist.

Teilbarkeit durch 9: Es gilt 10=1(mod 9), allgemein 10"=1(mod 9), neN,
Nun z.B. 3474 untersuchen:



3474=3%10%4* 10+7* 1 0+4=3%1+4* | +7*1+4(mod 9) =18(mod 9) =0(mod 9).

Eine Zahl ist durch 9 teilbar, wenn die Quersumme durch 9 teilbar ist.

Teilbarkeit durch 11: Es gilt 10=-1(mod 11), allgemein 10"= (—1)"(mod 11), neN,
Nun z.B. 3474 untersuchen: 3474=
3*103+4*10°+7*10+4=3*(-1)+4*1+7*(-1)+4(mod 11)=18(mod 11) =0(mod 11).

Eine Zahl ist durch 11 teilbar, wenn die alternierende Quersumme durch 11 teilbar ist.
(analog Teilbarkeit durch 7 oder durch 13: alternierende Dreiergruppen-Quersumme)

Teilbarkeit durch 37: Es gilt 1000=1(mod 37), allgemein 1000"1(mod 11), neN,
Nun z.B. 3748695 untersuchen: 3748695=3*1000*+748*1000+695
=3*1+748*1+695(mod 37)=1446(mod 37) =1+446(mod 37) =447 (mod 37)
=447-370(mod 37) =77-2*37(mod 37) =3(mod 37)

Eine Zahl ist durch 37 teilbar, wenn die Dreiergruppen-Quersumme durch 37 teilbar
ist.

Aufg.: Welchen Rest 1468t 123*733+15%79 bei Division durch 7?

Alternierende Dreiergruppen-Quersumme bilden:

123=123-70-49(mod 7) =4(mod 7), 733=5(mod 7), 15=1(mod 7), 79=2(mod 7),
123*733+15%79) =4*5+1*2(mod 7) =1(mod 7), also Rest 1.

Aufg.: Welchen Rest 1463t 10! bei Division durch 11?
Alternierende Quersummen der Faktoren bilden:

1= I(mod 11) 2= 2(mod 11), 3= 3(mod 11), 4= 4(mod 11), 5= 5(mod 11),
10=-1(mod 11) 9=-2(mod 11), 8=-3(mod 11), 7=-4(mod 11), 6=-5(mod 11),
10! =-1*(-4)*(-9)*(-16)*(-25)(mod 11) =-4*9*16*25(mod 11)
=-4*(-2)*5*3(mod 11) =120(mod 11) =-1(mod 11) =10(mod 11), also Rest 10.
ClassPad: mod(10!,11)=10

Aufg.: Es ist zu zeigen, dass (2n-1)*-1 stets durch 8 teilbar ist!
Behauptung: (2n-1)>-1=0(mod 8), neN

Beweis: (2n-1)%-1=4n’+4n=4n*(n+1) =0(mod 8), da n*(n+1) stets eine gerade Zahl
ist.



Satz: a=b(mod m) und f(z)=cnz"tcn12™+.. . +c2z’+c1z+co ein Polynom mit
ganzzahligen Koeffizienten = f(a)=f(b)(mod m)

Beweis: Es wird behauptet:
Cna™Fcn1a™ . L Acoa?tciatco= cab™en 1 b™ . . +cab?+cib+co(mod m)
aus a=b(mod m) folgt a*=b*(mod m) fiir alle ke {0,1,2,...,n).
Hieraus cka*=ckb*(mod m) fiir alle ke {0,1,2,...,n) und

durch Summation ergibt sich die Behauptung.

Aufg.: Fiir welche ganzzahligen x, y gilt die (Diophantische) Gleichung 8x+3y=91?

Losung mithilfe der Modulrechnung (vorteilhaft ist es, den kleineren Koeffizienten zu
verwenden: mod 3): 8x=2x(mod 3), 3y=0(mod 3), 91=1(mod 3),

Bestimmungskongruenz: 8x+3y=91 bedeutet 2x=1(mod 3)=1+3(mod 3)=2(mod 3),
Hieraus x=2(mod 3), somit x=3n+2, neZ, y=(91-8x)/3=(91-8*(3n+2))/3=-8n+25

Aufg.: Fiir welche ganzz. x, y gilt die (Diophantische) Gleichung 401x+72y=13?
Losung mithilfe der Modulrechnung (mod 72):

401x=360x+41x(mod 72) =41x(mod 72), 13=13(mod 72), hieraus

41x=13+72(mod 72) und x=3(mod 72) (Division durch 41), x=72n+3, neZ,
y=(13-401x)/72=(13-401(72n+3))/72=-401n-1190/72=-401n-595/36=-401n-16-19/36.

Es gibt keine ganzzahligen Losungen.

Aufg.: Fiir welche ganzzahligen x gilt die Modul-Gleichung 8x=4(mod 15)?
Losung: 2x=1(mod 15) =16(mod 15), d.h. x=8(mod 15), x=15n+8, neZ.

Aufg.: Fiir welche ganzzahligen x gilt die Modul-Gleichung 8x=4(mod 16)?
Losung: 2x=1(mod 16) =1+16n(mod 16), neZ, d.h. keine Losung.

(Eine gerade Zahl 2x kann bei Division durch 16 keinen ungeraden Rest lassen: 2x#1+16n)
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