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3 Lineare Algebra und Geometrie

3.1 Matrizen und Determinanten
3.1.1 Definition und Spezialfille von Matrizen

Matrix vom Typ (m,n): rechteckiges Zahlenschema aus m waagerecht
angeordneten Zeilen und n senkrecht angeordneten Spalten, d.h.

ai1 a2 N a1k N A1n,

a1 a2 e azf e a2n
A =

[¢751 a;9 SR [e73 [N in

Aml Am2 -.- AOmk .. Qmn

Dabei bezeichnen
a;r € R:  Matrixelemente (Komponenten)

i=1,2,....m, k=1,2,...,n)
i Zeilenindex
k: Spaltenindex
Schreibweisen fiir Matrizen: A, (aix), (@it)(m,n)

Spezialfalle
1) (n-reihige) quadratische Matrix:
Falls m = n, d.h. Zeilenzahl = Spaltenzahl
2) a) Spaltenvektor: Matrix vom Typ (m, 1), d.h.

a
- az
a =
(€277
b) Zeilenvektor: Matrix vom Typ (1,n), d.h.
a= (al,ag,...,an)

w
=

Nullmatriz O: Matrix, wo jedes Element = 0
4)  transponierte Matriz AT: Matrix, die man erhilt, wenn man
in A Zeilen und Spalten vertauscht, d.h. a, = ay; Vi, k
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Spezielle quadratische Matrizen
A) (n-reihige) Einheitsmatrix E = (0;), wobei
o — { 1 fir i=k
TV 0 fir i£k
B)  Dreiecksmatriz: Alle Elements ober- oder unterhalb
der Hauptdiagonale = 0:

(Kronecker-Symbol)

ail 0 N 0 aj; a1 ... Qip

a1 a22 ... 0 b 0 a2 ... Q2
ZW

an1  ap2 Ann 0 0 Qnn

untere Dreiecksmatrix obere Dreiecksmatrix

C) Symmetrische Matrix: A = AT dh. ay =ap; Vi,k=1,...,n
D)  Schiefsymmetrische Matrix: A = —AT.

3.1.2 Rechenoperationen fiir Matrizen

Zwei Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) vom gleichen Typ (m,n) heiflen
gleich: A = B, wenn a;, = by, Vi, k.

I) Addition und Subtraktion

Zwei Matrizen A = (a;x) und B = (b;,) vom gleichen Typ (m,n) wer-
den addiert bzw. subtrahiert, indem die entsprechenden gleichstelligen
Matrixelemente addiert bzw. subtrahiert werden:
Summe: C=A+B=(¢) mitcy = aj+ b,
Differenz: D =A— B = (d;) mitdy = ajr — b,
i=1,....m, k=1,...,n.
Offenbar gilt fiir beliebige Matrizen
A+B=B+A (Kommutativgesetz)
(A+B)+C=A+4+(B+C) (Assoziativgesetz)

IT) Multiplikation mit Skalar

Eine Matrix A = (a;) wird mit einem Skalar A € R multipliziert, indem
jedes Matrixelement mit A multipliziert wird: AA = (A - a;,) Vi, k.
Dabei gilt fiir beliebige Matrizen und A, p € R
ApA) = (Ap)A (Assoziativgesetz);
A+ p)A = XA+ pA,
AMA+ B) =AXA+ AB (Distributivgesetze)
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ITI) Multiplikation von Matrizen

Sei A = (a;) eine Matrix vom Typ (m,n) und B = (b;;) eine Matrix
vom Typ (n,p). Dann heifit die Matrix C = AB = (¢i), i =1,...,m,
k=1,...,p mit

n
Cikk = E aijbjk
i=1

das Produkt der Matrizen A und B.

Anmerkungen: Die Produktbildung ist nur moglich, wenn die Spal-
tenzahl von A mit der Zeilenzahl von B iibereinstimmt (” verkettete Ma-
trizen” ). Das Matrixprodukt AB ist vom Typ (m, p).

Nun gilt
AB # BA (im Allgemeinen!) nicht kommutativ
A(BC) = (AB)C (Assoziativgesetz)
A(B+C)=AB+ AC (Distributivgesetz)
AO=0A=0
AE=FA=A
(AB)T = BT AT

3.1.3 Determinanten

Die Determinante einer n-reihigen quadratischen Matrix A = (a;;) ist
eine Zahl, die nach bestimmter Vorschrift berechnet wird:

aixz aiz ... Qain

|A| — det A — az1 Q22 ... Q2 — Z(—1)601i10212 e G,
apl  An2 Apn

wobei i1, 1s,...,1, alle moglichen Permutationen von 1,2,...,n und 9

Anzahl der Indexvertauschungen.

Spezialfalle:

a1l ai2

= a11G22 — 4120217
a21 ag2
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a1l a2 G013
a1 Q22 Q23 = (11022033 + 012023031 + A13021032 —
asz1 azz ass

—a13G22G31 — 011023032 — 12421433

Einige Eigenschaften

Seien A, B quadratische Matrizen
4] = |AT]

o |AB| = |A||B|

e A = (a;;) n-reihige Dreiecksmatrix:

n
|A| = anage ... apn = ] @i

i=1
Insbesondere: |[E| =1, |O]=0.

3.1.4 Inverse Matrizen

Eine n-reihige, quadratische Matrix A heifit reguldr, wenn |A| # 0 bzw.
singuldr, wenn |A| = 0.

Gibt es zu einer n-reihigen, quadratischen Matrix A eine Matrix X mit
AX = XA = FE, so heifit X die zu A inverse Matrix und wird be-
zeichnet: X = A~1.

Es gilt:

e A besitzt inverse Matrix <= A regulr.

o Inverse Matrix A~! ist eindeutig bestimmt.

o Besitzt A inverse Matrix A~!, so nennt man A invertierbar =
AA ' =A"1A=E (Probe!)

3.2 Lineare Gleichungssysteme
3.2.1 Vorbetrachtungen

Lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten
(kurz: lineares (m,n)-System):

a11r1 + aexe + ...+ a1pnT, = b1
a21T1 + A22%2 + ...+ Aonxy = bo (%)
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Bezeichnen
T b
air a2 a1n 1 bl
T2 2
a21 a2 az - 7
A= T, Z= , b=
Am1l Am2 - Gmn T b

Dann ist (%) in Matrixschreibweise: ().

Lésung: Spaltenvektor(en) Z, die (x) bzw. (xx) erfiillen.

Das lineare Gleichungssystem (x) heifit homogen, wenn
0

b=0:= : m
0 Zeilen
Andernfalls heifit (x) inhomogen.

Speziell fiur m = n: Cramersche Regel:

| Ak | .
xkzm, k=1,....n mit
ayy ... Qip—1 b1 aigyr ... a1,
\Ak\ _ a1 ... Ggp—1 b2 a2k4+1 ... QA2p
an1 Ank—1 bn Ank+1 (27979
T
k-te Spalte
Allgemein
Losung von (x) bleibt unverdndert bei elementaren (Zeilen-) Umfor-

mungen:
1.  Vertauschen zweier Zeilen
2. Multiplikation der Elemente einer Zeile mit Faktor A # 0
3. Addition eines Vielfachen einer anderen Zeile zu einer Zeile
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Ziel: Uberfithrung der Matrix A vom Typ (m,n) mittels elementarer
Umformungen in Trapezform = aquivalente Matrix :

117 (1 13 ... O1p ... O1n
0 Q22 (23 ... G2y ... Q2p
0 0 33 ... Q3p ... Q3pn
. T
. : Zeilen
AT = 0 0 0 Oy Qyp
0 0 0 0 0
. . . . . m - T‘
. . . . . Zeil
0 0 0 ... 0 .. 0 eren

Rang der Matrix A = r(A) = r: Anzahl der Zeilen in Trapezform, die
nicht nur 0 enthalten.

3.2.2 Der Gauflsche Algorithmus

Zwecks Losung des linearen Gleichungssystems (x) betrachtet man er-
weiterte Koeffizientenmatrix

a1 a2 ... Qip | by

- a1 @22 ... Q2pn bo
(Alb) = .

Aml Am2 - Qmn | bm

Gauflscher Algorithmus (Allgemeines Schema):

1. Mittels elementarer (Zeilen-)Umformungen wird die erweiterte Koef-

-

fizientenmarix (Alb) auf die ranggleiche Matrix in Trapezform {iberfithrt:
A= A% (A]p) = (A*[bY).

2. Das lineare Gleichungssystem liegt nun in gestaffelter Form A*Z = b*

vor und 148t sich — falls es l6sbar ist — von unten nach oben sukzessiv

16sen.

Konkret zu 1.
1.0. (Eventuell Multiplikation von Zeile(n) mit Faktor)
1.1. Leitelement a;; # 0 wihlen = Leitzeile (x) fixiert
1.2. Leitelement x Faktor + andere Zeile so, daf} in Spalte des
Leitelements alles Null wird = neuer Block
1.3. Falls noch keine Trapezform = 1.0.
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3.2.3 Losungsverhalten eines linearen Gleichungssystems

Gegeben lincares (m,n)-System AZ = b:

r(A) = r(Alp) =r:
a) r =mn: genau eine Losung
oder b) 7 < n: unendlich viele Losungen mit n — r Parametern

r(A) < r(A|b): keine Lésung
Anmerkungen:
1) Der Fall r(A) < r(A|b) tritt beim GauBschen Algorithmus auf, wenn
die letzte Zeile, die nicht nur aus Nullen besteht, nur in der Spalte der
freien Glieder ein Element # 0 enthalt, d.h.
0 0 ... 0]x+#0
2) Bei homogenen linearen Gleichungssystemen gilt stets r(A) = r(A|b),
d.h. sie sind immer 16sbar — eine oder unendlich viele Losungen. Besitzt
es einzige Losung, dann nur die triviale Losung: & = (0,0,...,0)7.
3) Ein lineares (n,n)-System ist eindeutig 16sbar <= r(A4) =n
— |A| #£0 < A~ ! existiert: &= A"'b.

3.3 Vektorrechnung und analytische Geometrie

3.3.1 Darstellung von Vektoren

(Geometrischer)Vektor @ =P(Q): Parallelverschiebung, die Punkt P in
Punkt @ des (Anschauungs-)Raumes iiberfiihrt.

Jeder Vektor @ ist eindeutig bestimmt durch Lange (= Betrag |@|) und
Richtung.

Arten von Vektoren:

e gebundene Vektoren: fester Angriffspunkt

e linienfliichtige Vektoren: entlang einer Gerade verschiebbar
e freie Vektoren: beliebig im Raum verschiebbar

Spezielle Vektoren:

o Nullvektor 0 :];3

e entgegengesetzter (inverser) Vektor —d@ =QP
e Einheitsvektor €: |é] =1
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Rechenoperationen

e Zwei Vektoren @ und b heifien gleich: ad = b, wenn sie in Betrag und
Richtung tuibereinstimmen.
e Addition: Seien @ =PQ, b =QR:
Summe: &= d+b=PR
e Multiplikation mit Skalar:
a>0: «ad- a-faches von @

a<0: ad=—(lald)
—_— alﬂ
Ortsvektor: @ =0OA= | a,
Qaz

mit (ag, ay, a,) — kartesische Koordinaten von A =
Jedem Vektor im Raum entspricht ein Spaltenvektor vom Typ (3,1) (oder
ein Zeilenvektor vom Typ (1,3)).

Vektor durch Punkte A = (az,ay,a.), B = (by, by, b.):

. by — ay
AB= by — ay
b, —a,

3.3.2 Vektorraum und lineare Abhangigkeit

Eine Menge V' # 0, in der man zu je zwei Elementen EL’,g € V eine
Summe @ + b € V und zu jedem Element @ € V das A-fache (A € R)
Ad € V bilden kann, heift Vektorraum (iiber R), wenn folgende 8

Aziome erfiillt_sind:
1° d+b=b+a (kommutativ)

-

2 (G+b)+é=a+ (b+7) (assoziativ)
3° 30 (Nullvektor): @+ 0 =d
4° 3(—d)eV:d+(-a)=0

5° ld=da

6°  A(pd) = (Au)a

70 M@+b) =M+

8 A+ pd=Ad+ pud
jeweils fiir beliebige @, 57 ceVund A\, p € R.
Vektoren: Elemente des Vektorraums V.
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Statt @+ (—b) schreibt man @ — b (Differenz).

ai

as
Beispiel: R" :={d: d = . , a;€R,i=1,...,n}.

an
(n-dimensionaler Euklidischer Raum)

Die Vektoren dq,ds,...d, € V heilen linear abhingig, wenn reelle
Zahlen A1, Mg, ... A, (A2 + 22+ ...+ )2 > 0) existieren, so daf}

M@y + Aoz + ... + Apdn = 0. (1)
Gilt (1) nur fir Ay = Ao = ... = X\, = 0, so heiflen die Vektoren
ay,ds, . ..,d, linear unabhingig.

Der Vektor b stellt Linearkombination von ay,ds, ..., a, dar, wenn

5205151-1-0425:24—...4—04”5”, aeR,i=1,...,n. (2)
Die Vektoren dy,ds,...,d, € V bilden Basis des Vektorraums V', wenn
1) @i, ds, . .., dy, linear unabhéngig
2) Jeder Vektor b € V' Linearkombination von @y, s, - . . , @y

Dimension des Vektorraums V' (= dimV): maximale Anzahl linear
unabhéangiger Vektoren.

Folglich: Falls dim V' = n, so bilden beliebige n linear unabhéngige
Vektoren eine Basis.

Speziell: Einheitsvektoren

1 0 0
er=| 0], &= 1], &=10
0 0 1

bilden orthonormierte Basis in R, d.h. sie stehen jeweils senkrecht
aufeinander und ihre Lénge betragt 1.

3.3.3 Operationen mit Vektoren

Seien @ = (a1, az,a3)’, b= (b1,ba,b3)T, &= (c1,c2,c3)T € R3.
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I) Skalarprodukt

e (geometrisch)  @-b = |@|[b] cos ¢ (+)
mit ¢ eingeschlossenem Winkel zwischen @ und b
O<p<m)

e (algebraisch) @ - b= ayby + asby + asbs (++)

Rechenregeln:

e G-a=|a?=:a>>0, fallsda#0

o ab=b-d

e (\@)-b=A@-b), (AeR)

o G- (b+d=a-b+a-c

Einige Anwendungen
1) Léange eines Vektors a:

@l = \Ja? + a3 + 3. 3)

2) Winkel zwischen Vektoren @ und b:

1

_ aby + azbs + azbs
Va2 + a3 + a2\/b? + b3 + b3

Ql

cosp =

SRS

a

|
Speziell: Glbe—db=0

3) Projektion eines Vektors b auf Vektor a:

- ab\ .
ba— <|(_i|2> a.

4) Richtungswinkel zwischen Vektor und den Koordinatenachsen (Rich-
tungskosinus) o := /(€1,d), B := L(é3,d), v:= L(€3,Q):

(5)

as
cosSY = —r

lal’

aj
cosa = —, cosf3=

|d
Offenbar gilt

@a

cos® a4 cos® B + cos® y = 1.
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IT) Vektorprodukt

e (geometrisch) ¢&=a x b, wenn

a) [el = |al|B] sin )
(¢ eingeschlossener Winkel zwischen @ und b)
b) & steht senkrecht auf @ und b
c) da, b, & bilden Rechtssystem
€1 €2 €3
e (algebraisch)  a x b=|a; as as
bi by b3
Rechenregeln:
o dxb=-bxi
e (M@ xb=2A@xb), (AeR)
o (G+b)xé=axi+bxC

Anwendungen: Flacheninhalt des von a, b aufgespannten

Parallelogramms A = |@ x b|
1

bzw. Dreiecks A= §|Ei X I_;|
Speziell: @xb=0<a| b

III) Spatprodukt

. . ay ag as
[Eﬂ)é] = (d’ X b) -C= bl b2 b3
C1 C2 C3

Anwendung: Volumen des von a, 5, ¢ aufgespannten
Parallelepipeds (Spat) V' = [abd.
Speziell: [Eil;E] =0 < @,b, komplanar.

Mehrfache Produkte

Zerlegungssatz
(Zerlegung

53
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3.3.4 Kartesische Koordinatentransformationen

Urspriingliches (x, y)-Koordinatensystems wird transformiert in (z’,y')-
Koordinatensystem. Bezeichnen die entsprechenden Koordinaten in den
Systemen mit

I. Parallelverschiebung des Koordinatensystems

Seien ¥y = (w0,%0)? Koordinaten des Koordinatenursprungs O’ des
z',1'-Systems bezliglich des z,y-Systems. Dann gilt:

=/

T==Tg+ 2 bzw. ¥ =7 — 1.

II. Drehung des Koordinatensystems

Sei ¢ Drehwinkel:

= A7  mit A= S¥ sne
—sing cosy

bzw. die inverse Transformation

FoAly  omit Al P Tsing
sin ¢ Cos ¢

ITI. Parallelverschiebung und Drehung

Ein z,y-Koordinatensystem wird um #y = (29,%0)7 in ein 2/, y’-Ko-
ordinatensystem verschoben und anschlielend um den Winkel ¢ in ein

2", y""-Koordinatensystem gedreht. Man erhélt fiir die Koordinaten 7/ =
(:C” y//)T

7 = AT - 7o)
oder in Koordinatenschreibweise

(2 — o) cos o + (y — yo) sin g

.T/, —
y" =—(x —z0)sinp + (y — yo) cos
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3.3.5 Geraden und Ebenen

I a) Geraden im Raum
Gegeben Punkte Pj(z1,y1,21) (fest) und P(x,y, z) (beliebig) und Rich-
tung @ der Geraden g: Bezeichnen 71 =OP;, ¥ =0OP

r=r+td, teR (Parametergleichung). (6)

Abstand d zwischen einem Punkt @ und der Geraden g:

d= W mit 7 =0Q . (7)
Lage zweier Geraden: g1 : ¥=71 +1tdy, ¢go: 7 =72+ sds, s,t € R
e gleich: > 1 Schnittpunkt
e cinziger Schnittpunkt
(Schnittwinkel = Winkel zwischen @; und as)
parallel S dl || @y & dp = A

windschief } kein Schnittpunkt \, sonst

I b) Geraden in der Ebene
Gegeben Gerade g mit Punkten P(z,y) € g:

Az +By+C=0 (A>+B*>0) (implizite Gleichung).
Falls B # 0 =
y=mz+b (explizite Gleichung),

wobei m Anstieg und b Schnittpunkt mit y-Achse der Geraden g.
Falls Py (x1,y1), Pa(22,y2) € g (feste Punkte):

Y—Uy _ Y2 — Y1

(Zweipunkte-Gleichung).
xr — I Xo — I

Falls 7% = (cos ¢, sin @) (normierter Normalenvektor) :

O.f=p (Hessesche Normalform)

7
mit p Abstand vom Ursprung 0 bzw. in Koordinatenschreibweise

zcose +ysing —p = 0.
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IT) Ebenen
Gegeben Punkte Pj(z1,y1,21) (fest) und P(x,y, z) (beliebig) und Rich-
tungsvektoren @ H/l_; in der Ebene E: Bezeichnen 7y =OP, ¥ =0OP

F=7 +si+th, stelR (Parametergleichung). (8)
Sei it = @ x b= (A, B,C)T (Normalenvektor der Ebene) und 7i® = iTﬂ|
il

(normierter Normalenvektor) =
7o’ —p=0 (Hessesche Normalform), (9)

P D
+[id|  +VA2 + B2+ C?
Ax+By+Cz—D _0
+VA? + B2+ C? ’

wobei Vorzeichen £ so gewéhlt wird, dal p > 0 (p =Abstand vom Ko-
ordinatenursprung).

bzw. in Koordinatenschreibweise

mit p =

Abstand d eines Punktes Py(xo,yo, 20) von Ebene E:
Bezeichnen 7y =0 P

d=|r- i’ —pl|. (10)

Lage zweier Ebenen:
Fy: Ayx+Biy+Ciz=D,
Ey: Asx + Bgy + Coz = Dy
—> Losen des Gleichungssystems
e gleich: Losung mit 2 Parametern
e Schnitt in einer Geraden: Lisung mit 1 Parameter
(Schnittwinkel = Winkel zwischen Normalenvektoren 7; und #is)
e parallel: keine Losung

3.3.6 Kurven und Flachen 2. Ordnung

A) In der Ebene
Gleichung mit 2 Unbekannten F(xz,y) = 0 beschreibt Kurve.
1. Az+By+C=0 : Gerade (siehe oben)
2. Ax?> +2Baxy+Cy?’+Dx+Ey+F =0
: Kurve 2. Ordnung (Kegelschnitte)
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Dabei gilt

>0 fiir Ellipsen
§:=AC —B?*={ =0 fiir Parabeln
< 0 fiir Hyperbeln

Falls sich der Kegelschnitt nicht in achsenparalleler Lage (B = 0) befin-
det, kann das gemischt-quadratische Glied durch eine Drehung des Koor-
dinatensystems zum Verschwinden gebracht werden. Der entsprechende
Drehwinkel ¢ ergibt sich aus

2B

tan 2%0 = m

Die linearen Glieder kénnen danach durch eine Parallelverschiebung (mit-
tels quadratischer Erginzung) eliminiert werden und man erhalt die
kanonische Gleichung des Kegelschnitts, d.h. die Normalform in Mit-
telpunktslage.

B) Im Raum
Gleichung mit 3 Unbekannten F'(x,y, z) = 0 beschreibt Fliche.
1. Az+By+Cz+D=0 Ebene (siehe oben)

2. z,y,z quadratisch Flache 2. Ordnung



3.3.7. Vektorielle analytische Geometrie der Ebene und des Raumes
3.3.7.1. Wiederholung Zahlen und Korper:
»Was ist eine Zahl?* — In der Schule lernt man gewisse Mengen von Zahlen kennen.
N={0,1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen
7={...,-2,-1,0,1,2,...} Menge der ganzen Zahlen
Q={p/q | p,qeZ,q#0} Menge der rationalen Zahlen (Briiche)
I=Menge der irrationalen Zahlen, z.B. V2
R=QuI Menge der reellen Zahlen
C={a+i*b | a,beR mit i>=-1} Menge der komplexen Zahlen

Ferner haben wir in der Schule gelernt, innerhalb gewisser dieser Zahlenbereiche zu rechnen.
Eine Auswahl der ,,Rechengesetze* ist folgende:

Es sei F eine der Mengen Q, R, C. Dann gilt
F1: Rechengesetz: zu bel. a,beF gibt es genau ein Element ,,a+b* in F,
genannt Summe von a und b, d.h. atbeF.
F2: (at+b)+c=a+(b+c) Assoziativgesetz der Addition
F3: Es gibt genau eine Zahl ,,0“ (Null), so dass gilt: a+0=a VaeF.
F4: Zu jedem aeF gibt es genau ein Element ,,-a*, so dass a+(-a)=0 gilt.
Es ist iiblich a+(-b)=a-b zu schreiben.
Fs: atb=b+a Kommutativgesetz der Addition
Fs: zu bel. a,beF gibt es genau ein Element ,,a*b* genannt: das ,,Produkt” aus a und b
F7: (a*b)*c=a*(b*c) Assoziativgesetz der Multiplikation
Fs: Es gibt genau eine Zahl ,,1* (Eins), so dass gilt: ax1=1*a VaeF und es ist 0=1.
Fo: Fiir jedes acF, a0, gibt es genau ein Element ,,a™', so dass a*a'= al*a=1 gilt.
Fio: axb=b*a Kommutativgesetz der Multiplikation
Fi1: a* (b+c)=a*b+a*c Distributivgesetz

Damit sind alle in der Schule jemals benutzten Rechengesetze erfaflt, auler Logarithmieren,
Potenzieren und Radizieren.

Def.1: Ist F eine nichtleere Menge mathematischer Objekte (mit wenigstens 2
Elementen), fiir die zwei Zusammensetzungsvorschriften F; (Addition) und Fs
(Multiplikation) solcherart erkliirt sind, dass die Gesetze F2, ..., F5, F7, ..., F11 erfiillt
sind, dann heif3t die Menge F zusammen mit den Operationen + und ¢ und diesen
erfiillten Gesetzen ,,ein Korper.

Zeichen: (F,+,*), z.B. Q, Rund C.



Bemerkungen:

1) Der Begriff ,,Korper* ist sinnvoll, denn in Q, R und C sind uns K&rper aus unserer
mathematischen Erfahrung her bekannt.

2) Unterscheide Menge F und Korper F.

3) Wegen F; und Fs besteht jeder Korper aus mindestens zwei verschiedenen Elementen 0
und 1.

4) Gelten alle Gesetze auller Fo, dann liegt ein ,,Ring mit Einselement® vor: z.B. Z, Q, R, C.
5) Gelten alle Gesetze auller F1o, dann liegt ein ,,Schiefkorper* vor.
6) Gelten alle Gesetze auller Fg und Fo, dann liegt ein ,,Ring* vor (ohne Einselement).
Beisp. Menge der geraden Zahlen {...,-2,0,2,4, ...}
7) Weiteres iiber Korper und Ring spiter
8) Antwort auf die Frage ,,Was ist eine Zahl?“ lautet:
Die Elemente eines Korpers werden Zahlen genannt!
Wichtig: primirer Begriff: Korper, sekundérer Begriff: Zahl
Auch die Elemente von Ringen und Schietkérpern werden Zahlen genannt (Zahl=Skalar)

Obwohl N={0, 1, 2, ...} kein Korper im Sinne der Def. 1 ist, werden auch hier die Elemente
als Zahlen (natiirliche Zahlen) bezeichnet.

Vorkommen des Begriffes Korper im Alltag:

Mathematik: Korper: Menge von Zahlen mir einer definierten algebraischen Struktur
Geometrie: Korper: 3D-Objekt mit einer bestimmten geometrischen Struktur
Biologie: Korper: ,,Menge von Zellen* mit einer bestimmten biologischen Struktur

Rechtsbegriff: , Korperschaft des o6ffentlichen Rechts®, z.B. ,,Menge von Studenten an einer
BA* mit einer bestimmten Rechtstruktur (Immatrikulationsordnung, Priifungsordnung, ...)

Beisp.: Der kleinstmogliche Korper besteht nur aus diesen beiden notwendig existierenden
Elementen: N-Nullelement, E-Einselement, d.h. F={N, E}. Man konstruiere seine Addition
und Multiplikation (Angabe als Tabelle):

+ [ NE *|NE indir. Beweis: Angenommen E+E=E, dann (E+E)+(-E)=E+(-E),
N| N E N|N N mitF2dann E+(E+(-E))=E+(-E), mit F4 dann E+N=N und mit F3
E|] EN E| N E dann E=N, Widerspruch, also E+E=N.

Weiter direkter Beweis fiir N*N: sei N*N=M, mit F4 dann
N*(E+(-E))=M, mit Fi; dann N*E+N#*(-E)=M, mit Fs dann
N+N=M, mit F3 dann N=M, also N*N=N.




3.3.7.2. Wiederholung Vektoren und Vektorriume:

Es wird zunichst eine dem Korper entsprechende neue Struktur ,,Vektorraum*
bereitgestellt, um den Begriff ,,Vektor* definieren zu konnen.

A" sei ein n-dimensionaler Raum (n=1,2,3,...)
n=1: (eine) Gerade, n=2: (eine) Ebene, n=3: (der) Raum,

Der ,,Punkt® ist das einfachste geometrische Gebilde des A". Die nidchstkomplizierte Figur ist
das ,,Punktepaar* (zundchst ungeordnete Menge aus zwei Punkten {A,B}).

Def. 2: Ein geordnetes Punktepaar oder kurz ein Pfeil ist ein Punktepaar, in dem einer der
beiden Punkte als erster oder Anfangspunkt A, der andere als zweiter oder Endpunkt B

bezeichnet wird. Zeichen: AB = BA = (4, B), A=B zugelassen.

Aus jedem Punktepaar {A,B} mit A#B lassen sich zwei Pfeile herstellen. Ein Pfeil A4 heiBt
ein Nullpfeil.

Def. 3: Zwei Pfeile AB und w heillen dquivalent, wenn es eine Parallelverschiebung gibt,
bei der der Anfangspunkt von AB in den Anfangspunkt von P—Q) und zugleich der Endpunkt
von AB in den Endpunkt von P—Q) iibergeht. Insbesondere soll jeder Pfeil zu sich selbst
dquivalent sein. Zeichen: AB ~ ﬁ fiir Aquivalente Pfeile.

Def. 4: Aquivalenzrelation in der Menge der Pfeile des A", d.h. es gilt:
1. AB ~ AB - Reflexivitit
2. (ﬁ ~ W) = (ﬁ ~ ﬁ) - Symmetrie
3.((AB ~ PQ) A (PQ ~ UV)) = (AB ~ UV) - Transitivitit

Diese Pfeile nennen wir (gleich) Vektoren (sie sind eine ,,Sorte* von Vektoren).

O sei ein bel. Punkt aus dem A". Ist p = OP, dann heifie OP =:|| plldie Linge, der Betrag

oder die Norm von p. Insbesondere 00 =|| o|| = 0 (Zahl Null), aber deswegen heift o nicht
Nullvektor!

Es sei V"die Menge aller Pfeile des A" mit dem Anfangspunkt O und sei 0A=a, OB=b, ...,

insbesondere 00=o.
In V*mogen folgende Sachverhalte gelten:
Vi: Vektoraddition: a,beV", d.h. (a,b)e V"% V",
und a+be V" sei eine Abbildung V" x V"> V" bzgl. der Operation +
Mit den Pfeilen: a=0A4, b=0B, 0A+0B=0C (Skizze!)
Vi: skalare Multiplikation: eine Abbildung R ¥ V"— V" bzgl. der Operation =

wie folgt: reR, r#0, ae V", dann sei r-a€ V" und es gelte Hrsall=1r]*]]all

Mit den Pfeilen: r>1: Streckung, 0<r<1: Stauchung, r<0: Richtungsdnderung (Skizze!)



Jetzt allgemeiner:

Gegeben seien eine nichtleere Menge V mathematischer Objekte und ein (Zahlen-)Korper F

Vi: Vektoraddition: zu beliebigen a,heV, d.h. (a,b)eV X V, gibt es genau ein Element in V,
das die Summe von @ und b genannt wird und mit a+beV bezeichnet wird. Das ist eine
Abbildung VX V—> V bzgl. der Operation +

V2: Assoziativgesetz der Vektoraddition: a+(b+c)=(a+b)+c

Vi: Es gibt genau ein Element, das wir mit o (Nullvektor) bezeichnen, so dass gilt:
ato=a, VaeV

V4: Zu jedem Element aeV gibt es genau ein Element ,,-a ,, in V, so dass a+(-a)=o gilt.
Es ist iiblich, a+(-b)=a-b zu schreiben.

Vs: Kommutativgesetz der Vektoraddition: a+b=b+a

Vs: Zu jedem reF und jedem a€V gibt es genau ein Element aus V, das das skalare Produkt
oder geometrische Vielfachheit von @ mit r genannt und mit r-a€V bezeichnet wird.

V7. Assoziativgesetz der skalaren Multiplikation: r«(s«b)=(r*s)+b, Vr,seF, beV
Bem.: Operationszeichen « fiir skalare Produkt s«b, * fiir die Zahlenmultiplikation r*s

Vs: Distributivgesetz bzgl. der Vektoraddition: r«(a+b)= r+a+ r=b

Vo: Distributivgesetz bzgl. der Zahlenaddition: (r+s)+a= r«a+ s+a

Vio: Fiir 1€eF, VaeV gilt: 1:a=a

Bem.:
1) Wegen V3 heilit der Nullvektor o Nullvektor
(In V" gilt || o|| =0 — nicht notwendig ein Kennzeichen fiir den Nullvektor.)

2) In Vo stehen zwei unterschiedliche Pluszeichen: Zahlenaddition und Vektoraddition

Def.4: Es seien F ein Korper und V eine nichtleere Menge mathematischer Objekte, fiir die
eine Addition VX V— V gemil} V| und eine skalare (geometrische) Multiplikation F ¥ V—
V gemil Vi erklart sind, wobei die Gesetze (Axiome) Va, ..., Vs, V7, ..., Vi erfiillt seien.
Dann heifit V (zusammen mit Vi und Vi) ein Vektorraum iiber dem Korper F (F heil3t der
Grundkorper dieses Vektorraumes), andere Sprechweise: linearer Raum

Beispiele: 1) V! iiber R, 2) V?iiber R, 3) V3 iiber R, 4) C iiber R
5) Satz: Jeder Korper ist ein Vektorraum (VR) mit sich selbst als Grundkorper
6) Der Korper der reellen Zahlen R ist ein VR iiber dem Korper der rationalen Zahlen Q.

7) Die reellwertigen Funktionen, die (zweimal stetig differenzierbar sind und) die
Differenzialgleichung y*“+y=0 erfiillen, bilden einen VR iiber R (Basis: y=sin(x), y=cos(x))

Antwort auf die Frage ,,Was ist ein Vektor?* lautet: ,,Ein VR-Element wird Vektor genannt.*



Def.4a: Gibt es eine Abbildung V>R* mit aeV — || a|| € R mit den Eigenschaften
D) all=0fira=o 2) llall>0firazo 3) lla+bll<llall+|I5ll,

dann heifit der VR ein normierter Raum, die Abbildung selbst eine Norm.

3.3.7.3. Gruppen:

a) Korper bzgl. seiner Addition

b) Korper bzgl. seiner Multiplikation
c) VR bzgl. seiner Addition

Es sei G eine nichtleere Menge mathematischer Objekte, und es gelte:

G1: zu bel. a,be G gibt es genau ein Element aus G, das das Produkt (in gewissen Fillen die
Summe) von a und b heifit und mit acbe G bezeichnet wird:
Abbildung G X G— G bzgl. der Operation o (Operation ,,Kringel*)

G2: Assoziativgesetz bzgl. der Gruppenmultiplikation: (acb)ec=ao(boc)

Gs: Es gibt genau ein Element e, das sogen. neutrale Element oder Einselement
(Einheitselement oder Einheit), so dass gilt: ace=eca=a VaeG

1¢c

Gs: Zu jedem Element ae G gibt es genau ein Element ,,a“, das sogen. inverse Element

oder kurz Inverse von a, so dass gilt: aca™! = aloa=¢

Def.5: Die so mit einer algebraischen Struktur G bis G4 versehene Menge G
heiBit eine Gruppe (G, ©) oder G. (nur Gi, G2: Halbgruppe (H, o), mit G3: Monoid)
Beispiele:
1) (Z,+) ganze Zahlen bilden bzgl. der Addition eine Gruppe
2) (Q 1), 3)(Q\{01%), 4 RF), 5)RY0E), 6)(CH), 7)(C\{0},%),
8) F sei ein bel. Korper (0 sei seine Null), dann sind (F,+) und (F\{0},*) Gruppen
9) VR bzgl. seiner Addition

Def.6: Gilt in einer Gruppe stets acb=bea, dann heillt die Gruppe kommutativ oder abelsch.
(N.H.Abel 1802-1829, norwegischer Mathematiker)
(Begriinder der Gruppentheorie: E.Galois, 1811-1832, franzdsischer Mathematiker)

3.3.7.4. Euklidischer Vektorraum:

Def.7: Ein reeller VR (VR iiber dem Grundkdérper R), in dem zusétzlich ein inneres Produkt
(Skalarprodukt, neben der skalaren Multiplikation) definiert ist, heif3t ein euklidischer VR.

Def.8: Ein euklidischer VR, in dem zusitzlich eine Norm definiert ist mit || a|| 2= aoa heiBt
ein Hilbertraum. (D.Hilbert, 1862-1943, deutscher Mathematiker)
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3.3.8 Merkblatt zur eindeutigen Beschreibung der
Mehrdeutigkeit bei komplexen Zahlen

1. Haupt- und Nebenargumente: (Empfohlen wird die Angabe als dimensionslose Gréie im Bogenma$.)
per DIN-Empfehlung gilt: —7 < arg(z) < 7 (Hauptargument) und somit argy(z) := arg(z) + 2km, k € Z (Neben-
argumente), arg(z) := arg,(z). (Z={...,—2,-1,0,1,2,...} ... Menge der ganzen Zahlen)

2. n-te Wurzeln (n € N und n > 2) als Umkehrung von w = 2":
Beim Potenzieren (w = 2™) wird von der Zerlegung der z-Ebene in n Winkelrdume ausgegangen:

Dy, = {z —m + 2km <p< T+ 2km

n - n
Jeder Winkelraum geht beim Potenzieren (w = z™) in eine volle Gauf3’sche Zahlenebene tiber. Man sagt deshalb,
Dy wird im k-ten Blatt der n-blattrigen Riemann’schen Flache f, abgebildet.

jslw) + 2km
n

} mit £ =0,1,2,....,n— 1. (D, liegt symmetrisch um die positive Re-Achse.)

Umgekehrt: w € k-tes Blatt von f,, = 2, = Yw = {/|w| -exp{ } €Dy firk=0,1,2,...,n — 1.

2, ist die Hauptwurzel, die stets in D, liegt. Damit ist z.B. /—8 = —2 eine Nebenwurzel.

3. Logarithmen als Umkehrung von w = e*:

Beim Potenzieren (w = ¢ = eRe@+Im(z) — (Re(z) . ejIm(z)) ist Im(z) das Argument ¢ der Zahl e*, d.h., eine

Verdnderung von Im(z) mit £2kn, k € N, wirkt sich auf e* nicht aus (”Periodizitat” der komplexen e-Funktion).
Deshalb: Veranschaulichung durch die Zerlegung der z-Ebene in (unendlich viele) Parallelstreifen
Dy :={z| —7m+2kr <Im(z) <7+ 2kn}, ke Z={0,£1,%2,...}.

(Bem.: D, liegt symmetrisch um die Re-Achse.)

Jeder Parallelstreifen geht beim Potenzieren (w = e*) in eine volle Gaufy’sche Zahlenebene {iber. Man sagt deshalb,
Dy wird im k-ten Blatt der oo-blattrigen Riemann’schen Flache f., abgebildet.

Umgekehrt: w € k-tes Blatt von fo, = 2z = Ing(w) = In |w| + jarg(w) + 2knj, k € Z,

(2o = In |w| 4 jarg(w) =: In(w) ... Hauptwert)

4. Allgemeine Potenz z7*:
per Definition ist 27? := (eln’“(zl))z2 = em2I(m) - exp{z2(In|z1| + jarg(z1) + 2kmj)}, k € Z,

d.h., 2{? ist unendlich vieldeutig (k ... Blattnummer). Hauptwert erhélt man wieder fiir £ = 0.

5. Beispiel:

Man berzchne w = (1+ j)?73 und gebe Re(w), Im(w), |w| und arg(w) sowie arg;(w) im k—ten Blatt von f., an!
Losung: w = (14 )% =

exp{(2 — 3j)lng(1 4+ 5)} = exp{(2 — 35)(Inv2 + j% + 2kmj)} = 2340k (¢o5(0,1697) + 5 sin(0,1697)), k € Z.
Hieraus erhalt man im k-ten Blatt den Potenzwert w = wj mit

Re(wy) = 2e3™/44657 cos(m/2 + 4k — 31n+/2) = 2e37/4+6k7 ¢05(0, 1697),

Im(wy) = 2e37/4T657 gin (7 /2 + dkm — 31Inv/2) = 2e37/4+6k7 5in (0, 1697),

lwg| = 2e3™/4H6FT und argy(wy) = 7/2 — 3Inv/2 + 2, | € Z.

Wegen des variablen { in 2l7 muf} hier der vorhandene Summand 4k7 nicht extra ausgewiesen werden, d.h., in
diesem Beispiel hat die Blattnummer £ hat nur Einfluf} auf den Betrag von w.

Fir das Hauptargument mufl [ € Z so gewahlt werden, daf3
arg(w) = /2 — 3Inv/2 + 2l7 mit 7/2 — 3In+v/2 + 27 € (—=, 7] gilt.

Als Hauptwert der Potenz erhalt man schlielich (fiir £ = 0):
w = w, = 18,195 + 10,6875 = 21,101 (cos(30,43°) + 5 sin(30, 43°)) = 21, 101(cos(0, 1697) + j sin(0, 1697)).



3.3.9 Solution of Linear Equation Systems

with Parameters

cp. http:f /fwww. informatik. htw—dresden. def

~paditz / Paditz_Beitrag CEJ 2006. pdf

{bearbeitet 31.10. 2021, Ludwig Paditz)

3x+2v+tkz=02equl

tez+3+x+2+v=0)
Ox+1v—4z=—12equ?

y—4ez=—1
1x+3v+0z=12equ3
¥+3+v=1
=1 x+0v+2z=1pequd
-x+2+z=1
equl
equ
equd
equéd|x, v, z,u
{ _4st4+8 = (t+12) =10 }
X=1-28 V" t—28 % i-28°" M

What happens with t=287

equd
equ2
equl

equl|x, y,z,u



{_—(t+4) _—(t-8) _ 5 _}
14 YT 14 T r140 Y

What happens with t=-147?

equd
equ2
equ3

equl |x,y,z,u
{X_—g _E Z_i ll_ll}
AR R VL

Here it seems for all t we get an unique solution (and

parameter t disappears?)?

3 2t 0O
0 1 -4 -1
1 30 1 Fmat
-102 1
3 2t 0
0 1 -4 -1
1 30 1
-102 1
ref (mat)
[, 2 t
133 0
-t 3
01 =
5
00 1 342
00 0 1

Here it seems we have to study the special case

t=—3/147



rref (mat)

o o O =
o T T R s |

Here it seems the parameter t is without meaning (t

disappears?)?

But in case t=0:

ref (mat | t=0)

= ks
o

=

rref (mat | t=0)

rank (mat)

rank (mat | t=0)

The rank—function can’t compute the rank in dependence

on the parameter t!

o B o N
[l e B e B

s




If we use the "ref” or ”rref” or “rank” functions the CP
should give a message "no solution with parameters” (cp
TI-Nspire CAS, OS 1.86)

another exercise with complex numbers:

J2t 3+25
0125 145 |®mat
s 04 -1
J 2t 3+2+§
01 2«5 1+j
s 04 -1
rank (mat)
3
rank (mat |s=—j and t=—4+4j)
2

Again, the rank is depending on the parameters s and t

The exchange procedure:

DelVar a;i, @iz, 8z1y A2z, B1y B2y X1y Xay t
done
start with following svstem:
X, Xa,,+x-%a,.=8, (1)
X, Xz FXRa=8: (2)

let be a;;#0 (pivot element)

equivalent system:



vi=0=x,Xa,,+¥x.%Xa,.—#,%x1 (3)
vo=0=x,Xa, . Xa.,—f.x1 (4)

solve (F1=X1Xal 1+X3X313—BIX1 y X1 )

—diz*X
{X1= 12°Xa B + 1
dii dix a1z

_312'X2+ B + ¥1 ]
dii

expand [ Va=X Xas +XaXaza—B2X1 | X,=
djy djy

_a‘z'azl‘xz+azz-xz+’8‘ dz1 -8, _I_ﬂzl

¥a=
11 dia
new equivalent svstems:
1 dip -5
X3= y + —, X + ——1 (5)
! dyy Y1 —di11 2 —di1
a —
¥a= 2oy, + [ﬂzz'l'ﬂlz'_zl ]'Xz + [_Bz'l‘alz'_ . ]'1 (6)
au i1 11

write (3), (4) in a table ST with matrix matST:

ST X Xa 1

¥1 | ai diz -5

¥a | ax daz -8z

K * A1z =5, K is the bottom (a help row,
—di1i —di11

put * in the pivot column

and

divide by —pivot otherwise. )

where mai:ST=[all EE

] — in matST are all
21 Az —H-:

!



informations on the system.

write (5), (B6) in a table T1 with matrix matT1

{an equivalent svstem, exchange v, € x;)

T1 V1 Xz 1
1 a - ;
X | — =12 B using
di1 =di1 —di1

inverse value and K row respectively

dazy =51
¥= | dpzta, et —fzta,
dia —di11 —di11

division by

pivot (old pivot column) and

"triangular rule” respectively

delete v, column (because ¥,=0)

T1 Vi X 1
a —
X, | m 12 B
—di —di11
day -5
¥= | | dpzta, ot —Fzta e
—di11 —di11
S =81
: —di1 —di11
with matT1= P
dzq 1
Azzta; s’ —HBata; e
—di11 —di11

in matT1l are all informations on the svstem.

6



The next pivot element could be azz+alz-_'r:‘§1 (#0) to
11

exchange v, © X

Thus we get (if exchange v. © 3x» possible)

T 2 =ET ¥1 ¥o ].
X1 I | [ | O
Xa | [ [ O unique solution

If ap+a;.c—2-=0 than T1=ET (end table with followig

—dii1

decisions):
T1=ET Vi ¥a=t 1
¥,y | [ | O O
Va2 | u 0 [0] non—unique solution
{with parameter t)
T1=ET Vi ¥a=t 1
¥,y | [ | O O
Va | | 0 [#0] <(no solution,
contradiction in the y-row v+0)
stop



Now using the new created functions LinEqSys and
AVRank in Main=menu
{To use the LinEqSwy¥s and AVRank program in an eActivity

the program must be stored in the Librarv—folder!)

ST X, o X3 1

Y1 | a5, A1z diz -5 pivot a,,;¥0 to

va | 821 8z azs —Ha exchange y,0x,

¥a | as dzz daz -HB3

¥a | a4 Adyz daz -5

3 2t

[1] L il PmatST

-102 -1
3 2t O
0 1-41
1 30 -1
-102 -1

LinEqSys(matST, 1, 1)

done

syntax: LinEqSys(matrix, row index i of aji, column

index k of aji), if aji pivot

matnew>matT1



2
3 3
1 -4 1
7 =t
g 3 1
2 0t 5 _
3 gt2 -1
T1 Vi o X 1
X, | H O O O
v | W O O O pivot ap.+0 to
vz | H O O O exchange v.©x%,
ve | N O O O
LinEqSys(matT1, 2, 1)
done
mathew>matT2
[—(t+8) 2
3 3
4 -1
—(t—-28) 10
3 3
t+14 5
3 3
T2 ¥1 ¥a Xz 1
X, | H | O O
Xz | H | O O
v2 | H [ O O pivot as;#0 to
ve | N [ O O exchange v;©x; or

pivot a.s¥0 to



exchange v,©3x;

If t+#28 than we have a third exchange—step x; © ¥3

LinEqSys({matT2, 3, 1)

mathew>matET
T3=ET ¥1 ¥a ¥a 1
4o (t+2)
X, | N [ | [ | ~1-28
-40
Xz | [ | | | m—l
-10
X | 0 [ | [ | 1—28
v | m m w2 ya=0,

matET is the solution, if the last element t_— 52;

i.e. t=0

10

done

4+ (142) ]

t—28

-40 _
t—28
-10
t—28
—5-t
| t-28

1

if t=0

equals 0,



matET | t=0

9
ki
3
7
9
14
| 0
Thus x==2f7, v=3fT7, z=5/14
If t#14 than we have a third exchange—step x; © ¥,
We start again with matST:
LinEqSys(matST, 1, 1)
done
LinEqSys({matnew, 2, 1)
done
LinEqSys({matnew, 4, 1)
done
matnew>matET
[ —(t+4) ]
t+14
20 -1
t+14
=5t
t+14
| t+14

T3=ET ¥1 ¥a2 ¥a 1

11



—(t+4)

x | . u t+14

X | W | | tf? 1 -1

vs | B ®m =m —0L yam0, if =0
s | ® " - t+51 4

matET is the solution, if the 3rd element vs; equals 0,

i.e. t=0

matET | t=0
_2]
7
3
T
0
9
| 14 ]
Thus x==2f7, v=3fT7, z=5/14
stop
Remark: rank of matST is 3 for t=0 and 4 otherwise
AVRank (matST, 1, 1)
done

syntax:
AVRank (matrix, row index i of ajik, column index k of

ajlk), if aji pivot

12



The rank of a matrix is the number of possible exchange

steps

mathew>matT]

T1 ¥1 Xz X3 1
X, | ® u ] n
v, | N O O O
v | N O O O
va | H O O O
AVRank(matT1,1,1)
matnew>matT2

T2 ¥1 ¥z X3 1
X, | ® u ] n
X | W u ] n

13

1o -4 1

7 -t _

3 3 1
2t

'3 3*2 1

delete the old pivot
row and pivot column
pivot aE0 to

exchange x, © ¥v:

done
—(t—-28) _10
3 3
t+14 5
3 3

delete the old pivot



row and pivot column again
vz | W [ | O O pivot a,,®0 to
exchange x, © v.

v, | ®m ®m O O

If t+#28 we compute:

AVRank(matT2, 1, 1)

done
mathew>matT3
-5t
t—28
T3 ¥1 ¥z X3 1
X, | ® u ] u
X | W u ] u
v2 | N [ | [ [ | delete the old
pivot row and pivot column again
=5t
If t¥#=14 we compute:
AVRank (matT2, 2, 1)
done

14



matnew>»matT3

B
t+14
T3 ¥1 ¥z X3 1
X3 | | | [ | [ |
Xz | | | [ | [ |
-5+t
v | W - - t+14
vo | 0 [ | [ [ | delete the old

pivot row and pivot column again

Thus we have 3 steps, i.e. rank equals 3, and for t+0

we pget rank equals 4

3 2t O
0 1-41
rank 1 30 -1
-102 -1

The rank({matrix) function can not differ between 3 or 4

in dependence of parameter t.
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