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2 Differential- und Integralrechnung fir
Funktionen einer Variablen

2.1 Grenzwerte und Stetigkeit
2.1.1 Unendliche Zahlenfolgen

(Reelle Zahlen-)Folge: Vorschrift, die jeder natiirlichen Zahl n eine reelle
Zahl a,, zuordnet.

Schreibweise: (a,) = ai,az, ...

Die Zuordnungsvorschrift a,, = f(n) heifit Bildungsgesetz der Folge.

Eine reelle Zahl g heifit Grenzwert oder Limes der Zahlenfolge (a,),
wenn es zu jedem € > 0 eine natiirliche Zahl ngy gibt, so daf fiir alle
n > ng gilt: |a, —g|] < e.

Anmerkungen:

1) Die Zahl ng ist abhéngig von €, d.h. ng = ng(e).

2) Es 148t sich zeigen, daBl eine Folge (a,) hdchstens einen Grenzwert
besitzt.

Eine Folge (a,) heifit

konvergent: Grenzwert g € R von (a,,) existiert.
Schreibweise: | lim a, = g
n—0oo
divergent: kein Grenzwert existiert
beschrinkt: K eR: Jay| <K, VneNN
monoton wachsend: a, < any1, Vn > ng
monoton fallend: p > Apy1, VN > ng (ng € IN fest)

Falls lim a,, = oo ist, spricht man auch von einem uneigentlichen Grenz-
n—oo

wert und (a,,) heifit bestimmt divergent.

Rechenregeln fir konvergente Folgen

Aus lim a,, = a und lim b, = b folgt:

e lim (ap, +b,) =a+Db, lim (a, —b,) =a -0,
n—oo n—oo

e lim (anb,) = ab,

n—oo
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e lim a—n:g, wenn b # 0; b, # 0, Vn € N,

e lim /a, = +a fir a, >0, Yn € N, a > 0,

e lim (L/&:l, a > 0.
Weiterhin gilt:
1) Falls a,, < ¢, <b,, Vn € Nund lim a, = lim b, =¢

n—oo n—oo

= lime¢, =c ( Vergleichskriterium)

n—oo

2) Falls (a,) beschrankt und monoton (entweder fallend oder wachsend)
— (ay) konvergent.

2.1.2 Grenzwert einer Funktion

Eine Funktion y = f(x) sei in einer Umgebung von zo definiert. Gilt
fiir jede Folge (z,,), x, € D(f), xn # xo, die gegen xo konvergiert, stets
lim f(z,) = g, so heift ¢ Grenzwert von y = f(x) fir z,, — zo.

Schreibweise: | lim f(x) =g
T—x

Anmerkungen:
1) y = f(x) braucht an der Stelle z = x nicht definiert zu sein.
2) Gilt fiir jede von links (rechts) strebende Folge

T—x(

lim f(@) = lim f) =g (Jim f(z) = lim f(a) = g,)

z<zq z>zq

heiBt g; linksseitiger (g, rechtsseitiger) Grenzwert von f(x) fir x — xo.
3) f(z) besitzt Grenzwert g flr x — z¢g <= f(x) besitzt links- und
rechtsseitigen Grenzwert fiir x — x¢ und g, = g; =: g.

Strebt die Folge der Funktionswerte (f(z,)) fiir jede tiber alle Grenzen
hinaus wachsende Zahlenfolge (x,), z, € D(f), gegen die Zahl g, so
heifit g Grenzwert der Funktion f(z) fiir x — 4o0.

Schreibweise: wkrilm flx)=g

Analog:

x-Werte kleiner als jede noch so kleine Zahl (z — —o0):

lim f(z) =g.
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Eine Funktion g(z) heifit Asymptote einer gegebenen Funktion f(z),
wenn

flz) _

o=t g(z)

Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen

Voraussetzung: lim f(z) und lim g(z) existieren =
Tr—x0 T—To
o lim [cf(x)] =c lim f(z), ceR
T—To T—ZTo
e lim [f(z) £ g(z)] = lim f(z)+ lim g(z)
T—x0 T—xg T—xQ

o lim [f(z)g(z)] = lim f(z)- lim g(z)

T—To

li =
* o Sh g(x)  lim g(a)
Tr—x0

sle). Jim o) 0).

T—XTQ

7)o
f(z) (

Diese Regeln gelten analog fiir x — +o0o sowie einseitige Grenzwerte,
falls die entsprechenden Grenzwerte existieren.

2.1.3 Stetigkeit einer Funktion

Eine Funktion f(z) heifit stetig an der Stelle xo, wenn der Grenzwert
flir z — z¢ existiert und mit dem Funktionswert iibereinstimmt, d.h.

I f(z) = f(xo).
Anmerkung: Ersetzt man x,, — ¢ durch z,, / z¢ (bzw. z, \, o),

nennt man f(x) linksseitig (bzw. rechtsseitig) stetig in xo.

Eine Funktion f(z), die an der Stelle zy wenigstens eine der obigen
Bedingungen nicht erfiillt, heifit dort unstetig.

Unstetigkeitsstellen
1. Art: ERi li

o 1. Art E I/H;Of(m), xl\ngof(x)

Insbesondere

— Falls li/m flx) # li\m f(z) : Sprungstelle
x,/To T \To

— Falls li/m flz) = li\m f(z) # f(xo) : Liicke
x,/To T \To

e 2. Art: li/m f(z) und/oder li\m f(z) unendlich : Pol
P o T N\To
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Eine Funktion y = f(z), die an jeder Stelle ihres Definitionsbereichs
stetig ist (in Randpunkten entsprechend links- bzw. rechtsseitig stetig),
heiflit stetige Funktion.

Satz: Jede elementare Funktion ist stetig in ihrem Definitionsbereich.

2.1.4 Eigenschaften stetiger Funktionen

Falls f(x), g(x) stetige Funktionen —-

f() £ g(a); f@)gla); ﬁj)) (9(x) £ 0); Flg()); F(x)

stetige Funktionen (im jeweiligen Definitionsbereich).

Satz von Weierstraf3: Jede auf einem abgeschlossenen und beschrdank-
ten Intervall [a,b] stetige Funktion f(x) hat dort eine Stelle, wo der
Funktionswert mazimal ist, und eine Stelle, wo der Funktionswert mini-
mal ist. Insbesondere ist f(x) dann beschrankt auf [a, b].

Satz von Bolzano: Sei f(z) eine auf [a,b] stetige Funktion und v
eine Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann existiert mindestens eine Stelle
u € (a,b) mit f(u) =wv.

Speziell: f(a) - f(b) < 0 = f(x) besitzt mindestens eine Nullstelle
xo € (a,b): f(xo) =0.

Bestimmung einer Nullstelle 29 (Annahme: f(a) <0, f(b) > 0)

A) Intervallschachtelung (Bisektionsverfahren):

0) Setzenz1=a, x2="5

1) Berechnen z* = it T T

= f(z*) berechnen
FALLS f(z*) =0 = xo = «* :ENDE
bzw. |f(x*)| < € (¢ — vorgegebene Genauigkeit)
= xo ~ x* :ENDE
SONST =
2) FALLS f(z*) <0, setze z; = z* = 1)
FALLS f(x*) > 0, setze x5 = z* = 1)
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B) Sekanten -Verfahren (Regula falsi):
Analog zu Algorithmus von A), wobei man statt (I) verwendet:

T2 —T1

Foe) —f@)

¥ =z — f(z1)

21
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2.2 Die Ableitung einer Funktion
2.2.1 Definition

Die Funktion y = f(z) sei auf dem Intervall I € R definiert und z¢ € I.
Man sagt, f ist in x¢ differenzierbar, wenn der folgende Grenzwert
existiert:

A — h) —
F(z0) = lim f(x) — lim f(@) = flzo) _ lim f(zo+h) f(l"o)_

z—zo A T—zo X — X h—0 h

Die Funktion f ist im Intervall I differenzierbar, wenn f’(z) in jedem
Punkt x € I existiert. Die so erhaltene Funktion f’(z) heifit Ableitung

- df(z) _ dy
. Schreibweis h: f/(z) = =—.
von f(z). Schreibweise auch: f'(x) In .
Den Ubergang von f(z) zu f’(z) nennt man differenzieren oder ableiten.
Ableitungen der Grundfunktionen f(z)

f(z) f(z) Bemerkungen
z™ nx" 1 neR
a® a® Ina a>0,a#1
e* e*
1
Inx — x>0
T
sinx cosST
cos T —sinx
1
tan — r# 5 +km, keZ
cos? x
. 1 ] <1
arcsin x —_— T
V1— 22
1
arccosr | ——— | |z| <1
i |
1
arctan x
1422
sinh x cosh x
cosh x sinh x
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Gleichung der Tangente an der Stelle zy von f(x):

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0) (1)

Gleichung der Normale an der Stelle zg von f(x):

1
Y= _f’(xo) (x —x0) + f(z0)

Falls z = z(t) mit ¢ — Parameter (z.B. Zeit) (oder z(p), ¢ — Winkel)
wird die Ableitung in der Regel wie folgt bezeichnet:
L de
Codt

Satz: Jede differenzierbare Funktion f in xg € I ist dort stetig.

2.2.2 Ableitungsregeln

Voraussetzung: Funktionen differenzierbar!
e Faktorregel: y=Cfz) = ¢y =Cf'(z)
e Summenregel: y= fi(z)+ fa(z) = ¢ = fi(z) + f4(x)

* Produktregel y=u(z) v(r) = ¢ = (z)v(r) +ulz)(z)
e Quotientenregel: y = Zgg — y = u'(m)v(x;zxz;’(x)u(x)
e Kettenregel: y="nz)=fl9(z)) = v = % - CU;?de)

Anmerkung: Summen-, Produkt- und Kettenregel lassen sich durch
wiederholte Anwendung auf beliebige endliche Anzahl von Summanden,
Faktoren bzw. zusammengesetzten Funktionen erweitern.

Spezielle Ableitungsverfahren

I) Logarithmische Ableitung
Sei f(z) = [u(2)]*®, u(z) > 0.
1. Logarithmieren der Funktionsgleichung
2. Differenzieren der logarithmierten Gleichung (Kettenregel!)
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IT) Implizite Differentiation
Gegeben implizite Funktionsgleichung: F(z,y) = 0.

1. Gliedweise Differentiation von F(z,y) = 0 nach z, wobei
y = y(z), d.h. y ist als Funktion von z anzusehen
(Kettenregel!)

2. Auflosung der differenzierten Gleichung nach 3’ = d—y

i

Spezialfall: Die Ableitung (f_l)/ der Umkehrfunktion g(z) = f~1(x)
ergibt sich aus

1

g (x) = (f_l(x))/ S @)

IIT) Ableitung einer Funktion in Parameterform (Polarkoordinaten)
Falls ¢ = z(t), y=y(t) gilt

Yy ==
T

Insbesondere fiir Polarkoordinaten
z=r1(p) cosp, y=r(p)sing; r=r(p) gegeben :

() sinp +r(p) cosp
V= 7(¢) cos — () sinp (2)

2.2.3 Das Differential und héhere Ableitungen

Differential einer Funktion y = f(z): |dy = f'(z)dx| — beschreibt
Zuwachs der Ordinate y auf der an der Stelle z errichteten Kurven-
tangente bei einer Anderung der Abszisse x um dzx.

Anmerkungen:
1) Die Ableitung einer Funktion kann als Quotient zweier Differentiale
aufgefaflt werden, namlich

dy Ay
'
f'(x) - lim0 e

d A
Dabei heifien d—y: Differentialquotient, A—y: Differenzenquotient.
T x
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2) Fir kleine Az ist dy ~ Ay bzw. j—g ~ % und der Differentialquo-
tient (= Ableitung) kann durch Differenzenquotient ersetzt werden (=

Niaherungsverfahren, z.B. zur Losung von Differentialgleichungen).

Berechnung von Mef}fehlern

Sei z¢ wahrer (unbekannter) Wert einer MeBgrofie und z (fehlerbehafte-
ter) Mefiwert. Bezeichnen
AZmax(> | — 29])  (geschétzter) absoluter Maximalfehler

T“‘la" relativer Mazimalfehler

x
TH“‘”‘ .100% prozentualer Mazximalfehler
x

Gesucht: Maximalfehler der Zielgrofie y = f(x).

Es gilt:

Aymax ~ dy ~ f/(x)Axmax-

Hohere Ableitungen

Wenn die Ableitung 3’ = f’(x) selbst eine differenzierbare Funktion
darstellt, so kann man durch nochmaliges Differenzieren die 2. Ablei-
tung von f(x) erhalten und zwar:

d d (dy d?y
"o i _ o _ 2 (%) .Y
yi=fe) = d:cf (z) dx (dx) S dx?

Wiederholtes Differenzieren liefert n-te Ableitung mit

d _ d (d*! ar
V= @) = ) = 2 () =

~dr \dzr1) T dzn

mn

d
wobei d—g Differentialquotient n-ter Ordnung.
x

2.3 Anwendungen der Differentiation
2.3.1 Untersuchung von Funktionen

I) Monotonie und relative Extremwerte

Satz 1. Sei y = f(x) differenzierbare Funktion auf dem Intervall I:
a) f'(x) > 0 auf I = f ist auf I monoton wachsend



26 2 DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG (I)

b) f'(z) <0 auf I = f ist auf I monoton fallend.
Gelten die Ungleichungen a) bzw. b) streng, so ist f streng monoton
wachsend bzw. fallend auf I.

Eine Funktion y = f(z) besitzt an der Stelle z( ein relatives Maxi-
mum (relatives Minimum) f(z(), wenn fiir alle alle z aus einer Umge-
bung von zq gilt

flwo) = f(x)  (baw. f(zo) < f(x)). (%)

Anmerkungen: Gelten die Ungleichungen (x) fur alle 2 € D(f), so
spricht man von absolutemm Maximum bzw. Minimum in zy. Maxima
und Minima werden oft als Extrema zusammengefaflt, die zugehorigen
y-Werte sind die Eztremwerte von f.

Notwendige Bedingung: Sei f eine auf dem offenen Intervall I differen-
zierbare Funktion:
In zg € I relatives Extremum = f'(zg) = 0.

Kandidaten fiir Extrema sind:
e Stationdre Punkte aus dem Innern von 1,

d.h. innere Punkte zq, wo f'(z¢) =0
e Randpunkte von I
e Punkte aus I, in denen f nicht differenzierbar ist.

Hinreichende Bedingung: Die Funktion y = f(x) besitzt an der Stelle x¢
ein relatives Extremum, wenn f'(xq) = 0 und f”(zo) # 0.

Fiir f”(xo) > 0 liegt ein relatives Minimum, fiiv f”(xz) < 0 ein relatives
Maximum vor.

IT) Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

Eine Funktion y = f(z) heifit konvex (bzw. konkav) im Intervall I,
wenn Vi, xe € I, VA € (0,1) gilt:

fQAz1 + (1= AN)az) S Af(z1) + (1= A)f(22)
(bzw. f(Az1 + (1= A)z2) = AMf(21) + (1 — A) f(22)).

Satz 2. Sei y = f(x) zweifach differenzierbare Funktion auf dem Inter-
vall I:
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a) f"(x) >0 auf I = f ist auf I konvex
b) f”(x) <0 auf I = f ist auf I konkav.

Kurvenpunkte, in denen y = f(x) das Kriimmungsverhalten &ndert,
heilen Wendepunkte. (Speziell werden Wendepunkte mit horizontaler
Tangente als Sattelpunkte bezeichnet.)

Notwendige Bedingung: In zy € I Wendepunkt = f”(xg) = 0.

Kandidaten fiir Wendepunkte sind:
e Punkte 29 € I, wo f"(zg) =0.
e Punkte aus I, wo f”(z) nicht existiert.

Hinreichende Bedingung: Die Funktion y = f(x) besitzt an der Stelle x¢
einen Wendepunkt, wenn f”(zg) = 0 und f"’(zq) # 0.

Allgemeines Kriterium fiir Extremwerte und Wendepunkte:

Sei f'(zo) = 0 und f(™ (o) die erste nichtverschwindende Ableitung:
f hat Extremwert in xy, wenn n gerade ist und zwar Minimum fir
f(xz9) > 0 bzw. Maximum fiirr (™ (zo) < 0. Ist n ungerade, so
besitzt die Funktion f in xq einen Sattelpunkt.

Anmerkung: Relative Extrema bzw. Wendepunkte kénnen auch nach-
gewiesen werden anhand des Vorzeichenwechsels der 1. bzw. 2. Ablei-
tung in der Umgebung der Stelle zq:
f(xo—¢) >0, f'(xo+¢) <0 = In z relatives Maximum
f(xo—¢e) <0, f'(xo+¢) >0 = In zg relatives Minimum
(g —¢) - f"(xo + €) <0 = In zy Wendepunkt,
wobel € > 0 jeweils eine (beliebige) hinreichend kleine reelle Zahl be-
zeichnet.

: . AT . .
Krimmung einer Kurve: « = lim — mit A7 — Winkel zwischen
As—0As

Tangenten in den Endpunkten des Bogenstiickes As.
Fiir zweifach differenzierbare Funktionen y = f(z) gilt:

2
1
o9 - (3)

) P
VAP I

wobei p den Kriummungsradius bezeichnet.
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2.3.2 TUnbestimmte Ausdriicke

Regel von L’Hospital: Sind f(z) und g(z) # 0 auf dem Intervall (a, b)

differenzierbare Funktionen, wobei ¢'(z) # 0, mit den Eigenschaften

a) f(z) — 0, g(x) — 0 oder f(z) — oo, g(x) — oo fiir x — z¢ € (a,b),
!

b) lim g,g)) = LeRU{—o0,00},
dann gilt:
m @ = lim f(z) (4)

w0 g(x)  +so ¢(2)

Entsprechendes gilt fiir einseitige Grenzwerte x " xg, = \, g und
T — 00, T — —O00.

2.3.3 Kurvendiskussion

Die Diskussion einer Funktion (Kurve) y = f(z) beinhaltet:

e Definitionsbereich von f; eventuell Wertebereich,

Symmetrie (gerade oder ungerade?)

NULLSTELLEN; Schnittpunkt mit y-Achse

Unstetigkeitsstellen, insbesondere POLE, vertikale Asymptoten
RELATIVE EXTREMWERTE (Maxima oder Minima?)
WENDEPUNKTE

Verhalten der Funktion fiir x — 4oo,

ASYMPTOTEN im Unendlichen

e SKIZZE (im geeigneten Mafistab)

2.3.4 Die Taylorsche Formel

Ziel: Moglichst gute Annéherung einer Funktion y = f(x) durch ein Poly-
nom P, (z), indem Funktionswerte und erste n Ableitungen von f(z) und
P, (z) im Punkt zy zusammenfallen.

Bezeichnen f(z) =: O (z).

Satz von Taylor: Sei f(x) auf [zg,z] n-mal stetig differenzierbar und
auf (zg,x) n + 1-mal differenzierbar. Dann gilt:

) (g
1y =3 T o s R ) Q

k=0
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— Taylorsche Formel mit dem Restglied [Lagrange]:

O (g + I(x — x0))

R, (z) = (1) (x —xo)" T, 9 €(0,1).

Anmerkungen: Das Restglied gibt den Fehler an, den man begeht,
wenn f(z) ersetzt wird durch das Taylor-Polynom

) (g
Put) =3 L) (o gy
k=0 ’

Abbruch der Formel (5) nach n-tem Glied (ohne Restglied) heifit auch
n-te Niherung P, (x) der Funktion y = f(z) in der Nihe von = = .

Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Sei f(z) auf [a, ] stetig
und auf (a,b) differenzierbar, dann existiert eine Stelle ¢ € (a,b), so daf§
gilt

TOZI@ _ g, ()

2.3.5 Naherungsweise Losung einer Gleichung

Ziel: Losung der Gleichung y = f(z) = 0 <= Bestimmung der Null-
stellen 2* von f: f(z*) =0.
Falls keine exakte Losung moglich = Néherungsverfahren.

I) Iterationsverfahren (allgemein)
Betrachten F(z) = :

0) Wahl des Startwerts xg
1) 1. Naherung z;1 = F(x0)
2) 2. Naherung z3 = F(z1)
usw.
Allgemeine Iterationsvorschrift: =, = F(x,—-1), n > 1.
Abbruch des Verfahrens, wenn

|z, —2*| <e oder |F(z,)— F(z*)<é

mit vorgegebenen Genauigkeiten € > 0 bzw. £ > 0.
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IT) Newton-Verfahren:

Iterationsvorschrift:
f(mnfl)
xnzxnfl—m, n:1,2,... (7)
Die Konvergenz der Folge der Naherungwerte xq,xs,...,T, gegen die

exakte Losung x* ist garantiert, wenn im Intervall [a,b], in dem alle
Naherungswerte liegen sollen, gilt

@) ()
= ‘ /(@)

(hinreichende Konvergenzbedingung).
Als Startwert xo geeignet sind Werte, wo die hinreichende Konver-
genzbedingung (+) moglichst erfiillt ist. Ungeeignet sind Werte mit

f/(fE()) ~ 0

<1 (+)

2.3.6 Splines

Gegeben n + 1 Stitzpunkte P; = (z;,y;), 1 =0,1,...n, mit
o< X1 <...Tp-

Eine auf [zg,z,] definierte Funktion s = s(x) heiit Spline-Funktion
vom Grade k durch diese Punkte, wenn gilt:
i) s(z)=wy;, i=0,1,....,n
il)  s(z) ist (k — 1)-mal stetig differenzierbar (k = 1: stetig)
iii)  s(z) ist in jedem Teilintervall [z;, x;11] ein Polynom
vom Grade k

Kubische Splines (k = 3)

Ansatz: Betrachten n Polynome 3.Grades

si() =y +bi(x —x;) +ci(x —x) > + di(w — 2;)3, i =0,1,...,n— 1
mit b;, ¢;, d; noch unbekannten Koeffzienten.

Setzen

s(x) = si(x), fallsz; <z <z, 1=0,1,...n—1
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Die n — 1 Unbekannten ¢;, ¢ = 1,2,...,n — 1, ergeben sich bei beliebig
vorgegebenen ¢y, c, € IR als eindeutige Losung des folgenden linearen
Gleichungssystems

Yie1r —Yi  Yi —Yi-1

hi—1¢i—1 + 2(hi—1 + hi)c; + hiciy1 =3 — ;
h; hi—1

i=1,2,...,n—1, wobeih; = x;41 — ;.

Die restlichen Unbekannten ergeben sich dann aus

Ci+1 — G .
di = ——, =0,1,...,n—1,
3h; 7 n

b Yirl =i 2t cin

; " g hi =011

Anmerkungen: Liegen keine weiteren Bedingungen vor, wihlt man
oft ¢co = ¢, = 0 — natiirliche Spline-Funktion. Es 148t sich zeigen, dafl
ihre summarische Krimmung von allen zweimal stetig diffenzierbaren
Funktionen durch die Punkte P; minimal ist.
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2.4 Integration
2.4.1 Bestimmte und unbestimmte Integrale

Sei f(z) eine auf dem Intervall [a,b] definierte, beschrénkte Funktion,
die an hochstens endlich vielen Stellen nicht stetig ist (stickweise stetige

Funktion).
Zerlegen [a,b] in n Teilintervalle [z;_1, ;] mit
a =290 <21 < Xy < ... < Tp_1 < x, = b, wihlen Zwischenpunkte

& € [xi—1,2;] und berechnen
Zy = Z f(&) Az;,  wobel Az = — ;1
i=1

(Riemannsche Zwischensumme).

Der Grenzwert
lim "~ £(&) Az
i=1
heifit, falls er existiert und zwar bei max;<;<,Az; — 0 und beliebiger
Wahl von §; € [x;-1,2;], (i = 1,2,...,n), bestimmtes Integral der

Funktion f(x) in den Grenzen von x = a bis # = b und wird gekenn-
zeichnet durch das Symbol

b
/ f(z)dz.

Elementare Integrationsregeln

Seien f(z), g(x) stiickweise stetige Funktionen auf [a, b]:

(1) /bf(x)dHC: —/af(w)dx
a b

b b b
(2) / lof (@) + Bg(x)] dz = a / f(2)do + 8 / g(2) dz (@, B € R)
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b

(3) /EWMijqu+ifum$<angw

a

b

b
(4) ﬂ@gg@%ﬁ/fwmxé/ﬂw¢v

a

Insbesondere folgt aus m < f(z) < M, Vx € [a, D]
b
m(b—a) < /f(m)dac <M (b—a).

Eine auf dem Intervall I differenzierbare Funktion F' heifit Stammfunk-
tion von f, wenn gilt F'(z) = f(z) fir alle z € I.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung;:
Sei f eine auf I stetige Funktion, a,b € I. Dann gilt:
a) (Existenz von Stammfunktionen) Die durch

F,(x) ::/f(t)dt (x el

definierte IntZgralfunktion ist eine Stammfunktion von f, d.h.
dif@ﬁ = f(a)
dx N '

Jede andere Stammfunktion von f hat die Form
F(z)=F,(x)+C, CEeR.
b) (Integralberechnung) Mit einer beliebigen Stammfunktion F von f gilt

b
/f(a:) dz = F(z) |} = F(b) — F(a).

Die Menge aller Stammfunktionen von f(x) wird unbestimmtes Inte-
gral genannt und symbolisiert mit

/f(a?) dx.
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Offenbar gilt
/f(.’I})d.%‘:F(Z‘)—‘rC7 CeR
mit irgendeiner Stammfunktion F(z), d.h. F'(z) = f(x).

Ausgewihlte Grundintegrale

f(x) ) [ f(x)dx Bemerkungen
I’n m fEn+1 + C n # 71
1
= In|z|+C x#0
T
e” e +C
sin x —cosz + C
cos ¥ sinz + C
1 T
5 tanx + C r# —+km keZ
cos® x 2
1
\/ﬁ arCSinl‘—l—C ‘$| < 1
-z
1
1722 arctanx + C
sinh z coshz +C
cosh x sinhxz +C

Mittelwertsatz der Integralrechnung: Wenn f(z) stetig auf [a, b]
ist, existiert eine Stelle u € (a,b) mit

fw == [ f@)d Q
Der Wert m = f(u) heifit Mittelwert der Funktion f(z) auf [a,b].

2.4.2 Integrationsmethoden

Voraussetzung: Funktionen stetig, gegebenenfalls differenzierbar
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0) Linearitét
[lar@)+ sg@)dz=a [ f@)de+5 [ g@)de (@5eR)

1) Partielle Integration

/u(x) V' (z) dx = u(z) v(x) — /u/(x) v(z) dz

bzw.
b

/ (@) o' (z) dz = ulz) v(z) |2 — /b o (@) v(z) da.

a

2) Substitutionsmethode

/ f(9(x)) ¢/ () dw = F(g(x)) + C

mit F Stammfunktion von f bzw.

b ©]
/ F(9(2)) () do = / f(t)dt = Fg(b)) — Flg(a)).

g(a)

2.4.3 Integration rationaler Funktionen

A. Partialbruchzerlegung

P, :
Sei R(x) = ((xi echt gebrochen rationale Funktion, d.h. Grad m von
n(
P, (z) < Grad n von Q,(x).

1. Schritt: Faktorzerlegung von Q, ()

Qn(z) =clz — b)) (x—bo)*2 ... (= b)) qu(a)r ... ge(x)e
b; : paarweise verschiedene reelle Nullstellen
k; Vielfachheit dieser Nullstellen

gj(x) 1 quadratische Polynome, die keine reellen Nullstellen haben
l;: Vielfachheit dieser Terme
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(ki+ka+...+k+l+...4+1s=n)

2. Schritt: Partialbruchansatz

In Faktorzerlegung Ansatz
von Qn(x)
. Ay Az Ap
k
Linearfaktor (I*b) x_b+m++m
B Ci B C B +C
quadratischer Faktor ¢(z)! 1wt G 27 +2 S Lt . d
q(x) q(x) q(x)
mit unbekannten Koeffizienten A;, B;,C; € R =
Pr, . I
(%) (z) = Summe aller dieser Partialbriche.
@n(z)

3. Schritt: Koeffizientenvergleich

Multiplikation von (%) mit @, (z) =

Bestimmungsgleichungen fiir A;, B;, C;: Gleichsetzen der Koeffizienten
entsprechender z-Potenzen links und rechts: Koeffizientenvergleich =
lineares Gleichungssystem fiir Koeffizienten A;, B;, C; = Losen!

B. Integration

Sei R(z) gebrochen rationale Funktion.
I) FALLS f(x) unecht gebrochen: Polynomdivision =

P, (x)
Qn(z)’

wobei g(z) Polynom und m < n.
SONST: g(x) = 0.

R() = g(w) +

P; .
II) Partialbruchzerlegung von n(2) [siehe A.]

Qn ()
III) Integration von g(z) und der Partialbriiche.
Dabei gilt:
/ do =In|z—a|l+C
r—a
dx 1 1

=— C (k>1

/(:vfa)k kfl(zfa)kfl—i_ (k>1)
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Weiter bei p? —4¢ < 0

arctan

/ dv 2 2tp
?tpr+q  \fdg—p? Vg —p?

axr +b a ap dx
————dz = —In|a? (b——)/i

/ dx _ 2r +p n
(22 +pr+q)*  (k—1)(4g — p?)(2® + px +q)+!

2(2k — 3) da
* (k —1)(4q — p?) / (22 +px + q)k~!

(k>1)

/ ar +b do — — a n
(@2 +pr+qF " 2k —1)(2? +pr+q)k!

+(b_a2p)/(:v2+zz+q)k (k> 1).

V) / R(x) dz = Summe der Teilintegrale.

C. Integration zusammengesetzter (rationaler) Funktionen

a) Integration von / R(e**) dx, wobei R rationale Funktion

1
Substitution: e** =t = dz = o dt, d.h.
a

/R(e‘”) dx = /R(t)%dt

= Partialbruchzerlegung!

b) /R(sin x,cosx) dx
Substitution: z = 2arctant =

2dt . 2t 1—t2

d :7’ :7’ = —
T 112 sinx 112 cos T 112

— Einsetzen = Partialbruchzerlegung!
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2.4.4 Uneigentliche Integrale

Falls eine Funktion f(z) unbeschrankt auf dem Intervall I oder das In-
tervall selbst unendlich ist, existiert das bestimmte Integral nicht. Wir
betrachten im folgenden diese Falle.

Die Funktion f(z) sei auf dem Intervall [a,b) definiert und auf jedem
Teilintervall [a, c], ¢ < b, stiickweise stetig, b € RU{oo}. Der Grenzwert

/bf(m)dx = li;r})/cf(x)dm

bzw.]of(x)dx = lim / f(z)dw

c——+00

heifit uneigentliches Integral.
Man sagt, ein uneigentliches Integral konvergiert (bzw. divergiert), wenn
der Grenzwert existiert (bzw. nicht existiert).

Analoge Definition fiir untere Grenzen. Weiterhin
/ f(z)dx := / f(m)dx—i—/f(x)da?:

= lim f(z)dz+ lim | f(x)dz.

Die beiden Grenzwerte sind unabhdngig voneinander zu bestimmen. Nur

wenn beide existieren, konvergiert das uneigentliche Integral.
Anmerkung: Wird im letzten Fall beim Grenziibergang |u| = |v| — oo

gesetzt, spricht man vom Cauchy-Hauptwert des Integrals.

Analoge Definitionen fiir die Integration iiber Stellen, wo der Integrand

unbeschrénkt wird.
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2.5 Anwendungen der Integration
2.5.1 Einige Anwendungen
1. Flacheninhalt A

39

Flécheninhalt zwischen 2 Kurven y = f(z) und y = g(x), a < & < b, mit

f(x) < g(x):

<A=/mw—fumm

a

2. Bogenlinge s eines ebenen Kurvenstiicks

Sei y = f(x), = € [a,b], stetig differenzierbar:
b b
s :/\/lJr [f’(m)]de:/\/lerQdo:

3. Volumen V eines Rotationskorpers

Bei Rotation von y = f(z), a <z < b, um die z-Achse:

b
V:w/fQ(m)dx

Bei Rotation von = g(y), ¢ <y < d, um die y-Achse:

d

V:ﬂ/g2(y)dy

(&

4. Mantelfliche M eines Rotationskorpers

Bei Rotation von y = f(z), a <z < b, um die z-Achse:

b

M =2 [ )T @ de

a

(9)

(10)
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Bei Rotation von x = g(y), ¢ <y < d, um die y-Achse:

d

M = 27r/g(y) L+ [g'(y)]? dy

C

5. Schwerpunkt (xg,ys) einer (homogenen) Fléche

Sei Fliache berandet von den Kurven y = f(z) und y = g(z), a <z < b,
mit f(x) < g(x):

g = —/ x)] dz

ys = 2A/ )] da, (13)

wobei A — Flacheninhalt der Fliche.

6. Arbeit W eines Gases

Bezeichnen p Druck, V' Volumen und V; bzw. V5 Anfangs- bzw. End-
volumen, wobei p = p(V):

Vs
W= [ p(V)dV (14)
/

Andere Kurvendarstellungen:

a) Polarkoordinaten: r = r(¢), a < p < =
B
1

VI (@R +[r(e)]? de

zu 1

l\D\’—‘

zu 2. s =

Pt —
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B
zu 3. V=m /r2(g0) sin? o [ (p) cos p — () sin @] dyp

B8
a4 M=o / () sin ol VI @ + r(@)P d

b) Parameterform: = = z(t), y = y(t), a <t < =

B
mi A= / ()i(t) — )y (®)] dt

B
2. s:/\/[:'c(t)]2+[y'(t)]2dt

[0

8
zu 3. V=m /yQ(t):t(t) dt

B
md. M=z [y VEOP T GOFd

2.5.2 Numerische Integrationsmethoden

Gegeben stetige Funktion y = f(x), a <2 <b, f(z) > 0.
Wiéhlen n — Anzahl der Teilintervalle (Feinheit der Diskretisierung).

e Trapezregel
/ 1
/f(m)dx% |:2(y0+yn)+y1 +yz+ ...+ Yn-1| h,

h—
wobei h = iy = fla+kh), k=0,1,...,n.




42 2 DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG (I)

e Simpsonregel
Gerade Anzahl von Intervallen, d.h. n = 2m

b
/ F(@) da & [(go + yom) + 451 + 3+ - . + Yomer) +

a

h
+2(y2 +yat o yam-2)l 3,
wobei h = — 2. yo = fla+kh), k=0,1,...,2m.
2m
Fehlerabschatzungen

Bezeichnen mit

I/bf(:c)dz

und I,, die Ergebnisse der obigen Regeln. Dann gilt fiir die

b-a, K2 max |f(z)]
z€la,b]

b—a
Rt 4)
180 Jmax [f()]

Trapezregel I -1, <

Simpsonregel |I — I,,| <





