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Zusammenfassung:

Ziel ist die Vermittlung von Grundkenntnissen mathematischen Arbeitens sowohl mit Methoden der
Diskreten Mathematik als auch der Analysis, um ingenieurtechnische Aufgabenstellungen
mathematisch formulieren und I6sen zu koénnen. Das Modul ist Voraussetzung fiir die Module
.Naturwissenschaftliche Grundlagen®, ,Bildverarbeitung und Druckvorstufe® und ,Angewandte
Mathematik® und unterstitzt die Wissensvermittlung in weiteren Modulen.

Modulcode Modultyp

3MI-MATHE-10 Pflichtmodul

Belegung gemaR Studienablaufplan Dauer

1. Semester 1 Semester

Credits Verwendbarkeit

6 Studiengang Informationstechnologie

Zulassungsvoraussetzungen fiir die Modulpriifung
Laut aktueller Prifungsordnung

Voraussetzungen fiir die Teilnahme am Modul
Keine

Lerninhalte

- Grundlagen von Logik und Mengenlehre

- Zahlenbereiche (insbes. komplexe Zahlen und Zahlenkongruenzen)
- Algebraische Strukturen

- Vektorraume

- Matrizen und Determinanten

- Aligemeine lineare Gleichungssysteme

- Unendliche Folgen und Reihen

- Stetige Funktionen

- Infinitesimalrechnung ein- und mehrstelliger Funktionen

- Differenzialgleichungen

Lernergebnisse

Wissen und Verstehen

Wissensverbreiterung

Die Studierenden lernen die ,Sprache der Mathematik® (Logik und Mengenlehre) und kénnen diese
verstehen. Sie erlernen effiziente Algorithmen zur Lésung linearer Gleichungssysteme und kdénnen
weitere Aufgabenstellungen der Linearen Algebra I6sen.
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naturwissenschaftliche oder technische Problemstellungen adaquat zu modellieren und mathematisch
zu behandeln. Der der Diskreten Mathematik innewohnende hohe Abstraktionsgrad erleichtert ihnen die
Analyse von praktischen Problemstellungen und die Entwicklung klar strukturierter Lésungen im
Rahmen der Software-Entwicklung.

Kommunikative Kompetenz
Die Studierenden kénnen gewonnene Ergebnisse interpretieren und diese fiir eine sachgerechte
Argumentation und Entscheidungsfindung nutzen.

Lehr- und Lernformen/Workload
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Umformungsregeln der Aussagenlogik

Hinweise:
1. pAqg wird als p+g oder kurz pqg geschrieben.

2. W entspricht 1, F entspricht 0.

3. = wird als = geschrieben.

4. Fir p,q,r konnen auch beliebige andere Variablen
oder selbst wieder logische Ausdriicke stehen.

5. Negationvon p=p=-p

AN0=0, pAl=p, pvli=1 pvO0=p

Ap=0, pAp=p, pVp=p pVp=1

4. Kommutativgesetze: pAq=qAp prvq=qVp

5. Assoziativgesetze:

PA@QAT=pA(@AT)=pAgAT (PV@QVT=pV(@QVT)=pVqVr

6. Distributivgesetze:

v Ar=@PAT)V(QAT) @AQVTr=(@PVr)A(qQVr)

3

. DE MORGANSsche Regeln:
PVaq =pAq PAq =pVq

8. Weitere Regeln:

pviprqg =p pA(pvq =p
pvV(PAQ = pPVq pAD®VQ =pAq
Aq)Vv(pArg =p (pva)A(Vvqe =p
pA(qVve =p pv(qrqg =p

@ATIV@AT)V(PAQ =(PAT)V(GQAT)
@vrA@VT)APVEY=@PVTr)A(QVT)

PVvr)A(@Vr)=@AT)V(QAT)
p=4q9=pVq p=q=m@PAQV(PAGQ)=pAq

PAq=(PAQV(PAq)=p=q



Rechenregeln der Mengenlehre

Fiir beliebige Mengen A, B, C, D gilt

1. @A
2. AcA
3. (Ac€B) A (BcA) & (A=B)
4. (AcB) A (BeC) > (A<C)
5. ANA = A, AUA = A
6. Kommutativgesetze:
ANB = BnNA, AUB = BUA
7. Assoziativgesetze:
(ANB)NC = AN(BNC) = AnBNC
(AUB)UC = AU(BUC) = AUBUC

8. Distributivgesetze:

AN(BUC) = (AnB)U(ANC)

AU(BNC) = (AUB)N(AUC)
9. AN{(AUB) = A, AUCANB) = A
10. An® = 0, AU = A
11. A\A = O, A\D = A, O\A = A
12. A\B € A

13. AS B & AUB =B & AnB = A & A\B = 0
14. A € AUB, ANB € A, A\B € A
15. A € B> C\B € C\A

16. C(AAB)\C = A\(BUC), AV(BAC) = (A\BYU(ANC)
17. AU(B\C) = (AUB)\V(C\A), An(BAC) = (AnB)\ (ANC)

18. (A\BXN(CAD) = (AnC)\ (BUD)

Sind A, B Teilmengen einer Menge M, so gilt ferner:
19. AnA =@, AUA =M

20. DEMORGANscheRegeln: ANB=A U B, AUB=ANB




Wichtige mathematische Zusammenhéinge

1 Rechenregeln

Kommutativgesetz x oy =yox

Assoziativgesetz z o (yo z) = (zoy)oz

Distributivgesetz z o (y x 2) = (z 0 y) x (z 0 2)

a c __ adtbe
Bruch § + 7 = *%5

Binom (z + y)? = 2?2 + y? + 2xy
Binom 22 — 3?2 = (z — y)(z + v)
Potenz a—% = L.

Potenz a® - a¥ = a®1¥

Potenz a® - b* = (a - b)®

Potenz (z¥)* = z¥'#

Wurzel z - \/y =/ Y

Wurzel v/z® = z%/b

Wurzel Va2 = |z

Logarithmus log,(a - b) = log.(a) + log,.(b)
Logarithmus log,(a®) = b - log,(a)
Logarithmus log(a) = log.(a)

log,.(b)

sin(z)

Trigonometrie tan(x) = cos(2)

Trigonometrie 1 = sin?(z) + cos?(x)

Funktionsgraphen
Definition: f: D — B, f:z > 2
Verschiebung: f(z — ¢), f(z) +¢
Skalierung: f(a- ), a- f(z)
Achsensymmetrisch: f(—z) = f(x)
Punktsymmetrisch: f(—z) = —f(x)

Monotonie y >z = f(y) > f(z)
Periodizitit: f(z + p) = f(x)
Verkettung: h = f o g, h(z) = f(g(z))
Nullstelle: f(z) =0

Lokale Extrema: f'(z) =0, f"(z) # 0

Gleichungen

Polynom (Grad n): p,(z) = Y i, a;x’
Linearfaktoren: p,(z) = Zf:o (®—2)™, Y pai=n
2 +pr+qg=0 = z12=-p/2+/P?/d—¢q
Gebrochenrat. Fkt: f(z) = ;’T’r‘b—((’;))

fiir n > m unecht gebrochen, sonst echt gebrochen
Polynomdivision: % =x? -z -5+ %

i sz 1 1 1 _1
Partialbruchzerlegung: -5 =3 ;=7 + 7' 737

Ableiten und Integrieren
[f(z)dz = F(z)+C, £F(z) = f(z)

[, f(@)dz= F(b) — F(a)

Summenregel: (f +g)' = f + ¢’

Produktregel: (f-g)' = f'g + f¢'

Kettenregel: (f1 0 f2) = f - f}
Umkehrfunktion: (f~1)' - f/ =1

Partielle Integration: [(f - g)dx = Fg— [ Fg'dx

Integration mit Substitution: Substitution ableiten
und einsetzen



5 Mehrstellige Funktionen

Definitionsbereich ist kartesisches Produkt
Mengenschreibweise: {z € R|z > 0}
Mengenschreibweise: R \ [0, 00)
Mengenschreibweise: [0, 00) x (=2, 3]
partielle Ableitung: %(m,y) = fe(z,y)
Tangente: t(x) = f(xo) + (x — zo) f' (x0)

Tangentialebene: ¢(z,y) =
f(zo,%0) + (= — 20) f2(%0,Y0) + (¥ — ¥o) fy (%0, Yo)

Satz von Schwarz: foy = fyz

Extremwerte (1-stellig) f' =0, f” #0
Extremwerte (2-stellig) f; = f, =0
Extremwerte (2-stellig) frzfyy — foyfyz >0

Grenzwerte

Grenzwert: lim;,, ,oo 1/2 =0

Grenzwert: lim,, , o q" =0 (J¢| < 1)
Grenzwert: lim, o v/g =1 (¢ > 0)
Grenzwert: lim,, oo vn =1

GW-Satz: lim(a,, + b,,) = lim(a,,) + lim(b,,)
GW-Satz: lim(ay, - b,) = lim(a,) - lim(b,,)
GW-Satz: lim(f(a,,)) = f(lim(ay)) (f stetig)
L’Héspital: lim 5 = lim g—:

Arithmetische Reihe s,, =1+4+ 7+ 10+ ...
Arithmetische Reihe s, = Y i = %

Geometrische Reihe s,, = 0,5 + 0,52 + 0,53 + ...

1—q™
1-gq

Geometrische Reihe 5, =", ¢ =¢
Quotientenkriterium lim,, o, |ant1/an| < 1

Wurzelkriterium lim,, oo /|an| < 1

Potenzreihen

. n .
Potenzreihe: s, = >, ; a;z*

ant1
Qn

Konvergenzradius: R = 1/lim,_, |

Taylorentwicklung: f(z) = > o7 1" (o) (z — xo)"

n=0 n!
Taylorentwicklung ist N#herung einer Funktion
durch ein Polynom n-ten Grads

|g—ao|" T2

Restgliedabschitzung: R, (z) < i

Fourierreihe ist Entwicklung in ein Frequenzspek-
trum

8

maXge(zq,x| f (19)

Differentialgleichung

Allgemeine Losung y4 ist Funktionsschar
Partikulire Losung yp fiir Anfangsbedingungen
Ordnung: hichste Ableitung

Gewdhnliche und partielle DGL

Explizit (héchste Ableitung alleine) und implizit

Gewohnliche DGL n-ter Ordnung:
¢(y, yla o0y y("), CIJ) =0

Homogenitét: Liegt vor, wenn ¢ homogene Funktion
in den Argumenten y, ¢/, ..., y™ ist

Sy, ty, .. ty™, 2) = ¢y, Y, ..., y™, 7)

Zerlegung in homogenen und inhomogenen Anteil
Sy, Y- y™,x) +P(z) =0

Lineare DGL: Hat homogenen Anteil mit Homoge-
nitatsgrad 1

Losen von DGL

Grafische Losung mittels Richtungsfeld (fiir DGL 1.
Ordnung)

Probe, ob Funktion Lésung einer DGL ist: Einsetzen
Losung mittels direkter Integration

Losung mittels Trennung der Variablen

Losung mittels Variation der Konstanten

Lineare DLG n-ter Ordnung: Y "r_, ax(2)y™® (z) =
q(x)

Homogen fiir ¢(x) = 0, sonst inhomogen

Spezialfall: Lineare DGL mit konstanten Koeffizien-
ten: ap = const.

Allgemeine Lésung homogener Anteil: Charakteri-
stische Gleichung

Partikuldre Losung inhomogener DGL: Koeffizien-
tenvergleich in Ansatz

e Allgemeine Losung inhomogener DGL: Summe obi-

ger beider Losungen



1 Grundlagen

1.1 Mengenlehre und mathematische Logik
1.1.1 Mengen und Mengenoperationen

Menge: Gedankliche Zusammenfassung M von bestimmten, wohlun-
terschiedenen Objekten (genannt Elemente) zu einem Ganzen. [Cantor]
Element x gehort (nicht) zur Menge M: z € M (z ¢ M).
Falls eine Menge keine Elemente enthalt: leere Menge 0.
Die Definition einer Menge erfolgt aufzihlend oder durch Angabe einer
mengenbildenden Eigenschaft.

Menge A heifit Teilmenge von Menge B genau dann, wenn fiir alle

x € Afolgt x € B: AC B.

Mengen A und B heiflen gleich, wenn A C Bund B C A: A= B.
Andernfalls A # B.

Man sagt, A ist echt enthalten in B, wenn A C B und A # B.

Mengenoperationen
Gegeben Mengen A, B C M mit Grundmenge M:

Durchschnitt ANB={zxeM: z€ Aundz € B}

Vereinigung AUB={zx € M : z € Aoder x € B}

Differenzmenge A\B={zeM: x€ Aund z ¢ B}

Speziell:

Komplement(irmenge) A=M\A={zxec M: x¢ A}

Produktmenge Ax B={(z,y) :x € Ay € B},
(z,y) — geordnetes Paar

Falls AN B = (), so nennt man A und B disjunkte Mengen.

Rechenregeln: A, B, C beliebige Mengen

a) ANA=A

b)) ANB=BNA (Kommutativgesetz)

¢) (ANB)NC=AN(BNC)=AnNnBNC (Assoziativgesetz)
d) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (Distributivgesetz)

e) AN0=0; AUD=A

fyANB=AUB (de Morgansche Regel).




2 1 GRUNDLAGEN

Anmerkung: a) — f) gelten auch, wenn man die Symbole N und U sowie
() und M (Grundmenge) jeweils vertauscht. Auflerdem gilt:
g) Wenn A C B, dann ANB=Aund AUB = B.

Abbildung F: Zuordnung zwischen gewissen Elementen einer Menge
A und einer Menge B, d.h. F' C (A x B).
Sei (z,y) € F C (A x B). Dann heilen:

x € D: Urbild (Originalelement)

y € W:  Bild (Bildelement)

D C A: Definitionsbereich

W C B: Wertebereich

Man spricht von Abbildungen

von A, falls D = A bzw.

aus A, falls D C A, D # A und

auf B, falls W = B bzw.

in B, falls W C B, W # B.

Insbesondere heiflen Abbildungen von A auf B surjektiv.

Eine Abbildung F' heifit eindeutig oder Funktion, wenn jedem x € D
genau ein y € W zugeordnet wird.
Andernfalls wird F' mehrdeutig genannt.
Inverse Abbildung: F~1 = {(y,x) : (z,y) € F}.
Sind F und F~! eindeutige Abbildungen, so nennt man F' eineindeutig.

1.1.2 Grundbegriffe der Logik

Aussage: Behauptung, die entweder wahr (w) oder falsch (f)
— zweiwertige Logik [Aristoteles]).
Enthélt Aussage eine (oder mehrere) Variable (sogenannte Platzhalter)
aus einer gewissen Grundmenge, so verwandelt sie sich in eine Aus-
sagenform.

Diejenigen Elemente, die Aussagenform zu wahrer Aussage machen,
bilden Lésungsmenge L. Moglich: L = ().
In Zusammenhang mit Aussageformen kommen oft sogenannte Quan-
toren vor:
V: "Fir alle ... gilt ”
3: "Es existiert (mindestens) ein ...”



1.1 Mengenlehre und mathematische Logik 3

Aussagenlogik: Verkniipfung von Aussagen bzw. Aussagenformen.
Seien p, g zwei Aussagen

Verkniipfung Bedeutung Zeichen
Negation nicht p -p; P
Konjunktion pund ¢ pPAg
Disjunktion p oder ¢ pVg
Implikation | aus p folgt ¢; wenn p, dann q | p — ¢
Aquivalenz p genau dann, wenn ¢ peq

Die Festlegungen der Wahrheitswerte der Verknilipfungen nennt man

Wahrheitstafeln:
pla|p|pAg|pPVeg|pP—=qg|peyg
w | w f w w w w
w | f f f w f f
f|lwi| w f w W f
|1 w f f w w

Eine Aussagenform, die immer wahr ist, heiffit Tautologie.

Ausgewdhlte Tautologien:

Gesetz Form

A) Ausgeschlossenes Drittes pV—p

B) Doppelte Verneinung -(-p) < p

C) Kontraposition (p—4q) < (~¢— -p)

D) Kettenschluf p—gnr(g—r)—>(p—r)

E) Abtrennungsregel pA(p—4q) —q

F) Indirekter Schluf pA (=g — —p) —gq

G) De Morgansche Regeln (pAq) < (PVY
(pVg < (PATY

Anmerkungen:

1) Bei der Implikation p — ¢ nennt man die Aussage p Voraussetzung
(Prémisse) und ¢ Behauptung (Konklusion). Man sagt auch p ist hin-
reichend fiir ¢ und q ist notwendig fiir p.

2) Fiir die Aquivalenz gilt (p < ¢) < ((p — q) A (g — p)).

D.h. die Aussage p ist notwendig und hinreichend fiir gq.
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In der Mathematik werden ausgehend von als wahr angenommenen Vor-
aussetzungen mit Hilfe von Tautologien Behauptungen bewiesen. Man
unterscheidet folgende Beweisverfahren :

1) Direkter Beweis — auf Grundlage von E)

1) Indirekter Beweis — auf Grundlage von F)

IIT}) Vollstandige Induktion — fiir von natiirlichen Zahlen n abhéngende
Aussagen p(n), Vn > ng:

Es wird gezeigt

1) p(no) ist wahr (Induktionsanfang)

2) p(n) — p(n + 1) fiir beliebiges n > ng, d.h. unter der Voraussetzung,
daB p(n) gilt (Induktionsannahme), wird die Richtigkeit von p(n + 1)
nachgewiesen (Induktionsbeweis).

1.2 Reelle Zahlen

1.2.1 Rechenoperationen

Zahlenmenge Beschreibung
Natiirliche Zahlen N=1{012...}
Ganze Zahlen Z=1{..,-2,-1,0,1,2,...}
Rationale Zahlen Q={p/g: p,a€ZNng#0}

endliche / unendlich periodische Dezimalbriiche
Reelle Zahlen R: unendliche Dezimalbriiche

Anmerkung: @ liegt dichtin R, d.h. jede reelle Zahl 1aBt sich beliebig
genau durch rationale Zahlen anndhern.
Bei Beachtung der iiblichen Rundungsregeln ist eine mit r Dezimalstellen
(Nachkommastellen) angegebene reelle Zahl mit einem Fehler von < 0, 5-

10~" behaftet.

In IR sind alle Rechenoperationen +, —, -,: — auBer Division durch 0 —
erlaubt. Dabei gelten fiir Addition und Multiplikation die bekannten
Beziehungen:

¢  Kommutativ-, Assoziativ-, Distributivgesetze

e Existenz und Eindeutigkeit eines neutralen Elements:
a+0=a; a-1=a,VacR

e [Existenz und Eindeutigkeit eines inversen Elements:
a+x=0 VeeR;, a-x*=1, Ya#0,
und zwar x = —a bzw. z* = 1/a.
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Die reellen Zahlen lassen sich als Punkte einer (gerichteten) Geraden,
der Zahlengeraden, auffassen und der Grofle nach ordnen. Dabei gilt fiir
alle a,b € R genau eine der drei Relationen

a<b oder b<a oder a=b.

Wichtige Eigenschaften der Relation <:
D(a<bAn(b<e) = a<c
2)a<b = a+c<b+c Ve
3 (a<b)A(c>0) = a-c<b-c
) (a<b)AN(c<0) = a-c>b-c

Intervalle (= Teilmengen von R):
[a,b] ={z € R: a <ax <b} | abgeschlossenes Intervall von a bis b
(a,b) ={z € R: a <z <b} | offenes Intervall von a bis b
(a,b) ={x € R: a <z <b} | linksoffenes Intervall von a bis b
[a,00)={z€eR: a <z} rechtsoffenes Intervall von a bis oo
Speziell (0,00) = {z € R:z >0} = R"
Sei g € I C R. Dann heifit zg innerer Punkt von I, falls
Je > 0: (xg —&,20 + &) C I. Andernfalls stellt z¢ einen Randpunkt dar.

Betrag einer reellen Zahl a = Abstand von 0:

la] = a, falls a>0
1 —a, falls a<0.

Dabei gilt:
1) la] >0
2) a < |al
a| _ |af
Hlovl=lal bl |5]=

4
)

la] <b & —-b<a<bd
la+0b] <la|+1b] (Dreiecksungleichung)

o — —

Losen von Gleichungen/Ungleichungen: Losungsmenge bleibt unverin-
dert bei dquivalenten Umformungen und zwar

1) Addition (Subtraktion) eines beliebigen Terms auf beiden Seiten

2) Multiplikation (Division) beider Seiten mit Zahl K > 0
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3) Multiplikation (Division) beider Seiten mit Zahl K < 0 =
Anderung des Relationszeichens:
aus < wird >
aus < wird >
und umgekehrt.

1.2.2 Algebraische Gleichungen

Algebraische Gleichung n-ter Ordnung (normierte Form):
Pu(z)=a"+a, 12" '+ ... +ayx+ag=0 (1)

mitap € R, k=0,1,...,n— 1.

Speziell fiir n = 2: quadratische Gleichung (Normalform):

2 +pr+q=0.

. p P2
L : =—-=4 (7> —
osung: i o 5 5 q
Diskriminante D = (%)2 — q | Anzahl der Losungen in R
>0 2 verschiedene
=0 1 (doppelte)
<0 keine

Allgemein gilt:

e (1) hat hochstens n reelle Losungen.

e Sind z1,x2,...,2, Losungen von (1), dann gilt:
Px)=(x—z1)(x—x2) ... (. — )
(Linearfaktor-Zerlegung)

e Nach Vietaschem Wurzelsatz gilt insbesondere:
1L+ oo " Ty = (—1)”@0

Bruch- und Wurzelgleichungen lassen sich auf algebraische Gleichun-
gen zuriickfiihren. Zur Losung von Wurzelgleichungen miissen auch
nichtdquivalente Umformungen vorgenommen werden. Dabei kann sich
die Losungsmenge vergrofiern, sogenannte Scheinlésungen tauchen auf.
Diese sind mit Hilfe der Probe (in der Ausgangsgleichung) zu eliminieren.
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1.2.3 Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

Potenzieren:
a-a-...a=:a"=b, acR neclN.
—
n-mal
a — Basis, n — Exponent, b — Potenzwert.
Fira#0: a®=1, a'=a, a":i=2.

1. Umkehrung: Radizieren (Basis unbekannt):
a= \"/E(iranzb, a>0,b>0 nelN.
Speziell ¥Vb =: v/b

Beachte: Wurzeln sind stets nichtnegativ. Insbesondere Va € R,
n gerade gilt: {/a™ = |a].

a™ := ¥a™ m,n € N; Verallgemeinerung : o mit r € R.

Potenzgesetze:
Seien a,b € R™ und m,n € R bzw. a,b € R\ {0} und m,n € Z:
am.an:amﬁ-n, an_bn:(a_b)n,
g2
am ’ bn b/’

Anmerkung: Wegen ¥/a = aw konnen Wurzeln stets als Potenzen
aufgefafit werden.

2. Umkehrung: Logarithmieren (Exponent unbekannt):
n=log,b&=a"=>b, b>0;a>0,a#]l.

Speziell: log;,x =:1gx dekadischer Logarithmus
logex =:Inz natirlicher Logarithmus
e =12,718281... FEulersche Zahl
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Logarithmengesetze:
Seien z,y,a € RT, a # 1, r € R:

log, (x - y) = log, = + log, v,

log,, g =log, z — log, v,

log, " = rlog, =.

Weiterhin

log, b
log,. b= 8a 0 (Basiswechsel).
log, c

Insbesondere gilt

In1=0; Ilne=1; e =g x> 0.

1.2.4 Der binomische Satz

Binomialkoeffizient:
n nn—1)-...-[n—(k—=1)]
= k N, k£ <n.
Q) (=11 onelksn

Bezeichnen kl :=1-2-...-k — (lies: k Fakultdt), 0! :=1
Dann gilt:

(%) = mom

Rechenregeln:
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Anmerkung: Im Pascalschen Zahlendreieck ist der Koeffizient in der
(n 4 1)-ten Zeile an (k + 1)-ter Stelle gleich (}).

Summenzeichen Y :

n
Zak =amt+ami1+ ...+ ap-1+a, (mn€Z, m<n)

k=m

Binomischer Satz: Fiir a,b € R; n € IN gilt

o =3 (Pt = () () (5ot
o+ (n " 1>ab”_1 + <Z)b" 2)

1.3 Funktionen
1.3.1 Definition und Darstellung

(Reelle) Funktion: Eindeutige Abbildung f von D C R auf W C R,
d.h. Vorschrift, die jedem Element x € D genau ein Element y € W
zuordnet.
Schreibweise: y = f(x).
x: unabhéngige Variable oder Argument
y: abhangige Variable oder Funktionswert
D =D(f):  Definitionsbereich der Funktion f
W =W(f): Wertebereich der Funktion f
Anmerkung: Eine Funktion wird definiert durch die Zuordnungsvor-
schrift f und den Definitionsbereich D = D(f). Falls im weiteren kein
Definitionsbereich angegeben ist, wird jeweils der gréfitmdgliche Defi-
tionsbereich D C R angenommen.

Darstellung von Funktionen

a) analytisch — Funktionsgleichung < ier)r(llp))lllizzlitt‘: szx,fgS)x): 0
b) Wertetabelle

¢) Graphik

d) Parameterdarstellung: = = x(t),y = y(t), to <t < t;.
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1.3.2 Allgemeine Funktionseigenschaften
Gegeben Funktion y = f(z) mit Definitionsbereich D(f).

Schnittpunkte mit Koordinatenachsen

Sz = (20,0) Schnittpunkt mit z-Achse:
o € D(f) — Nullstelle von f: f(zo) = 0.

Sy = (0,y,) Schnittpunkt mit y-Achse: y, = f(0).
Monotonie

Funktion f heifit in einem Intervall I C D(f)

monoton wachsend: x1 <z — flx1) < f(z2)
monoton fallend: x1 <xzy — f(x1) > f(22)
streng monoton wachsend: 1 <xzy — f(z1) < f(z2)
streng monoton fallend: 1 < x9 — f(z1) > f(22)

jeweils fiir beliebige x1,z2 € I.
Beschranktheit

Funktion f heifft in einem Intervall I nach oben beschrankt (bzw. nach
unten beschrinkt), wenn es eine Konstante K, (K,) gibt: f(z) < K,
(f(z) > K,) fir alle z € I.

K, (K,) — obere (bzw. untere) Schranke.

Funktion f beschrankt < f nach oben und unten beschrankt <

IK: |f(x)|< K, Vzel.

Die kleinste obere (bzw. grofite untere) Schranke werden Supremum
(bzw. Infimum) genannt und bezeichnet

Wenn die Funktion ihr Supremum (bzw. Infimum) annimmt, spricht
man von Maximum (bzw. Minimum) und schreibt

max f(z) bzw. I;lel?f(l‘)
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Symmetrie

f gerade Funktion: f(=x)
f ungerade Funktion f(—x)

f(z), Vo € D(f)
—f(x), Yz € D(f)

Periodizitat

Funktion f heifit periodisch, wenn es eine Zahl p > 0 gibt:
f(x+p) = f(x) fir beliebige x € D(f).
Die kleinste Zahl p, fiir die das zutrifft, nennt man Periode von f.

1.3.3 Umkehrfunktion

Eine Funktion y = f(x) mit Definitions- bzw. Wertebereich D(f) bzw.
W(f) nennt man umkehrbar eindeutig (oder eineindeutig oder invertier-
bar), wenn zu jedem y € W(f) genau ein @ € D(f) existiert, so dafl
y = f() gilt.

Die entsprechende Funktion, die y € W(f) dann = € D(f) zuordnet,
heift Umkehrfunktion (oder inverse Funktion) f~1.

Offenbar gilt:

1) f(x) ist umkehrbar eindeutig, wenn aus x1 # xs stets f(z1) # f(x2)
folgt.

2) Streng monoton wachsende oder fallende Funktionen sind invertierbar.
(hinreichende Bedingung)

3) D(f~1) =W(f), W(f')=D(f).

Bestimmung der Funktionsgleichung der Umkehrfunktion

i) Auflésung der Funktionsgleichung y = f(x) nach z: = g(y).

ii) Formales Vertauschen von z und y ergibt Umkehrfunktion y = g(z) =
(@),

(Die beiden Schritte kénnen auch in umgekehrter Reihenfolge ausgefiihrt
werden. )

Gegeben zwei Funktionen:

z = f(x) mit Definitionsbereich D(f), Wertebereich W (f);

y = g(z) mit Definitionsbereich D(g), Wertebereich W(g),

wobei W (f) C D(g).

Funktion y = h(z) := g(f(z)) heifit zusammengesetzt (oder verkettet)
mit duferer Funktion g und innerer Funktion f.
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Insbesondere gilt:
FUf@) =2, YeeD(f), f(f'(x) =2z YzeW(f)

1.3.4 Elementare Funktionen

Grundfunktionen:

— Potenzfunktionen / Wurzelfunktionen

— Exponentialfunktionen / Logarithmusfunktionen
— trigonometrische Funktionen / Arcus-Funktionen
— hyperbolische Funktionen / Areafunktionen

Elementare Funktionen: Funktionen, die sich aus den Grundfunktio-
nen ergeben mittels Rechenoperationen (+,—,-,:) bzw. Zusammenset-
zungen

Erlduterungen

A) Das Argument z der trigonometrischen Funktionen ist mafein-
heitslos [Taschenrechner: RAD(iant)], d.h. es wird in Bogenmaf} ange-
geben:

b  Bogenlinge des zugehorigen Winkels a

T ro Radius des Kreises
U . « T
mrechnung in Grad [DEG]: 360° =~ on
Auflerdem
=L e L 900 = 100 gon (Neugrad|GRAY]).
60 60’

Werte trigonometrischer Funktionen fiir spezielle Argumente:

. sin x
[0 xz S xr COs T tanx =
COS T
0°|0|iV/0=0 |iVi=1 0
o ™ 1 _ 1 1 1
30° | § | 3Vli=3|3V3 7
450 | | V2 3V2 1
6 | 3| v | Ivi-} 3
90° | 2 | iva=1 | LVo=0 00
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Wichtige Beziehungen

cos’x +sin?z =1 (Satz von Pythagoras),

cotx = ,
tanx

sinm:cos(I —x), cosm:sin(E —x), cotx:tan(E —x)
2 2 2
bzw. Additionstheoreme (Auswahl)

2

1
cos”x = 5(1 + cos2x), sin?

1
x = 5(1 — cos 2z),

. . 2tanx
sin2x = 2sinrcosr = ———,
1+ tan®x
1 —tan®z
Co828 = ————.
1+ tan®x

B) Die hyperbolischen Funktionen

. e’ —e™ " e’ +e7 " e’ —e™ "
sinhz ;= —, coshax:= —+—, tanhz .= ———
2 2 er +e T

haben dhnliche Eigenschaften wie trigonometrische Funktionen, sind je-
doch nicht periodisch. Zum Beispiel gelten dhnliche Additionstheoreme,
insbesondere

cosh? x — sinh® z = 1.

Die Area-Funktionen lassen sich durch Logarithmusfunktionen darstel-
len, z.B.

y =arsinhz =In(z + V22 +1), z€eR
(vgl. Tafeln).
C) Wegen f~1(f(z)) =z, z € D(f) folgt z.B.
Ine®) =z, zeR; "=z 2z¢(0,00),
arcsin(sinz) =z, « € R; sin(arcsinz) =z, =€ [-1,1].

Anwendung: Loésung von Gleichungen!
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1.3.5 Rationale Funktionen

1. Polynome
Polynom (ganze rationale Funktion) n-ten Grades :

n
P, (z) = ana™ + 12" Y+ ax+ag= Z apz®, z €R,
k=0

ag, a1, - - - an — Polynomkoeflizienten, wobei a,, # 0.

Berechnung von Funktionswerten

Po(z0) = (... ((anxo + an—1)xo + an-2)xo + ...+ a1)xo + ag
——
n—1

Berechnung der Klammern von innen nach auflen = Horner-Schema:

Zu an Ap—1 Ap—2 o as a ag

addiere bn,1$0 bn,QLL‘O N ngo bll'() bol‘o

X | bn—r=an  bn—s bp—3 ... b bo |rol
wobeil ro = P, (x¢) und Koeflizienten b,,_1,b,_2,bp_3,...,b1,by — Koef-

fizienten eines Polynoms Q,_1(x):

Po(x) = (bp_12"  + bp_ox™ % 4+ ...+ byx + b)) (z — 20) + 70
Qn—l(z)

Also: zp Nullstelle von P,(z) <= P,(x9) =19 =0 — kein Rest!
= Polynomdivision: P,(z): (x — 29) = Qn-1(x).

Faktor-Zerlegung

Jedes Polynom P, (x) 148t sich darstellen

Pyx)=an(x—21) ...  (x —z)q1(x) - ... - qi (),
wobei z1,...,2x € R Nullstellen und ¢;(x) = A;2? + Bz + C; (i =
1,...,1) reell unzerlegbare Faktoren sind. Dabei ist k 4 2] = n.

Interpolation

Gegeben Punkte P; = (z;,v;), i =0,1,...,n.
Gesucht y = f(z) mit f(z;) =v;, i =0,1,...,n.
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a) Newtonsches Interpolationspolynom

Ansatz:
fx) = cotea(z—x0)+ca(e—ao)(z—z1)+...
+ep(x —x0)(@— 1) ... (T — Tpo1)
Die unbekannten Koeffizienten cg, ¢1, ..., ¢, werden nacheinander durch

Einsetzen von xg, x4, ...z, bestimmt.

b) Lagrangesches Interpolationspolynom

i ;vo)(xl — (El) N (iL'Z — {Ei,1>(.%'i — $i+1) N (iL'Z — {En) '

R I e e oo ot o s
=0

II. Gebrochen rationale Funktionen:

P, (x)
y=flz)=
(z) On ()
mit Polynomen P,,(z), @n(z), wobei
n > m — echt gebrochen rationale Funktion
n < m — unecht gebrochen rationale Funktion
D(f): R, aufler Nullstellen von @, (z)
o € R ist
Nullstelle  von f(z), wenn P, (z¢) =0 und Q,(zo) # 0
Polstelle  von f(x), wenn Py, (x9) # 0 und Q,(x0) =0

Falls P, (xz0) = Qn(zo) = 0, liegt eine Liicke oder Polstelle vor (siehe
Abschnitt. 2.1.3).

Jede gebrochen rationale Funktion y = f(x) 148t sich (wenn unecht
gebrochen rational durch Polynomdivision) zerlegen:

f(x) = p(x) + r(x), wobei

Polynom p(z) — Asymptote

r(x) echt gebrochen rationale Funktion.

1.3.6 Polarkoordinaten

Punkt P in ebenem Koordinatensystem:
(z,y) kartesische Koordinaten
(r,)  Polarkoordinaten,
wobei  r: Abstand des Punktes P vom Koordinatenursprung
: Winkel zwischen Radiusvektor und positiver z-Achse.
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Anmerkung: Es gilt stets r > 0 (fiir r = 0 ist p beliebig). In der Regel
wahlt man den sogenannten Hauptwert —m < ¢ < 7 (oder 0 < ¢’ < 2m),
wobei

p © fir ¢ € [0,n]
v { p+2r fur ¢ € (—m,0).
Umrechnung:
e Polarkoordinaten — kartesische Koordinaten:
T =TrCcosp, Y=rsiney.
e Kartesische Koordinaten — Polarkoordinaten:

X .
r=+22+19y2% = tarccos - wobei

oberes (unteres) Vorzeichen fiir y > 0 (y < 0).





