Prof. Paditz = 552018

Vorl. Prof. Oestreich — Vertretung Prof. Paditz

Priifungsvorbereitung Mathematik 2 (Teil 1)

3. Lineare Algebra und Geometrie

A) Determinanten und Matrizen, Anwendungen von

Matrizen:

B) Losung linearer Gleichungssvsteme, Berechnung der

inversen Matrix:

3.2. 9, 13a), 27

C)» lineare (Un-)Abhangigkeit von Vektoren,



Anwendungen der Vektorrechung,

3.3. 17, 27, 30, 35, 37g)

Aufg. 3.1.8

Fiir welche tER wverschwindet die

2-t -3 -4
A=l-1 1-t -2

0 0 4—t
det (A)=0

solve(ans, t)

Aufg.3.2.9

Gegeben ist das Gleichungssystem

¥y — 2% + 3+ 4 =0
2)(1 + i + Mg — 2 =10
X1+aX2+2X3+b=U
a) Fiir welche a, beR hat dieses

Kurven 2. Ordnung:

Determinante det{A) ?

-t+2 -3 -4
-1 —-t+1 -2
0 0 —t+4

~t347.t2-11.t—4=0

4 ..—=¥13 3 . _¥13 3}
{t—‘fl-, t= 2 +§, t—T+§
Gleichungssystem



o) genau eine Lisung,
£) keine Lésung,

¥ ) unendlich viele Losungen.

b) Wie lautet die Losung fiir a=1, b=47

¢) Geben Sie fiir den Fall ) die Lisung an.

Interpretieren Sie das Ergebnis geometrisch.

ZU a)
1 -2 3
A=l21 1
la 2

1 -2 3
21 1
la 2

-

9+a+5=0

i

det (A)=0

solve(ans, a)
{a=-1}
o) Fiir a#—1 (b be. reell) ist die Losung eindeutig:

X:=P:._1 Kr



'2-(3-a+4)_+4-(a—2)_+ 5+b
O+a+d 2+a+d  Jeatd
=5+b + 10
9+a+d O-atd
—2+(a+2) 4-(2-a—-1) 5+b
5+a+5 5«a+5 H+a+5H |
simplify (ans)
[ 2-a+b
a+1
=(b=2)
a+1
—(2-at+b)
a+1
zu b)
ans| {a=1, b=4}
3
-1
-3
Define z1(x,v)=(-x+2v-4)/3
done
Define z2(x, v)=—2x-v+2
done
Define z3(x,v)=(-x—-y-4) /2
done
3D-Grafik o
stop
weiter in a)
rank(A|a=—1)
2

Ar:=augment (A, r)



1 -2 3 -4
21 12
la 2 -b
Ar|a=-1
1 -2 3 -4
21 12
1 -12 -b
Der rank=Befehl trifft bzgl. b keine
Fallunterscheidung!
rank (ans)
3
rank (Ar| {a=-1, b=2})
2
Offensichtlich ist Spalte 4 das Doppelte von Spalte 2
B) keine Losung fir a=—1 und b#2 wegen Rangerhdhung
rank (A)=2<rank (Ar)=3
¥ ) unendl. viele Losungen fiir a=—1 und b=2
ZIl C)
Ar
1 -2 3 -4
21 12
la 2 -b
rref (Ar| {a=-1,b=21})
101 0O
01-12
000 O

¥=t, x,=2+t, x,;=—t, d.h. Geradengleichung im Raum.



, tER.

X3 0 _].
X =] 2 |+tk]| 1
X3 0 1
Probe:

0 -1
2]+t*l1 ])
0 1

simplify (ans|a=-1)

Ax(

r|b=2

stop

Austauschverfahren:

Starttabelle:
ST:=augment (A, —1)

1. Austauschschritt Pivot=a,,

LinEqSvs (ST, 1,1)

2

[—2-(t+2)+2-t
a*{(t+2)+t

1 -234
21 1 -2

la 2b



done

matnew>T1
2 -3 =4
5 -5 =10
a+2 -1 b—4
2. Austauschschritt Pivot=a.,
LinEqSvs(T1,2,1)
done
matnew>T2
-1 0
1 2
a+l 2+a+b
3. Austauschschritt Pivot=a,,, falls a¥=—1
LinEqSvs(T2, 3, 1)
done
matnew>T3
[ 2+a+b
a+1
—(b=2)
a+1
—{2-a+b)
a+1

o) eindeutige Losung, falls a®=1 (b bel. reell),
rank (A)=rank (Ar)=3

£) keine Losung, falls a==1 und b¥*2,
rank (A)=2<rank (Ar)=3

¥) unendl. viele Losungen, falls a==1 und bh=2,
rank (A)=rank (Ar)=2

stop

Aufg. 3.2.13a)



Bei chemischen Reaktionen moégen die Elemente A,B, ...
nachfolgenden Reaktionsgleichungen geniigen. Man
bestimme daraus die stochiometrischen Koeffzienten

Uy ¥yuuwoo

uA5B3C3+VCD3#WA3BC+XBD+FC

Losung:
DelVar u,v,w,x, ¥
done
du=3w
3u=w+x

2u+v=w+y

g Qv =

2v=x

[ Su=3w
3u=w+x

1 2utv=w+y
2v=x

| 0=0 U, Vv, W, X, ¥

2y By Ay _}
{u—y,v— g W= g W X= g 4 ¥V

ans | v=3
{u=3, v=2, w=5, x=4, 3=3}

Austauschverfahren: (Nullspalte konnte entfallen)

|
— A3
| =
e
[ B ]

STi=

= b2 Lo
b = o O
11
-
=
|
[a—
=0 o o

o=
|

f—

=



50-30 0 0O
3 0-1-10 0
21-10 -10
020 -10 0
1. Austauschschritt: v nach Zeile3
LinEqSys (ST, 3, 2)
done
matnew>T1
5 =30 00
3 -1-100
-21 0 10
-4 2 =120
2. Austauschschritt: w nach Zeile2
LinEqSvs(T1, 2, 2)
done
mathew>T2
-43 00
3 =100
1 =110
2 =320
3. Austauschschritt: u nach Zeiled
LinEqSvs(T2, 4, 1)
done
matnew>T3
-34 0
L
7 -3 0
1
5 0 0
3
g "L O]

4. Austauschschritt: x nach Zeilel

9



LinEqSvs(T3,1, 1)

done
mathew>T4
4T
3 0
5
3 0
2
3 0
|1 0
4
X 3 0
w 3 0
Losung: =vk| 3 |+
v 0
2
u 3 0
[ 1 ]

y=3: x=4, w=5H, v=2, u=3

stop

Aufg. 3.2.27
Gegeben ist die Matrix

1 =21
-1 3 2

0 1 4

A=

1 =21
-1 3 2
0 1 4

a) Ist die Matrix A regular?
b) Man berechne die inverse Matrix.

c¢) Welche Matrix X lost die Gleichung

10



4 0-31
Ax¥=|1 52 -1| ?
01-12
Losung:
ZIl a)
det (A)
1
Ja, Matrix regulir, da det{A)#0 (voller Rang)
rank(A)
3
zu b)
A_l
10 9 =7
4 4 -3
-1 -11
ZIl C)
4 0-31
i=A"1lx[1 52 -1
01-12
49 38 -5 -13
20 17 -1 -6
-5 -4 0 2
stop

Aufg. 3.3.17
Wie mul3 A gewdhlt werden, damit die Vektoren a, b, c

komplanar sind, d.h. in einer Ebene liegen?

11



i

Al=augment (augment (a, b), c)

det (A)=0

solve (ans, A)

stop

Aufg. 3.3.27

1 -2 -3
Ad D
411 1

—31:4-43=0
__43
A=-31]

Durch den Punkt P;(-1:5:5) ist die Ebene E; und

12



durch den Punkt P,(—3;0;6) die Ebene E; so zu legen,

dass beide Ebenen senkrecht zu dem Vektor

n=(8;-1:;4) T

sind. Bestimmen Sie den Abstand beider Ebenen.

Lisung:

-+

E;: 8sx—v+4+z=T=0, denn
DelVar x,v,z

-1
4]
4]

1=

X

trn(n)#[y
Z

—trn(n)*P,

ans/norm{n)

-3
0
6

2=

i

done
-1
5
5

[8+x—v+4+2—T]

[ Bex—v+4z—T ]
9

13



-3

0

6
P, in E, einsetzen: Hessesche Normalform

trn (n) *P.—trn (n) %P,
norm(n)

abs(ans)

Abstand d=7/9
stop

Aufg. 3.3.30

Gegeben sind die Ebenen

E:: x+v+z=1, E.: axt+y—2z=3, Ei —x+3z=bh.

a) Man bestimme, die Zahlen a und b so, dass sich die
drei Ebenen in keinem gemeinsamen Punkt schneiden.

b) Man bestimme, die Zahlen a und b so, dass sich
die drei Ebenen in einer gemeinsamen Geraden schneiden
und gebe eine Parameterdarstellung dieser Geraden an.
c) Wie lauten die Koordinaten des Schnittpunktes der 3

Ebenen fiir a=b=17

Losung:
ZUu a)
DelVar a,b,x,v,2

done

14



—_1
] & =
ek

L B I
e
b2
e——

f

ST:=augment (A, —1)

§

1. Austauschschritt: x geht in Zeilel
LinEqSvs (ST, 1,1)

done
mathew>T1
-1 -1 1
—a+1 —a—-2 a-3
1 i | —b-1
2. Austauschschritt: v geht in Zeile3
LinEqSvs(T1, 3, 1)
done

matnew>T2

3 -b
3+a—6 —a*b+b-2
-4 b+1

3. Austauschschritt: geht nicht fiir a=2 und

15



—a+*b+b—2+0 fiihrt aus Widerspruch im LGS, d.h.
solve (—2+b+b—2%0, b)
{b*=2}

Fiir a=2 und b¥*-2 gibt es keine gemeinsame L&sung.

zil b)
Fiir a=2 und b=-2 gibt es eine mehrdeutige Losung
{Gerade im Raum).

T2 | {a=2, b=—2}

z=t, x=3t+2, v=—4t-1, teR.
Gerade: ]—tml ] [ ]
Probe:
3 2
Ax(t¥| - -1 |a=2
1 0
1
2+(3+t+2)—B+t—1
-2
simplify (ans)
1
3
-2
r|b==2

16



Zll C)

ST| {a=1, b=1;35T

X geht in Zeilel:
LinEqSvs (ST, 1,1)

matnew>T1

v geht in Zeile3:
LinEqSvs(T1, 3, 1)

matnew>T2

z geht in Zeile2:
LinEqSvs(T2, 2, 1)

matnew>T3

17

g

1 11 -1
1 1 -2 -3
-103 -1
done
-1 -11
0 -3 -2
1 4 =2
done

3 -1
-3 -2
-4 2




3 T

X114
v|=| 3
zl |_2
| 3
alternativ:

Xi=A"Lxr| {a=1, b=1}

stop

Aufg. 3.3.35
Gegeben sind die 3 Punkte P,(1,0,1), P.(2,1,3),
P;(-1,0,0) sowie P,(1,1,1).

a) Bilden die Vektoren rij = OPj, i=1, 2,3, eine Basis

in R%? Wenn ja, stelle man den Ortvektor des Punktes
P, als Linearkombination von r,, rs, Irs dar.

b) Berechnen Sie die Seitenlingen und die Winkel im
Dreieck P,P:P;. Welchen Flicheninhalt hat dieses
Dreieck?

¢) Geben Sie die Gleichung der Geraden g, durch die
Punkte P,,P; und der Geraden g, durch die Punkte

P;, P, an. Welche Lage haben die beiden Geraden
zueinander? Welchen Abstand hat der Punkt P; von der
Geraden g,?

d) Wie lautet die Gleichung der Ebene E durch die

18




Punkte P,,P., P; (Parameterdarstellung)? Welchen
Abstand hat der Punkt P, von der Ebene E?

Losung:
ZU a)

1 2 -1
A=(010
130

det (A)

Ja, die Ortsvektoren sind lin. unabhangig.

1
1
1

A‘lm

—2%

1
0|+1%
1

)
i

2
+1x|1|—1%
3

19
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1
Linearkombination: —-2% [ 0
1

zu b)



1=

1
0
1
2
1
3
-1
0

0

Innrm(Pl—Pg)

8
g
:

2=

3=

norm (P,—Ps)
norm (P>—Ps)

V6
V5
V19

Seitenldngen sind ||P,P.||=v6, ||P.Ps||=V5,

||P2P3||=V 19

Winkel:

dotP (pl_pz ' pl_Pg)
norm (P,—P.) *norm {(P,—P;)

20



o:=approx (cos™ (ans) #% )

dﬂtp ( Pl_Pg ¥ P3_Pg )
norm (P,;—P;) *norm {(P>—P3)

Bi=approx{cos™(ans) *% )

dotP (pg_pz ' pg_P1 )
norm {P;—P.) *%norm (P,—P;)

y:=approx (cos™ (ans) #% )

Flicheninhalt:

%*crossp (P,—Ps, P,-P3)

approx(norm{ans) )

ZU C)
1

P.,=|1
1

—2+v 30
15

136.9112769

9.v114
o7

20.51412718

22.57459595

b b=

1. 870828693

21



i

x(s)
By [ (S)]—P1+5#(P3—P1), seER
z(s)

P1+S* (PE_PI )

s+1

2+5+1
x(t)
Bos [F(t)]—P3+t#(P4 P;), tER

z(t)
P3+t* ( P4_P3

i

Richtungsvektoren: I 1 ] bzw. I 1 ] ,d.h. nicht parallel

d:=norm (P,+s¥(P>,—P,)—(P3+tk{(Ps—P3) ))

V65246t 2—t- (10-5+10)+8-5+5
algebraische Losung (Vektorrechnung):
Orthogonalitiatsbedingungen:
dotP (Py+s% (P>—P; ) — (Pa+tk (P4—P3) ), (P>—P;))=03G1

2+ (2+5—t+1)+2+5—-3+t+2=0
dotP (Py+s% (P;—P; ) = (Pa+tk (P4—P3) ), (P4—P3) )=0>G2
2+ (5=2+t+2)+3+5-2+t+1=0
IGI
G2

s, T

22



_1 ._10
{5‘11"“1 }

analvtische Losung {(Differenzialrechnung):
Abstandsfunktion:

Define F (s, t)=6+52+6-t2—t- (10+5+10) +8+5+5

done
d
—(F(s,t))=0
ds( (s,t))
d
—(F(s,t))=0
dt( (s,t)) ..t
_1 ._10
{5‘11"“11}
_1 ._10
d'{s‘u't‘ 1}
DV 21
11
windschief, da d>0
di=norm (P,+s¥ (P.—P,)-P3)
J6-52+8-s+5
Define F(s)=6+52+85+5
done

snlve(i(F(s))=U,s)
ds

(2]

V21
3

approx (ans)

1.527525232

23



alternativ: Orthogonalitit ausnutzen
dotP (P,+s¥ (P.—P,)-P3, (P>—P;3)=0
2+ (2+5+1)42+5+2=0

(2]

solve (ans, s)

zu d)
P;+s¥ (P.—P, ) +tk {Ps—P,)
s—2+t+1
5
2es—t+1
x(s,t) 1 -2 1
Ei |v(s,t)|=s%x|1|+t%|0 |+|0]|, s,tER
z(s,t) 2 -1 1

algebraische Losung (Vektorrechnung):
Orthogonalititsbedingungen:
dotP (Py+sk (P2—P; ) +t*% (P3—P; ) —P4, (P2—P,) )=02G1
2+ (2+5-t)+2+5-2-t—1=0
dotP (P+s¥ (P2—P;) +t*% (P3—P, ) —P4, (P2—P,) )=02G2
—2+(5—2+t)—2+5+t=0
IGI
G2

s, t

_92 .2
{5‘14""‘7}

analvtische Losung {(Differenzialrechnung):
Abstandsfunktion:
d:=norm (P,+s¥ (P;—P,) +t¥ (P;—P,)—P,)

VBeg245:42-8eget—2eg+1

24



Define F (s, t)=6+52+5+t2—8eget—2e5+1

d
—({F(s,t))=0
ds( (s,t))

d =
dt (F(s,t))=0 .t

_5 .2
d'{s‘m't‘?}

approx (ans)
stop

Aufg. 3.3.37g)

done

0.8017837257

Welche Kurve wird durch die Gleichung 4x2+2x+§;2=5

beschrieben? Skizzieren Sie das Bild der Kurve.

Losung: Ellipsengleichung {(quadratische

Erginzung)
1

Ax2+2x+y2=4x 2+2:~;+l+3,.F2 1 (2x+75)

4 4 2

ergibt (2;;%) 24y2=5.25

Normalform:

4#(X+%) 24v2=5. 25

25

1+F2=



x+1y2
4° L y° _
5.25/4 5. 25

1

Halbachsen: a=v 5.25/4,b=v5.25

v5.25/4
Va1l
4
v5.25
Va1
2
Mittelpunkt: M (—% , 0)
Parameterdarstellung:
Define xtl1(t) =—%+ v‘? cos(t)
done
Define wtl1({t)= "ﬂ? sin(t)
done
2D~Grafik i

stop

26



Schnitt dreier Ebenen in einem Punkt: Aufg. 3.2.9

& Edit Zoom [Analyse| ¢ (%]

w@ Verfolgen

Skizze
7-Berechnung

b

iC=—
HC=

z1=(—x+2-y—4) /3 | By | By

z-Berechnung

Blatt1 |Blatt2 |Blatt3[Blatt4 [Blatt5 |

Ozl:w .

() z2=—2+x—y+2 o]

Oz3=_X_Ty_4 —

zd:




Ellipse: Aufg.3.3.37g)

£ Edit Zoom Analyse e
S EBREEEREE RN
Blatt1 Blatt2 [Blatt3|Blatt4 [Elatt5]
xt1=—l+—'21-cos(t) [0
4 4 .
ytl== 31 -sin (t)
[]v2:0
My3:0 Fenster—Einst.
[v4:0 Datei Speicher
[ |¥5:0 [ ]x-Logar [ |y-Logar
- b ALLLLLI T Qe TEUT U
DyB:D max  :2.4875 [
[y7:0 Skala :1
[Jv8:0 Punkt :0.0125
[¥9:0 témin :0 I
10:00 max :6.2831853071796
Dy Schritt: 0. 05235987755983 n
[l¥11:0
y12:0 0K Abbrechen Yorgabe v
¥
//'—Z\
-4 -3 = -1 0 4 .
\—J/
S
2n  Reell Lo
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