552018 = 5. Repetitorium = Prof. Paditz

Aufg. 6.1. 12,17%,21c), 23b), 24a),30h),1), 31

Aufg. 6.1.12

Wir betrachten die folgende chemische Reaktion: Ein
Atom vom Tvp A vereinige sich mit einem Atom vom
Tvp B zu einem Molekiill vom Tyvp AB: A+B—=2AB. Die
Anzahl der Atome vom Tyvp A bzw. B betrage zu Beginn
der Reaktion (d.h. zur Zeit t=0) a bzw. b. Nach der
Zeit t>0 seien x=x(t) Nolekiile AB entstanden. Dann

laBt sich die chemische Reaktion durch die
Differenzialgleichung 1. Ordnung 3—f=k(a—x) {b—x)

beschreiben (k>0: "Geschwindigkeitskonstante™).

a) Losen Sie diese Differenzialgleichung fiir a#b und den
Anfangswert x(0)=0.

b) Wann kommt die Reaktion zum Stillstand (Annahme:

arh)?



Losung:

a) per Hand: TdV fir a#b

0 4 0
]EI (a—x) (b—x) dx-]DdeC

In(x—a)-In({x—b)
a-b

=k-t+C

solve (ans, x)

_ b_ea-k-t—b-k-t+C-a—C-b_a
X gasket=beket+C-a—Cb_q

prod-ket=brket+Ca=Crb_, 1. gavket—bk-toCra=Cb_,
pd-ket—bket+Cea—C-b_;  garket-beket Cra—C-b_;

b,ea'k‘t—b'k'tCI_a be (a—b) 'k'tCI_a

ea'k't—b'k'tCl_l - e(a—b)-k-tCI_l

somit

b+e {a—h) 'k'tCI_a

Define x(t)=
e {a—h) 'k'tc]__l

x(0)=0
solve(ans, C1)

Ergebnis:
qee (@a—b) ket _ eta-b)kt_y
a+b

%e(a—b)-k-t_l_ aee (@—b) ket _p

a) mit dem CAS fiir a#b

x(t)=



dSolve(x'=k+(a—x) (b—x),t, x,t=0,x=0) |a>0 and b>0

11
(|x-a|) a—b _aa—b ekt

1 1

( |X—b| ) a-b b a—hb

Betragsauflosung fiir x<a, x<b

1 1
—ya-b a=b , k-t
(a—x) ) _a le ergibt
(b—x)@®  pab
1 1
x— a—b a—b
solve([—%] =[%] -ek't,x)
1 a—b
a-b
R
1 W= b
1 a=b
a—b
[[%l -e“'t] -1
simplify (ans)
[[ = earket—beket__
[ [%] a-b ] e ket=beket_y
.a__(a=b)<k-t_
_b b ° a_a-b(e(a_b)'k't—l)
E.ﬁ.'{a—b} ket_y qe (a—b) ket _y
) 1- —(a—b)k t
Ergebnis: X(t)—a-ba_b o- @bkt " t=0.

by a>b




_ . —(a-b)k-t _
lim |a-b-1=¢ 1-0

t>o0 a_be_(a_b)k't

a=0

Reaktionsende, wenn alle Atome A in Nolekiile AB

tibergegangen sind.

Aufg. 6.1.17
Liosen Sie die Differenzialgleichung fiir den

Abkiihlungsproze3 (vgl. Aufgabe 1) unter der

Anfangsbedingung T(0)=Ty (Te>TL). Gegen welchen

Endwert strebt die Korpertemperatur?
Losung:

siche Losung zu 6.1.1 in der 7. Ubung
T(t)=TL+(To-TL)e 2!, t=0,

ergibt T ({oe)=TL

Aufg. 6.1.21c)
Liosen Sie die die Differenzialgleichung 1. Ordnung:

v'sin(y)=—x.

Losung: nichtlin. Dgl. TdV
DelVar x, ¥

O 0
f sin{v)dy =f —xdx+C
O O

—cos(v)=

solve (ans, v)

|la>b>0 and k>0 |=a*h——=b

done

2
= +C



2
+2+m+constn(1), y=cos™ [ XT—C

2

Ergebnis: Periodizitit 2sz+k

+2'?I'CC|E|

2
v (x)=%arccos( XT—C) +2+7+k, CeER, keZ.

Kontrolle mit CAS:
dSolve (¥’ssin(v)=—x, X, ¥)

2
‘3:':—005“ [ X tconst(1)

2
7 +2+m+constn(1), y=cos™ [ %ﬂzo:H

Probe:

d x2 ) X2
— | cos™ (——4+C)+2+m+k | ssin{cos™ ( ——+C) +2+7+k)
dx 2 2

2
—X+*Sin [ 2+k*n+cos™ [ XT+C] ]

_ A
\/%—C-xz—02+1

ans | k=constn(1)

.4
—2-)(-\/ T —Cx2-c241

V—x4—4-Cox2-4.C244

simplify (ans)
—x
Aufg. 6.1.23b)

Liosen Sie die Differenzialgleichung 1. Ordnung

y’+#=ezx mit der Anfangsbedingung v(0)=1.

Losung: fiir x>-1
inhom. lin. Dgl. mit nichtkonst. Koeff.
1. Schritt: hom. lin. Dgl. mit TdV losen



DelVar x, ¥
done
04
ID;dF f 1de+Cl
In(|y|)=—In(|x+1|)+C1

solve(ans, v)

Zwischenergebnis: y_hom (x)=_77

2. Schritt: VdK

Ci(x)

v_p,inhom(x)=—"=-- 1

d C(X)] C(X)* 1 —e2X

dx |\ x+1 x+1 T 14x
—-C(x)
+ Cix) —e2'X
(x+1)2 (x+1) 2
simplify (ans)
4 cx))
'513"1—=92-x
x+1
4 (c(x)) =(x+1)e2'X ergibt
dx
0
] (x+1) e Xdx
0
Qexrp 2 Xgpl X
i |
C({x)=factor (ans)
. calX
Clx)= (2 :~;+14) e



C(x) _ (2ex+1) 02X
x+1 4+ (x+1)

v_pix)=

v O= T+ (xr 1)

C 2+x+1 . Dy _ _
2l T ae(xe 1y € LIx=0

C+

[

_3
=4

Ergebnis:

2x
_ 1 2x+1 o2X= 3+(2x+l)e
v(x)= 4x+1+4(x+1) = A(x+1)

Kontrolle mit dem CAS:

dSnlve(y’+——ezx, X, v) |x>-1

{F_[ |x+1

02X dx _const (1) —U}

x+1 x+1
d
[ (x+1) 02" %dx
A0 _C -0
Y x+1 x+1
—(2.x-02"X42°X) C
() VTV
ans|x=0 and v=1
3_
—C+4—U
_3
=1
Ergebnis:

12-x+1 2,8 1

Define }f(x)— <+l 4 %41

done



Probe:
v(0)

(y( ))+F(X)

4-)(2-ez'x+6-x-ez'x+3-e2'x—3+ 1-(x+1) T d-(x+1 >

(2ex+1)-02"X 3

4+ (x+1) 2

simplify (ans)

Aufg. 6.1.24a)

x+1

o2 X=p2'X

Liosen Sie die Differenzialgleichung 1. Ordnung mit Hilfe

einer geeigneten Substitution: v'=({x+v+1) 2.

Losung:

Subst. : z(x)=x+v(x)+1, z'=1+y’

—1=z2, z’=1+z2, TdV

0
] 5 dz ] 1dx+C
0 1+z

solve (ans, z)
v(x)=tan{x+C)—-x-1, CeR,

Probe:

i {(tan (x+C)—x—-1)=(tan (x+C)) 2

tan™'(z)=x+C

{z=tan(x+C) }

{tan (x+C)) 2=(tan(X+C) ) 2



Aufg. 6.1.30h)

Losen Sie das folgende Anfangswertproblem:

y"+2y’+3y=e_2x , v(0)=0, ¥'(0)=1.

Losung: (per Hand wvgl. 30i)

dSolve (v’ +2y"+3y=e 2%, x, v)

‘F=CDS (V2+x)re Xeconst (1) +sin (v 2+x) ve X+const (2) +EH

allgzem. Losung:

e—2-x

3

vix)=e X(cos(v2+x)+Cl+sin(vV2+x))-C2+

AWP:

dSolve (y"+2y’+3y=e 2%, x, v, x=0, y=0, x=0, y’=1)

{_—cns(ﬁ-x]-e_x 2.V 2-5in(v2-x) 67X 8—2-:{}
y= + +
3 3 3
1 _ e—z'X
Define y(x)=7e X(2v2esin(vV2-x)—cos(v2-x))+ 3
done
Probe:
v(0)
0
d -
dx(y(x))lx 0
1
2 -
42 (y(x)) +2d (v(x)) +3y (x)=e2X
dx2 dx

2+ (4-cos (¥Z-x)+VZ-sin(yZ-x) ) -6~ _ (cos(ﬁ-x]—Z-vH
3

9



simplify (ans)

e~ 2'X=g—2°X

alternative Losung: Laplace—Transformation
DelVar x,v,s
done

—-2X

laplace (v"'+2v'+3v=e s X, V,5)

—5+y (0)—y* (0)+Lp+s2-2- (F(U)—Lp-s)+3-Lp=$

ans |¥(0)=0 and ¥'(0)=1

L ] 2 L ] L ] L ] — _L
Lpss<+2+Lp+s+3+Lp 1_5+2

solve (ans, Lp)

53]

59 +4+-5247+5+6

} +3
y={"1 5 [x]
s 53+4-52+T-5+6

_—cos(V2x)e™X 24/ 2+sin(V2.x)eeX 72X
y= 3 * 3 3
stop

Aufg. 6.1.301)

Losen Sie das folgende Anfangswertproblem:

y”+4y’+5y=5x2—32x+5, v(0)=1, ¥ (0)=0.

Losung:
inhom. lin. Dgl. 2.Ordnung mit konst. Koeff.
1. Schritt:

allgem. Los. der hom. Dgl. mit charakt. Gl.:
solve ()..2+4)._+5=[], A)

10



{A=—2—-¢, A=-2+i}

eM=g (m218)X_g=2X ((oq (#x) +isin (£x) )=

e—2-:~: 2

cos(x)tie < Xsgin(x) (Eulerformel!)
Realteil und Imaginarteil sind Basislosungen:

—2ex —2+X

vl (x)=e cos(x), vZ(x)=e sin(x)

Zwischenergebnis:
v_hom (x)=(cos(x)-Cl+sin(x)+C2) -~ 2"¥
Kontrolle im CAS:
dSolve (v**'+4v’+5v=0, x, v)
{y=cos(x)+e™2 X const (1) +sin(x)+e~ % X.const (2) |

2. Schritt: v_p,inhom{x) mit Ansatz
vp(x)=a%xx 2 +b¥x+c, um rechte Seite 5x 2 —-32x+5 der
Dgl. zu erfassen:

2
d= (a*x 2 +b=l=x+c) +i1:71r:di (a*x 2 +b=l=x+c] +5H% (a¥x 2 +hkx+(

dx2 X

5+ (aex2+bex+c) +4+ (2+a+x+b) +2-a=5 % 2 =32 +x+5
collect (ans)

Seaex 2+ (8+a+5+b) +x+2+atd-b+5:c=5+x 2—32+x+5
Koeff. —vergleich:

2a=>
8+a+5+b=-32
2+a+4+b+3+c=35|3, b, ¢

{a=1, b=—8, c=7}
allzem. Losung:
Define v(x)=(cos(x)-Cl+sin(x)+C2)+e 2 X4x2—8ox+7

done
AWP: per Hand:

11



v(0)=1
Cl+7=1

4 (y(x))=0|x=0 and Cl=—6
dx
C2+4=0

C2=-4
Kontrolle mit dem CAS:

dSolve(y"+4y’+5y=532—32x+5, X, v, x=0, v=1,x=0,v'=0)
{F=—6*cns (x) -9_2 *X_Qes5in(x) -e_z "Xix 2—8 x+7 }

Define y(x)=—(3+cos(x)+2+sin(x)) -29_2'X+x2—8-x+7

done

Probe:
v(0)

1
d -
dX(F(X))IX 0

0
iEi(F(X))+45L(F(X))+5y(x)=512—323+5
dx2 dx

4+(2+x-02'X—8+.62"X+8.cos (x) +14-sin(x) ) e "2 X+(2.02>

simplify (ans)

5ex2—32x+5=5x %4 —32x+5
alternative Losung: Laplace—Transformation

2

laplace (v’+4yv’+5yv=5x“-32x+5, X, v, §)

—s5+y(0) =y’ (0) +Lp+s2—4- (v (0)—Lp+s) +5‘Lp=g‘%+%
s s

ans |¥(0)=1 and ¥'(0)=0

12



Lp-s2 +4+(Lp+s—1) +5-Lp—s=;——+—

solve (ans, Lp)

‘Lp=s4+4-53+5-52—32-5+10 }
53+ (52+4-5+5)

gt | st+aes345.52-32.5410 ] (]
s 59+ (s2+4-5+5)

y=—B+cos(x) e~ 2% _4.5in (x) o2 X2 gyt 7

stop

Aufg. 6.1.31

Man gebe die allgemeine Loésung der folgenden
Differenzialgleichung an: y*”’—-6y”’+11y’—6y=0.

Hinweis: Homogene lineare Differenzialgleichungen mit
konstanten Koeffzienten der Ordnung n>2 werden genauso
behandelt wie im Fall n=2, d.h. es ist die zugehorige

charakteristische Gleichung zu losen.

Losung:
dSolve (v*'"'—=6¥v""+11v'—6v=0, x, ¥v)
{v=e3"X.const (3)+e2"X.const (2) +eX-const (1) }
charakteristische Gleichung:
solve (AS—612+11A-6=0, A)
1A=1, A=2, A=3}
Define v(x)=e° X.C3+e2'X.C2+eX-C1
done

Probe:

13



3 9
4% (o(x)) =695 (v (x)) +11-L (v (x) ) =By (x) =0
dx3 dx2 dx

27-C3-3"%48-C2-62"X4C1-e¥-6- (C3-63%+C2-02"X4C1- >

simplify (ans)
0=0

alternative Losung: Laplace—Transformation

laplace (¥*""-6¥""+11v’—6v=0, %, v, 5)
—s2+y(0)=s+y’ (0)=y"* (0)+Lpes>+6+ (s+y (0) +y’ (0)—Lp+s >

ans|v(0)=C1 and ¥’(0)=C2 and ¥’ (0)=C3

Lp-s3—C1+52-6-(Lp-s2—~C1+5-C2)+11- (Lp-s—C1)~C2-5-C >
solve (ans, Lp)

iLF_: C1+82=6+C1+g4+C25+11-C1-6-C2+C3 }

53—8-52+11-5—B

- [ C1+52=6+C1+g+C2+5+11-C1-6+C2+C3
s §9—6+52+11+s-6

[x]

" Fep 3K o 3X
y=Cl.3%_3 022‘"" +£3 2 —3-01-92'X+4-cz-92'X—H
y=e3'X-((31—3'2ﬂ+%)+92'x-(—3-c1+4-cz—c3)+ex-(31H

=3 X . A+02 X .B+oX.C
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