552018 = 3. Repetitorium = Prof. Paditz
Aufg. 4.3. 1le),4dc),13a),19b), 24

4.4. B,15c),19c)

Aufg. 4.3.1e)
Bestimmen Sie die Lage und Art aller relativen Extrema
der Funktion und geben 5ie die zugehorigen

Funktionswerte an:

z=f (x, v)=(x5-3%) (v+3) +v (y+B).

Losung: Fliche 4. 0Ordnung
DelVar x,v,c

done
Define f(x, y)=(x°-3x%) (y+3)+yk(y+6)
done

d
L (f(x,¥))=0
dx( (x,¥))

d (t(x,v))=0
dy X,y

{{x=—1, y=—4}, {x=0, y=—3}, {x=1, y=-2}, {x=—V3, y=—»



dx2

d
| dx

Define D(x, v)=det(

D(x,¥) | {x=—1, y=—4}

2
A2 (f(x,¥)) | {x=—1, y=—4}
dx2

f(X:F)I{X=_15F=_4}

Min (x==1, y==4,z==10)

D(X,F)I{X=U,F=_3}

f(X,F)I{X=U,F=_3}

Sattelpunkt {x=0, v=-3, z=—9)

D(X!F)I{X=11F=_2}

2
42 t(x,v)) 1 {x=1, y=—2}
dx2

f(x,¥) | {x=1, y==2}

Min{(x=1, y==2,z==10)

[ 42
42 rex, )

d
[dF(f(x,y))]

did
dv | dx (f(x,¥v))

2
42t ix,v))

dy2

done

12

-10

12

-10



Di(x,v) | {x==V3, y=—3}

-36
f(x,y) [ {x=—3, y=-3}
-9
Sattelpunkt (x=—v' 3, y=—3, z=—9)
D(x,y) | {x=V3,y=—-8}
-36
f(x,v) | {x=V3, y=—3}
-9

Sattelpunkt (x=v 3, y=—3, z=—9)

Karte (Hohenlinien)
f(x,¥)=c
(x3-3+x)+ (y+3)+y+ (v+6)=c

solve (ans, v)

|F_—(x3—\/x6—6-x4+9-x2+4-c+36—3-x+6) F_—(x3+\/;...
= 5 , V=

seq(c,c,—10,10,1)3c
{-10,-9,-8,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6

L¥]

—(x8—Vx0-6-x1+9:-x2+4-c+36 -3-x+6)

Define v1(x)=

2
done
13 6_p.-diq.w204. _a.
Define y2(x)= (X +\/x Bex +92)r: +4+c+36-3 X+6)
done

2D-Grafik (Karte) .




Define z1(x,v)=f(x,v)

done
3D-Grafik o
stop
Aufg. 4.3.4c)
Nach der Multiplikatorenregel von Lagrange bestimme
man alle Punkte, die als Extremstellen fiir die gegebene
Funktion z=f(x, v) =3x2y unter der Nebenbedingung
4X2+9y2=36 in Frage kommen.
Losung: Flache 3.0rdnung mit NB: elliptischer
Zylinder
Define F(x,y, A)=3x2y+A%(4x2+9y2-36)
done
n _
(F({x,v,A))=0
dx
d _
1 (F({x,v,A))=0
dy
4 (F(x,y,4))=0
| dA X, ¥, A
{{x=0, y=—2, A=0}, {x=0, y=2, A=0}, {X=—\f§, :,r='2'3“’f§ H

Es gibt 6 extremwertverdiachtige Stellen:
{x=0, y==-2,A=0}, z=0
{x=0, y=2, A=0}, z=0

{X=—‘U"E, y=_2'3ﬁ . A=v2f§ } . g=—12V3




{X=—\f§,y=2'g§,l=_‘£§}, z=12+V3
{X=ﬁ,y=_zéﬁ,ﬁ=?}, g=—12+v3
{X—\f_ =2 ‘j_ r}, z=12+V3

Define f(x,y)=3x2y

f(x,?)l{x=—¢§.y=_2;f§}
fix,v)| {:F-‘JE, V= 2';5 }

NB: 4x2+9y2=36
Define xstl (s, t)=3cos(t)

Define wstl (s, t)=2sin(t)

Define zstl (s, t)=s—30

Zielfunktion® z=3x2y mit 0<s<60, -n<t<m.

Define xst2(s, t)=s¥cos(t)

Define wvst2 (s, t)=s¥sin(t)

Define zst2(s, t)=353#(cns(t) ) 2:Jifisin(t]!

done

-12+/3

1243

done

done

done

done

done

done



3D-Grafik Fliche mit NB 2

Abtasten der Schnittkurve:
0.99%s<1.01, -—-m<t=<n:

Define xst3 (s, t)=3s%cos(t)

done
Define wst3(s, t)=2s%sin(t)

done
Define zst3(s,t) =353 x% (3cos(t)) 2x%2sin (t)

done
3D-Grafik Schnittkurve .,
Aufg. 4.3.13a)
Die absoluten Extrema won z=f(x, v)=x 2 +xv+y 2 —21—%5;
sind in folgendem Dreieck zu bestimmen:
C={(x, v)eR2|-1£x<1 und 0<y<x+1}
Losung: Eckpunkte des Dreicks
A(-1,0), B(1,0), C(1,2)
Define f{x, v) =)r:2 +xky+y 2—2)(—%}?

done
Parameterdarstellung des Dreiecks:
—1=s<1, 0<t<s+1<2
Define xst2(s,t)=s

done
Define yst2 (s, t)=""SEnumisti=t)+1)

done



Define zst2(s,t)=0

done
Die Fliche iiber dem Dreieck:
Define xstl(s,t)=s
done
Define yst1 (s, t)=""SlEnumistl=t)+1)
done
Define zstl (s, t)=f(s, t- (signum (2S+1_t)+1 ) )
done
3D-Grafik o
Randmaximum in A{-1,0) entfallt wegen ¥>0
f(—-1,0)
3
Randmaximum in C(1, 2) entfallt wegen ¥<2
f(1,2)
0

in B offenbar kein lokaler Extremwert (wvgl. Skizze)
globales Minimum innerhalb des Dreiecks:

o1 o T
Mm(x—z,y—l,z— 4)

d -
dx(f(x,y)) 0

4 (f(x,5))=0
dy X,V

b | —

fx=

£(x,¥) | {x=% y=1}

.F=1}



Define D(x, v)=det(

D(x, y)l{ =1, —1}

dx2

stop
Aufg. 4.3.19b),

Aufg. 4.3.24

vel.

—(f(x v))

dx2

d

— | —(f
dx[ (f(x, y))]

@ gy, 9)) 1{x=5,v=1]

5. Ubung

d
dy

—(f(x ¥))

—(f(x v))

d};z

Es soll die Dichte p einer Substanz ermittelt werden.

Dazu wurden zu verschiedenen Volumen die zugehérigen

hMassen gemessen und folgende Tabelle erhalten:

m[g] 10 12

VIcm31 2,0 2,3 2,9 3,2 3,5 4,1

14

16 18 20

Mit der Methode der kleinsten Quadrate bestimme man

hieraus p (2 Dezimalen).

Losung:

m=m{p, V)

seq(m, m, 10, 20, 2)3mliste

o

done



{10,12,14,16,18, 203}
approx({2,2.3,2.9,3.2,3.5,4. 1})3Vliste
{2,2.3,2.9,3.2,3.5,4.1}
approx (mliste/ Vliste ) $pliste
{5,5.217391304, 4. 827586207, 5,5.142857143, 4. STB

sum { (mliste—p*kVliste) 2 )

(ie-an) o T0) s (5210) o Hie-1e) o

9 2
: 4l-p Tp_ ] [l&p_ ] L
Define F(p)= [ = 20] +[ 18] "+ (18L-15) "+

done
d
—(F =0
dp( (p))
570-p—2844=0
5
solve (ans, p)
{ _474}
P="g5

approx (ans)
{p=4.989473684}

optimale Parameterschitzung p=4.99

zum Vergleich die Mittelwertschitzung:

approx {mean ( pliste) )
5.010980572

Aufg. 4.4.6
Berechnen Sie mittels Doppelintegral das Volumen des

Korpers, der durch die folgenden Fliachen begrenzt wird:

z=0; z=1; x2+y2=4.



Um welche Art Korper handelt es sich?

Losung: Kreiszvlinder (Radius r=2, Hothe h=1)

elementar V=ar 2 h=4x

in Polarkoordinatens:

2n 12
v=] j 1krdrdeo
040

V=dx

in kartes. Koordinaten:

2 v 4—x2
v=] j 1dy dx
—2 -y 4—X2
V=4+x
Aufg. 4.4.15c)

hMan berechne das Linienintegral f (X}’d}:+y2d3’) fiir
C

folgende Kurve C:
die direkte Verbindungsstrecke von den Punkten

A=(0,1) nach B=(1,0).

Losung: C: v=1-x%, 0=xx].
f (Xydx+y2dy)=f (x (t)y (4) dx/dt+y (£) 2dy/dt) dt
C C

Define x(t)=t
done
Define v(t)=1-t

done

10



1 d 2.d
f xyO*L (x () + v (1)) 2% L (v (£)) )at
0 dt dt

_1
b
Bem.: kein wollst. Differenzial
DelVar x,v
done
d d (.2
dy (xxky) s (3’ )
x*0
Aufg. 4.4.19c)
Ein Massenpunkt bewege sich entlang der Kurve:
x=sin(t); v=1-cos(t); 0=t=<n/2 in dem ebenen Kraftfeld
F=21yel+xzez.
hMan berechne die wverrichtete Arbeit bei der
Verschiebung eines Massenpunktes von P,={(0, 0) nach
P.=(1,1) auf einem (beliebigen) Verbindungsweg.
Losung: vollstandiges Differenzial
d d{.2
— (2xky) =—
dy( KKV ) e (x )
2ew=2x
Stammfunktion (Potenzial):
[ 2xckydx+C(v)
C(y)+x2ey
i'(anS}II =x2

dy

11



4 (c(y)) +x2=x2
dy
Somit 4 (C(y)) =0
dy

Define F(X,F)=X2*F+C
done
F(1,1)=-F(0,0)

12



Aufg. 4.3.1e)

£+ Edit Zoom Analyse &
EjEjprlela]wal:
Blatt1 |Blatt2 Blatt3 |Blatt4 [Blatt5 |
Czl=f(x,¥) (o]
Xst2=s+cos(t)
() Yst2=s+sin(t) —
Zst2=f(s+cos(t), s*sin(t))
(=30
Chzd: 0
Chz5: 0
(ez6: 0
a
a
a

Ozt

"zwei lokale Minima gutr erkennbar
¥st2=g-cos(t) O

2n  Reell Lo




% Edit Zoom Analyse ¢

arlBprlalalval:

drei Sattelpunkte bei y=-3 und
¥=—v (3), x=0, ¥x=V(3)

Xst2=s-cos(t) | | ==

21 Reell (T







Aufg. 4.3.4c) 3D-Grafik Flache mit NB (elliptischer Zylinder)

£+ Edit Zoom Analyse
BB E RV
Blatt1 |Blatt2 Blatt3 |Blatt4 [Blatt5 |
Xst1=3+cos(t) 4 ]
() ¥Yst1=2+sin(t) —
Zst1=5-30
Xst2=s-cos(t)
(O Yst2=g-sin (t) —

Zst2=g.g3. (cos(t)) 2-sin'[t}
(z3:
oz
(z5:
()zB6:
ozt
(z8:

OO oOo oo™

¥st1=3+cos(t) O

2n  Reell Lo




£+ Edit Zoom Analyse
BB E RV
Blatt1 |Blatt2 Blatt3 |Blatt4 [Blatt5 |
Xst1=3+cos(t) 4 ]
() ¥Yst1=2+sin(t) —
Zst1=5-30
Xst2=s-cos(t)
(O Yst2=g-sin (t) —

Zst2=g.g3. (cos(t)) 2-sin'[t}
(z3:
oz
(z5:
()zB6:
ozt
(z8:

OO oOo oo™

¥st1=3+cos(t) .. O

2n  Reell Lo




£+ Edit Zoom Analyse
BB E RV
Blatt1 |Blatt2 Blatt3 |Blatt4 [Blatt5 |
Xst1=3+cos(t)
() ¥Yst1=2+sin(t) —
Zst1=5-30
Xst2=s-cos(t)
(O Yst2=g-sin (t) —

Zst2= 3.53. (cos(t)) 2-sin'[t}
(z3:
(z4:
(zh:
(1zB:
ozt
(z8:

OO oOo oo™

¥st1=3+cos(t) O

2n  Reell |




£+ Edit Zoom Analyse &
E]ml]a]a ]
Blatt1 |Blatt2 Blatt3 |Blatt4 [Blatt5 |
Xstl=s
(O ¥stl=t
Zst1=0
Xgt2=3+5+cos(t)
() Yst2=2+g-sin(t) —

Z5t2= .53+ (Gecos (1) ) 2+2+5in (1)
(z3:
oz
(z5:
()zB6:
ozt
(z8:

OO oOo oo™

T

Schnittkurve mir drei Hund drei T
¥st2=3+s+-cos(t) O

2n  Reell Lo




Aufg. 4.3.13a)

% Edit Zoom Analyse ¢
arlBprlalalval:
Blatt1 |Blatt2 Blatt3 |Blatt4 [Blatt5 |
Xstl=s
_te(signum (s+1-t)+1)
OYSt].— 2 —
Zst1=f[s, t-(signum(25+1—t)+1) ]
xst2=s
© Yst2= t+ (signum (25+1—t) +1) —
Zst2=10
(230
(hzd: 0
(250
S HI
X
A(_‘I ;u}
c{1,2)
globales Min. unter dem Dreieck
Xstl=s O

2n  Reell |
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