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Einleitung

Moderner Mathematikunterricht in Schule oder Studium ist ohne elektronische Rechen-
hilfsmittel undenkbar geworden.

Obwohl es sich dabei oftmals um klassische Lehrinhalte handelt, mit denen sich schon
friihere Schiuler- und Studentengenerationen auseinandersetzen muften, unterliegt auch
die Darstellung mathematischer Lehrinhalte einem Wandel und wird von den Erforder-
nissen unserer Zeit mitbestimmt:

Anspruchsvollere Aufgaben sind zu |6sen, die nicht mehr nur mit Zettel und Bleistift
bewaltigt werden kénnen.

Schiler technischer Gymnasien oder Fachoberschulen und auch zukiinftige Ingenieu-
re insbesondere auf den Gebieten der Kommunikationstechnik, der Elektrotechnik, der
Automatisierungs- und Computertechnik und verwandter Gebiete lernen spatestens in
der mathematischen Grundlagenausbildung ihres Studiums die komplexen Zahlen ken-
nen.

Praxisorientierte Mathematikausbildung bedeutet nicht nur Berlicksichtigung praktischer
Anwendungsbeispiele und Computerpraktikum sondern auch Berlcksichtigung inter-
national Ublicher Standards zur Mathematik und insbesondere von DIN-Empfehlungen
hier speziell beim Umgang mit komplexen Zahlen.

Mit dem vorliegenden Buch wird der Versuch unternommen, dem formulierten Anspruchs-
niveau eines modernen Mathematikunterrichts nahezukommen, indem zum zielgerich-
teten Einsatz des ALGEBRA FX 2.0 Unterrichtsempfehlungen fur das Rechnen mit
komplexen Zahlen gegeben werden.

Schnell stellt man fest, dass der ALGEBRA FX 2.0 “DIN-gerecht” programmiert ist.

Lehrer wie auch Schiler und Studenten finden anhand der ausfihrlich dargestellten
und erprobten Unterrichtsbeispiele Anregungen zum Umgang mit dem ALGEBRA FX
2.0 und kénnen so ihre Kenntnisse Uber komplexe Zahlen festigen und vertiefen.

Neben dem numerischen Rechnen mit komplexen Zahlen wird auch auf graphische
Darstellungsmdglichkeiten in der GauBBschen Zahlenebene eingegangen und schliel3-
lich werden im CAS-Menl symbolische Umformungen mit komplexen Zahlen und ent-
sprechende Formelstrukturen erlautert.

So erweist sich der ALGEBRA FX 2.0 auch im Bereich der komplexen Zahlen als nitz-
liches elektronisches Rechenhilfsmittel flir anspruchsvolle Aufgaben, die in der Unter-
richtsstunde oder zu Hause im Selbststudium erarbeitet werden kénnen, insbesondere
auch dann, wenn aus Zeitgrinden ein Computerlabor nicht aufgesucht werden kann
oder im Stundenplan nicht vorgesehen ist.

Der Leser lernt die Arbeit in unterschiedlichen Menus des ALGEBRA FX 2.0 (z.B. RUN-

MAT-Menl (numerisches Rechnen), GRPH-TBL-Menl (Funktionsplots), STAT-Menl
(Scatterplots) und CAS-Menu (symbolisches Rechnen) sowie EQUA-Men( (Gleichungen
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Einleitung

und Gleichungssysteme)) innerhalb einer komplexen Aufgabenstellung kennen, wenn
gleichzeitig numerische, graphische und symbolische Lésungswege dargestellt wer-
den. An vielen Stellen werden Hintergrundbilder erzeugt, um die grafischen Darstellun-
gen noch eindrucksvoller zu gestalten.

Der ALGEBRA FX 2.0 erweist sich in didaktischer Hinsicht als besonders nitzliches
elektronisches Hilfsmittel: Der Anwender mulB3 zunéchst selbst die Lésungsstrategie
zur Aufgabe entwickeln und die Rechenschritte festlegen. Dann erfolgt der Einsatz ent-
sprechender Taschenrechnerbefehle in vorher auszuwéhlenden Menus.

Dieses interaktive Arbeiten ist flir den Lernprozef3 besonders wertvoll:

Der Schiler bekommt nicht sofort das fertige Endergebnis ohne den Lésungsweg zu
kennen, sondern er muf3 den erdachten Lésungsweg Schritt fur Schritt mit seinem Ta-
schenrechner umsetzen. Der Schiler trainiert dabei die Losungswege und der Taschen-
rechner sorgt fir fehlerfreie Zwischenergebnisse und anschauliche graphische Dar-
stellungen, die ohne den Graphik-Taschenrechner nicht so einfach zu finden sind. Der
Formelhintergrund kann dabei im CAS-Menu bereitgestellt und abgespeichert werden.

Flr das Verstéandnis dieses Buches werden Grundkenntnisse im Umgang mit dem AL-
GEBRA FX 2.0 vorausgesetzt.

Text und Abbildungen wurden auf Grundlage der zurzeit vorliegenden Produktversion
des ALGEBRA FX 2.0 mit gréBter Sorgfalt erarbeitet. Hinweise und Anregungen, die
sich durch die Arbeit mit diesem Buch ergeben werden, nehmen der Herausgeber wie
auch der Autor jederzeit gern entgegen.

Fur eventuell enthaltene Fehler kann keine Haftung tbernommmen werden.

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Dies betrifft auch die Ubersetzung und die
Vervielféltigung oder die Verbreitung unter Verwendung elektronischer Systeme, sowie
die Vervielfaltigung fur Zwecke der Unterrichtsgestaltung ohne schriftliche Genehmi-
gung des Herausgebers.

In der 2. Auflage dieses Buches wurden bekannt gewordene Druckfehler korrigiert.

Dresden, im August 2004 Prof. Dr. Ludwig Paditz

Kontaktadresse des Autors:

Hochschule fur Technik und Wirtschaft (FH)
FB Informatik/Mathematik
Friedrich-List-Platz 1

D-01069 Dresden

paditz @informatik.htw-dresden.de
http://www.informatik.htw-dresden.de/~paditz/
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KAPITEL 1

Definition und Darstellungsformen komplexer Zahlen
(Addition und Multiplikation)

d Was den Schiler hier besonders interessiert:

Was ist eine unendlich groBe komplexe Zahl (im Reellen kennt man +« und —x) ?

Der Taschenrechner interpretiert jede komplexe Zahl z inder Form z=a + b-i
als Punkt oder Koordinatenpaar (a, b) in der der GauBschen Zahlenebene und
berechnet den Betrag (Absolutwert) r =|z| und das Argument (Winkel) 8= arg(z)
mit Hilfe des Koordinatenpaares (a, b).

Imaginére Achse
Beispiel:
Zu berechnen sind der Betrag (r) und das Argument (0)
fur die komplexe Zahl 3 +4-i, wobei der Winkelmodus auf
Altgrad eingestellt werden soll.

Hinweis zur Wahl des Zahlensystems (“Mode”): Reelle Achse

Wahlen Sie in der Einstellanzeige (SET UP) fiir “Mode” unbedingt “Comp”! 0

Im RUN-MAT-Menii werden die Funktionstasten (F3)[CPLX]-[1:Abs]/[2:Arg] benutzt, nachdem zuvor liber
die Tastenfolge (F3)[SET UP] der Zahlenmodus (komplexen Zahlen in arithmetischer Darstellung a+bi)
und der Winkelmodus (Altgrad Deg) voreingestellt wurden:

(E3)(CPLX) (1] (Abs)

(DB #H @ @™ ] ) 0] Ed Abs Loa+d1 7 .
(Berechnung des Betrages (Absolutwertes)) Arg (3+4L

2. 13818235

9 @ [E3 (CPLX) (@ (Arg)
OR®H@HEO>)DE I e A T e ]

(Berechnung des Arguments (Winkels))

Mit Beispielen stellt man sofort fest, dass die Winkel stets im Bereich von -180° < @ = 180°, dem soganannten
Hauptargumentbereich, ausgegeben werden (entsprechend im BogenmaB von -t < @ = 7). Fir den Betrag
einer komplexen Zahl gilt stets 0 = r < % und damit lautet die Antwort auf die Eingangs gestellte Frage:
Sobald unter einem beliebigen Winkel der Betrag unendlich grof3 wird, handelt es sich um eine unendlich grof3e
komplexe Zahl, die symbolisch mit z = % bezeichnet wird.

@ Damit gibt es in C nur ein (vorzeichenloses und richtungsloses) Unendlich!

Mt C={z=(ab)lacRundbeR} ={z=a+bil| (a,b) € R? und i = -1 } wird die Menge der
komplexen Zahlen bezeichet. In der Algebra spricht man auch vom Kérper der komplexen Zahlen.

© CASIO Europe GmbH Norderstedt Paditz: Komplexe Zahlen 7



KAPITEL 1

Aus algebraischer Sicht ist der Zahlenkorper C = {z = (a,b) | @ € R und b € R } durch
folgende drei Eigenschaften definiert (weitere Rechenoperationen werden nachtraglich
abgeleitet und missen nicht per Definition festgelegt werden):

@ Gleichheitseigenschaft: 2,=2, & a=a, und b=>b,

@ Additionsregel: Z,+2, = (a+a,,b+b)

@ Multiplikationsregel: 7,2, (a,ea,-beb,,aeb,+a,h)

Beispiel (Additionsregel im RUN-MAT-Menii):
Gegeben sind die Zahlen z,=(1,2) = 1+2i und z,=(2,3) = 2+3i. Zu berechnen ist z.+z, nach der
Additionsregel. Mit der Tastenfolge

MOHEEIQDOD AEHEIOOR

erhalt man das gewiinschte Ergebnis z,+2,= (1+2)+(2+3)i =3 + 5i . i;*’_?:):f'_"f” 1450
+1 A=

Beispiel (Multiplikationsregel im RUN-MAT-Menii): 5
Gegeben sind die Zahlen z,=(2,1) =2+ und z,=(2,-1) = 2-i. Zu berechnen
ist 2,22, nach der Multiplikationsregel. Mit der Tastenfolge HAT

EEH&AOOOD X JREHEIOE &9
erhalt man das gew(inschte Ergebnis z,+Z,= 2:2-1¢(-1) + (2:(-1)+1.2)i =5.

L=

Beispiel (Multiplikationsregel im RUN-MAT-Menii): -1 -1
Gegeben sind die Zahlen z,=(0,1) =i und z,=(0,1) =i (imaginare Einheit). i
Zu berechnen ist z,.z, nach der Multiplikationsregel. Mit der Tastenfolge

@O ® EADGO EE

erhalt man das gew(inschte Ergebnis z,+z,= 0.0-1+1 + (0.1+1.0)i =-1.
Hinweis: Wegen i.i =-1 wird i auch als Hauptwurzel von -1 bezeichnet: [sF) (x3( )(©) (1] £

Weitere Befehle im RUN-MAT-Menii:

Im Zahlenpaar z=(a,b) (z =a +i.b) heiBt die erste reelle Koordinate a
Realteil von z, kurz a = Re(7), die zweite reelle Koordinate b Imaginarteil
von z , kurz b = Im(z). Taschenrechnersymbolik: ReP(z) bzw. ImP(z)

Beispiel:
Zu berechnen sind der Realteil und der Imaginarteil der Zahl z =2 + 5i :

(d) orr) (F3](CPLX) (4] (ReP) ReP CZ2+51 0
Q2 @ B & @ 6) 0] B 2

(Berechnung des Realteils)

(F3) (CPLX) (8] (ImP) ImF CZ+51
Q2 @ B @™ 06 0] B =

(Berechnung des Imaginarteils)

Zum Zahlenpaar z=(a,b) (z = a + b.i)) heiBt die Zahl 7= (a,-b) (Z= a- b.i)
die zu z konjugiert komplexe Zahl. Taschenrechnersymbolik: Conjg(z)

Beispiel:
Zu berechnen ist die konjugiert komplexe Zahl zur komplexen Zahl z =2 + 4i :

(F3)(CPLX) (3] (Conjg) Conda Cz+diy ]
0@ @ @ D606 2-4i
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Definition und Darstellungsformen komplexer Zahlen

Beispiel (Gleichheitseigenschaft):
Nachzuprifen ist die folgende Gleichheit: (cos, + issinB,) « (cos6, + i-sin,) = cos(0,+0,) + i-sin(0,+6,)

Die Multiplikationsregel ergibt zunachst auf der linken Seite die Koordinaten (Realteil und Imaginérteil)
aea, b eb,=cosf,.cosb,-sinf,»sin@, und a.b,+a, b.=cosb,.sinb,+sind,. coso,
dann im Vergleich mit der rechten Seite (die bekannten Additionstheoreme flr trigonometrische Funktionen)
cos@, « cosO,- sinf,- sinB,= cos(6,+0,) und cosP, « sinb,+ sinb, cosh,= sin(H,+0,)
Die Koordinatenumwandlung beruht auf den bekannten Formeln x =7+ cosf und y =r « sin@ (hierr =1):

e Kartesische Koordinaten z = (x,y) e Polarkoordinaten z = (r,0)

ol X

Nun soll die praktische Kontrolle der Gleichheitseigenschaft im CAS-Menu nachvollzogen werden: [TRNS]-
[6: smplfy]. Die Winkel 8, und 6, wurden hierbei zur Vereinfachung durch die Variablen V und W ersetzt:

simrlit=xicos Vcocos ll-s cos WMoos ll=sim Usim 1

[
TE:smEl =
Hil F

simrlifricos Ucos ll=-=5 simelifricos Msin W+s . . .
s LD SGHATE Kontrolle der Gleichheit zweier

komplexer Zahlen durch Ver-
gleich der Real- und Imaginér-
teile (hier: Kontrolle der
Additionstheoreme)

Uberpriifung der Additionsregel im CAS-Menii mit [TRNS]-[A: cExpnd]/[6: smplfy]/[8: collct]:

cErrandl CH+LE +CC+1 [0 simplit=CCH+LEI+CC+10 collecLiCH+LE +CC+1[0a
H+C+ B+D Y 1 H+  B+D 0 1+C CE+D ) 1+A+C

Uberpriifung der Multiplikationsregel im CAS-Men(i mit[TRNS]-[6: smplfy]/[A: cExpnd]/[8: collct):

simplit=CCH+LE =L+ cErrandl CH+LE = CC+r [0 collecLiCH+LE = CC+r0a
CC+HDa CAHELY HC—-ED+ HD+EC Y 1 CHC+ELC } i+AC—ED

Wahrend hier simplify nicht mehr vereinfacht, erfolgt mit den anderen beiden Befehlen die symbo-
lische Umformung geman der Multiplikationsregel!

© CASIO Europe GmbH Norderstedt Paditz: Komplexe Zahlen 9



KAPITEL 1

Wir erinnern uns hier noch einmal an die Voreinstellung im SET UP des CAS-MenUs (bekanntlich hat jedes
Menii seine eigenen modifizierbaren Voreinstellungen, vgl. SET UP im RUN - MAT-Menu):

=
RECLR |COMICE EELLFI FRGH
+

MSuWeEr | xPe :LomFPlex
2E5 = DisFrlaw ! Morml

ALGEERA|TUTOR [LINK
= EL g

MEMORY|SSTEM|STRT Z|TWHM

P — FF
el == *if REEd IET N R

Nun sind wir neugierig auf die symbolische Berechnung des Betrages einer komplexen Zahl z = a + bi :
Hbs (H+1=B! CExrandiHbs (H+1 =B

IA+ELI |H2+EE

Mit Hilfe von [TRNS]-cExpand

wird der Abs-Befehl
schlieBlich symbolisch
ausgefihrt!

(Co TRE=T o ¥ [=ion [HE IFHEHM |

Hinweis:

Der im RUN -MAT-Men( vorhandene Befehl arg zur numerischen Berechnung des Winkels ist im CAS-Menu
nicht vorhanden.

Es wird an dieser Stelle daran erinnert, dass die trigonometrische Umkehrfunktion arctan(b/a) nur einen
Wertebereich von -it/2 < arctan(b/a) < /2 besitzt und fur Zahlen z = (a,b) im II. Quadranten mit +w (+180°)
und im I11. Quadranten mit -xt (-180°) zu korrigieren ist, wie folgende Screenshots im CAS-Menii zeigen.
Ausgangspunkt sind die komplexen Zahlen 1+i (I. Quadrant), -1+i (II. Quadrant), -1-i (III. Quadrant) und 1-i
(IV. Quadrant), deren Argument in Altgrad mittels der Befehle approx und tan™ (entspricht arctan) berech-
net werden soll:

arFrox Lan™l (-1-1x arrrox Lan™! (171
15 k5o
I1. Quadrant L. Quadrant
arg(Z) = -45°+180° arg(g) = 45°
BT (A2 0 CE T A 3 =135° BT (A2 0 CE T A 3
arFrox Lan™l (-1~--11 arprox Lan™l (1-=11
15 —45
1II. Quadrant 1V. Quadrant
arg(z) = 45°-180° arg(g) = -45°
EE7E TR P CE T 2 =-135° T EALC oA S BEFAL T

Anordnung der Screenshots entsprechend der Lage der Quadranten im Koordinatensystem.

AbschlieBBend wird im CAS-MenU die Eulersche Formel betrachtet, die eine Umformung von der
exponentiellen Darstellung in die trignometrische Darstellung und umgekehrt beschreibt. Dazu gibt
es im Untermeni [TRNS]-[5:TRIG] die speziellen Befehle expToTrig bzw. trigToExp:

erFlolrigieilsss s LrigloExFicos s+ls1n
o= (Hi+sintnl -1 ﬁxi
Eulersche Formel:
cos(0) +i sin(@) =e
ATH WA AR CE T A A ATH WA AR CE T A A

Die Eulersche Formel kann im CAS-Menu auch Uber die Taylor-Entwicklung der beteiligten
Formeln nachvollzogen werden, indem man feststellt, dass die Summe der cos-Reihe und der mit
i multiplizierten sin-Reihe genau die betrachtete e-Reihe ergeben:

10 Paditz: Komplexe Zahlen © CASIO Europe GmbH Norderstedt



Definition und Darstellungsformen komplexer Zahlen

Larlor{cos =+1sin s s |Larloricos ms M. 0. F Larlor{i=sin mamsaa M| [Larloriefimi m. 0.
s ot L3S L2 4 L2 Ii w3 s ot L3S L2
ik T S wen Ll W ik T S
iZated g g itl gl Tan g i izated g g hitl

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

Wir beenden den Einstieg in das symbolische und numerische Rechnen mit komplexen Zahlen,
indem wir im RUN-MAT-Menii die Zahlen V2 +vV2i, /2 +vV2i, «2-12i und \2-121i betrachten
und dabei wie zu Beginn dieses Kapitels wieder im Winkelmodus Altgrad rechnen. Diesmal wurde
fir das Zahlenformat (Complex Mode) die exponentielle Darstellung im SET UP ausgewahlt.

TH_FEHD CRr I 3 T 771
-:npn TEL IV HA 2€135i 2€45i
F:ECI.IF: CIDHICE EﬂLlFl FEGM
CH% ALGEEBEA TUTDR I_IHI{
Judy e L FET HET
Mode : LamF = d=ld= i R RS i
Func T»re = 2E-1301 2E-431
Lraw Tyepe :Conmect
[eriwalive &
MAT] HAT]
Voreinstellungen im SET UP Die Anordnung der Quadranten gemafl dem Koordinatensystem:
des RUN -MAT-Menis exakte Angabe der Winkel im sogenannten Hauptargumentbereich

Berechnungen von Betrag und Argument von -V2 -12i nach Voreinstellung Complex Mode: a+bi:

Hhs C-Jld=l=1 Hra (=J/=lFd=121
2 -135
LIETIMAT e cAL N T - | LIETIMAT [GFLA ICAL T NI T - 1

Hra {-IE-IEKI%SBEIBE'
1 .
Winkelangabe

0=-135°= (135 e*180i )°
in exponentieller Darstellung!

LT AT (CFLAICALCHWHT &

Beispiel:

Dars?ellung komplexer Zahlen in der GauBschen Zahlenebene als Scatter-Plot (= statistische Graphik)
Gegeben sind die Zahlen z,= 1+, z,=2-2i, z,=-3i, 7,=2-V3"2i, 7,=3,5, z,=1-5i.

Lésungsweg:

Die Zahlenliste wird zuerst im [List]-[Ans]-Speicher abgelegt. Die Real- und Imaginarteile werden als ver-
bundene Datenlisten List1 und List2 eingegeben und Uber das STAT-Menu als statistische Graphik
(Scatterplot der Zahlenpaare) entsprechend der nachstehenden Screenshots dargestellt.

V1L A=A -3 A=A ARL [AnE S T RS PR I 1 L MERL
s 3. 0.1-51 % al a-ai s 3. 0.1-51 % GRPHTELIDWHA
Dane|| 3| -3 ) ~ [Done [ BdEsE= cofe i Wl
ME-3. u> ReF List Ans+List 1 RECUR |Coics | Eo0A  |FEEH
o - o5 ﬁéﬁ L
L 1-5i D 1. 454116150 ImFP List HHS+LISLDgne o R TG TUTnFc it
HET] LIZTIMAT LPLAIC AL CHOHT & Juds i

© CASIO Europe GmbH Norderstedt Paditz: Komplexe Zahlen 11



KAPITEL 1

Nachdem der STAT-Listen-Editor gedffnet ist, wird Gber [GRPH]-[5:Set] der Plot StatGraph1 definiert:
Lizt IJList alList A|List uf [oist Juist afuizt izt uf Ejl.alﬁr‘gphl . =tatiGrarhl
I 0

i

2l Listen-Hr. wihlen
P Listlio261: 2

|
|
o
1] =
o
= 5|

N E W —

3

1]
-3.48410161
EREFHICAL G DEL IDEL-RT IH [

LI=11

IMEENEENEENETR L e 6rarkh]l S Drawldn =Lallsrarhl
1 EYACETS HIFRET a [
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Die zwei letzten Plots zeigen die Lage der komplexen Zahlen in der GauBBschen Zahlenebene.

Aufgaben:

1.1. Veranschaulichen Sie sich die Zahlenliste { ,i2,i3,i*} in der GauBschen Zahlen-
ebene (Hinweis: Scatterplot).

1.2. Vereinfachen Sie die Zahlenliste {i7,i%,i'* } im RUN-MAT-Mend.
(Hinweis: [List]-[Ans]-Speicher nutzen)

1.3. Gegeben ist die Zahlenliste { 4-3i, 1+, 1-V3-1, 9, -12i }
(Hinweis:V 3i stattv3-i fiihrt zu einem Eingabefehler, V3i = \/(3i) ).
a) Bestimmen Sie die Liste der Realteile und die Liste der Imaginarteile!
b) Bestimmen Sie die Liste der Betrédge und die Liste der Winkel (Altgrad)!
c) Stellen Sie die Zahlen in der GauBschen Zahlenebene dar (Scatterplot)!
d) Bestimmen Sie die Liste der konjugiert komplexen Zahlen!

1.4. Gegeben sind die Zahlen z.=3 + 4i und z,= 4 + 3i . Berechnen Sie im RUN-MAT-
Menl die Zahlen z,+2,, 2, 25,2, 25, 2, 25, 24" 2y,

1.5. Formen Sie die komplexe Zahlenliste { 1+i\3, 3+41i, -3i } in die exponentielle Form
um (Hinweis: im SET UP Complex Mode auf r e”*@i einstellen).

1.6. Formen Sie z =9+(cos 330° + i sin 330°) in die arithmetische Darstellung und
exponentielle Darstellung um (Hinweis: »a+bi bzw. »re*9i im [OPTN]-[CLPX]-
Untermenit des RUN-MAT-MenUs nutzen!)

1.7. a) Ermitteln Sie die Polarkoordinaten von z=3+4i! (Hinweis: Pol( - Befehl im
[OPTN]-[ANGL]-Untermeni des RUN-MAT-Menls nutzen!)
b) Ermitteln Sie zu z = 5-e”(in/3) die kartesischen Koordinaten (Bogenmaf beach-
ten!) (Hinweis: Rec( - Befehl im [OPTN]-[ANGL]-Untermenii des RUN-MAT-Meniis
nutzen!)

1.8. Gegeben sind z = cosX +i*sinX und Z = cosX - i*sinX. Zeigen Sie im CAS-Meni
die Gleichung z -z =1 (Hinweis: Simplify-Befehl nutzen!)

1.9. Gegeben sind z, = 2+2i und z,= 3-(cos (37/4) + i sin(37/4)).
Berechnen Sie z,+z, sowie z,* Z,.
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KAPITEL 2

Herleitung der Umkehroperationenzu “+” und “-”
(Subtraktion und Division)

Zunachst werden die “ Null ” und “ Eins ” als komplexe Zahlen a+bi wie folgt definiert:

Fir jede Zahl x+yi gilt:
(x+yi)+“Null” = x+yi < “Null”=0+0i = (0,0)

Fir jede Zahl x+yi # “Null” gilt:
(x+yi) - “Eins” = x+yi < “Eins” =1+0i = (1,0)

Die spezielle Gestalt der Null ergibt sich aus der Additionsregel, die der Eins aus der Multi-

plikationsregel fir komplexe Zahlen, vgl. Kapitel 1.

Die Subtraktion als Umkehroperation zur Addition kann nun so definiert werden, dass
(x+yi) - (a+bi) = (x+yi) + “Inverse zu a+bi bei Addition”

gelten soll, wobei “Inverse zu a+bi bei Addition” diejenige komplexe Zahl bedeutet,

far die gilt:

(a+bi) + “Inverse zu a+bi bei Addition”= “Null” = 0+0i

& “Inverse zu a+bi bei Addition”= (-a -bi) = (-a,-b)

Damit ergibt sich die bekannte Rechenregel (X+yi ) - (a+bi) = (x+yi ) + (-a -bi), die
unmittelbar in CAS-Men( mit dem Befehl [F1)[TRNS]-[A:cExpnd] nachvollzogen werden

kann: [cEzrangtie+vir-1A+Ei7]  Subtraktion im RUN-MAT-Meni: [3+air-12-517 o
—A+(V-E7 1 , . t

i - C2=4i)-(2xelin 3}
(Zahlendarstellung mit Nach Ly e e
kommastellen - exakte Zahlen-

darstellung im CAS-Meni)

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T LT AT (CFLAlCAL WM

Die nachfolgenden Screenshots zeigen verschiedene Ldésungsdarstellungen ein und der-
selben Subtraktionsaufgabe im CAS-Men(:

W SRV EETS W Tk CExFPandy Le—d1 - 2meld laF'ﬁpP?D;Qéﬁ(géggl?-{E?ﬂE(l
- _Fea’i -5. i
_2[@+l]+2_4i [=Z-4)1+1
> 2
ThR: IC AL HEGUA] =90 RREA] & ThHzICAL CE LAl &9 REFAL ¢ TRHEICAL CEGUAl &30 GREA] T

Entsprechend kann man nun die Division durch den Divisor a+bi # 0+0i aus der
Multiplikationsregel und dem Vorhandensein der “ Eins ” ableiten:

© CASIO Europe GmbH Norderstedt Paditz: Komplexe Zahlen 13



KAPITEL 2

(x+yi): (a+bi) = (x+yi) - “Inverse zu a+bi bei Multiplikation”
soll gelten, wobei “Inverse zu a+bi bei Multiplikation” diejenige komplexe Zahl be-

deutet, fur die qilt:

(a+bi) - “Inverse zu a+bi bei Multiplikation ”= “Eins” = 1+0i &
“Inverse zu a+bi bei Multiplikation” = a/(a?+b?) + i(-b)/(a*+b?)

Wir ermitteln die zuletzt genannte Darstellung der Inversen zu a+bi bei Multiplikation

im CAS-Men(i, indem wir ein lineares Gleichungssystem symbolisch l6sen. Es sei v4+Wi

die Inverse zu a+bi bei Multiplikation, vgl. Kapitel 1.
(a+bi) - (v+wi) =1+0i.
(av-bw) + (aw+bv)i =1+0i,

Dann gilt:
Nach der Multiplikation

sregel bedeutet das:

d.h. mit der Gleichheitseigenschaft

Wir I6sen das Gleichungssystem mit
im CAS-Mend:

av-bw =1

und aw+bv = 0.

solve({av-bw =1, aw+bv =0},{v,w})

solweld H=U=ExU=1 . H=+]

=1. A=l+E=V= 0, CLL W s

solwelt AU=-BI=1. HII+EU=

A
I= ]
RZ+E?
-E
= B
- RZ4E” E

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

F|
I=. 3]
AZ+B<
-E
LI= 4]
r F|2+El2 T
ThRz e AL CEGUR] & a7 REFAL ¢

Das letzte Bild verdeutlicht, dass das Multiplikationszeichen zwischen den symbolischen
Variablen A,B,V und W weggelassen werden kann.

Damit ergibt sich die bekannte Rechenregel
(x+yi): (a+bi) = (x+yi)- (a/(@*+b?) +i(-b)/(@>+b?)) = (xa+yb +(ya-xb)i)/ (a>+b?),
die unmittelbar in CAS-Men( mit dem Befehl (F1)[TRNS]-[A:cExpnd] nachvollzogen wer-
den kann. Das letzte Bild zeigt wieder eine Rechnung im RUN-MAT-Menu:

cErrandf Ca+v1 - CH+BL 2| [cExrandd Ca+Y1 3" CH+BL 3| [{Z2+30 37 Co+R1 » (2+31}XDDH%91§?IE%%41

HH BY ,[ AY BY ,[ AY B+ ]- 28 31 ~H. 1

¥ ¥ ¥ 1 ¥ +H. 44262 295H31
AZ+82 AZ+Z LAZ+E7 & |RZ+B% |RZ+E2 RZ+g7) |[B1 B1 (2+3i3-(561 )

MM -A.131147541

+6. 44262 295H31

CLET T EAH T 1l [ELEET=w Transl [T TR IEALCEauAl ean GEFAL T 1| [z TIMAT IePLrlc ARG M - 1

Zur Kontrolle berechne

n wir das Produkt mit dem ,Inversen® des Divi

sors symbolisch:

L I s P s et = R ) =

SHETA B ACHT A BT s

cErrandiatYL 2 CHSCH™

simrlifricErrand({H-T

A Ei ] ) [ A Ei ] ) A BV [ AY Ae+AYi-BXa+BY
< S, < S, ' '
[H?+E:2 AZ+EZ AZ+BZ RZ+RZ A2+B< AZ+BZ | AZ+BZ 2 AZ+EZ
CLF [T L1 CLET = IRAHE | TEH |l:FILaEI2UPI|'E‘=|I'I BEFAL & TEH |':PILaEC!UFI|'E'=|ﬂ GEFAL -

Das letzte Bild zeigte h

ier die Mdglichkeit, Befehle zu schachteln: simplify(cExpand(... .

simPllfriCa+ye JCH-CH

tacltorisimrli fr{ls+YL

CR-EixCH+Yad

CH-E13 X+

AT +ES

C=Fi+BEX (Hi+EX

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

Interessante Darstellungen ergeben sich
mit dem Befehl simplify(... bzw. geschach-

telt factor(simplify(..

. (Erweiterung mit der

konjugiert komplexen Zahl a-bi )

14 Paditz: Komplexe

Zahlen

© CASIO Europe GmbH Norderstedt



7

Herleitung der Umkehroperationen zu “+” und “ -

Der aufmerksame Leser wird die Faktorisierung a+b?= (-ai+b)(ai+b) festgestellt haben
(im letzten Screenshot). Damit erhalt man im CAS-Menu eine interessante Formelstruktur:

(a+bi)(a-bi) = a®>+b? = (-i)(a+bi)-i(a-bi) = (-ai+b)(ai+b)

TacLor R EZ+E™ COHHEL ACH=-EL ) 3Ol =H=EL| [cExrandt CCH+EL A CH=-EL | [Ss1mPlilTx i cExPand i L (H+
t=Hi+B> (Ai+E> {A-Eii(A+BL> FIE BQ 1
(=Hi+BX{R1i+E: ——+t———=
RE+EZ AZ+E?
TEHEIcaLclEaalEgr BRFHT - | [CLETEuw (F-Anz [T ThR: IC AL HEGUA] =90 RREA] & ThHzICAL CE LAl &9 REFAL ¢

Die Screenshots im CAS-Menu verdeutlichen die oben dargelegten Gleichungen.
Beispiele: 17 = 1+16 = (1-4i)(1+4i) = (4-i)(4+i) oder x2+y? = (x+iy)(x-iy) = (y-ix)(y+ix) .

Aufgaben:

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

Gegeben sind die Zahlen z,=1-1i, z,=1/2+iV3/2 und z,=-1-i

a) Berechnen Sie z,= z.2.7,/2,° und z;= (z,+1).2,2/2,.

b) Stellen Sie z, und z, in trigonometrischer und arithmetischer Form dar (Altgrad)!

Berechnen Sie flr die Zahlen z,= 3 + 4i und 2,=4+ 3i die Zahlen 272, 1(2,-2,),
z,1z,, Z,1Z,, sowie die konjugiert komplexe Zahl zu 7./7Z,.

Berechnen Sie moglichst vorteilhaft folgende Zahlen in arithmetischer und exponen-
tieller Darstellung { (1+)/(-1+)?, (3+41)/5 + 5/(3+41), (1+i)?, (1+20)2. (1+1)%/(1-i)? }.

Berechnen Sie im RUN-MAT-Men

a) z,/z, fur z,=V3+iV2

b) z,/z, fur z,= 4 und z,=4-(cos30° + i sin30°)

Berechnen Sie die Zahl A+B/C sowie den Betrag |A<B/CI fiir die Zahlen
A = V2-(cos (71/4) + i sin(7w/4) ), B = 1-(cos (T/3) + i sin(T/3) ) sowie
C = V2-(cos (5T/4) + i sin(51/4) ) im CAS-Meni.

Fur welche reellen Faktoren a und b ergibt die Linearkombination az1+bz2 mit
Z,= 2+3i und z,= 1+2i dieZahl z= 1-4i?

(Hinweis: Trennen Sie in der Gleichung az. +bz, =2z den Real- und Imaginérteil und
|I6sen Sie das entstehende Gleichungssystem in geeigneter Form.)

Berechnen Sie die Zahl z= (-2+2V3+i)/(2+V5°i) - 5-(V3+1)/(2V5 + 5i) in arithmeti-
scher und exponentieller Darstellung und geben Sie die Ergebnisse sowohl in exakter
als auch nadherungsweiser Darstellung auf 4 Nachkommastellen gerundet an (Winkel

in Altgrad angeben).

Lésen Sie das komplexe lineare Gleichungssystem durch elementare Umformungen
(Eliminationsverfahren): 3z, -(2+i):z,=-i, (4-2i)-z,-5z,=-1-2i.

© CASIO Europe GmbH Norderstedt Paditz: Komplexe Zahlen 15



KAPITEL 3

Die Potenz zN einer komplexen Basis z

d Was den Schiler hier besonders interessiert:

Wie erkennt man bei gleichen Potenzwerten zN von welcher Basis z ausgegangen wurde?

1+l 4 =141 .
(=143 274 (=1=313"d
_ -4 -4
C=1=-123"4d ]=-312"d
-4 -4
[HAT] [HAT]

®

Im RUN- MAT-Menii wurden die komplexen Zahlen 1 +i, 1-i, -1-i oder-1+1 in die vierte

Potenz genommen und jedesmal erhalt man die gleiche scheinbar reelle Zahl -4 .

Man miBte jeder urspriinglichen komplexen Zahl1 +i, 1-i, -1-i oder -1+i einen Index
k zuordnen und diesen dann auch dem Ergebnis -4 beifligen, indem man sagt, dass es sich
um die komplexe Zahl -4 im k-ten “Exemplar” einer GauBschen Zahlenebene der Potenz-
werte handelt. Eine solche Zahlenebene wird als Blatt mit der Blattnummer k bezeichnet.

Das sieht so aus (Reihenfolge im mathematisch positiven Drehsinn - Gegenuhrzeigersinn)

@) Zo=1+i, z,=-1+i, z,=-1-i oder z,=1-i

und dann sagt man

© Zy' =-4 liegtim Blatt 0, Z," =-4 liegtim Blatt 1,

Z,' =-4 liegtim Blatt2, Z,° =-4 liegtim Blatt 3

einer 4-blattrigen RIEMANNschen Flache (GauB3sche Zahlenebene in vier Exemplaren).

Allgemein gilt:

Es gibt fiir die feste Zahl w = z" insgesamt N Zahlen z, , k=0, 1,2, ..., N-1,
mit sz =w. Dabei liegt Z, im sogenannten Winkelraum D, der urspringli-
chen GauBBschen Zahlenebene der Z-Werte. Der Potenzwert w = sz liegt
dann im sogenannten Blatt k der N-blattrigen RIEMANNschen Flache.

16 Paditz: Komplexe Zahlen
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Die Potenz zN einer komplexen Zahl

Der Winkelraum D liegt dabei symmetrisch um die positive x-Achse und hat bei Betrach-
tung der Potenz zN die Winkeldffnung 27UN, d.h.

D,={z| -n/N < arg(x) = n/N}.

Far D, gilt, indem man den Winkelraum D, im mathematisch positven Drehsinn um P(0,0)
dreht,

D ={z|(n+2kn)/N <arg(x) = (n+2kn)/N} k=1,2,..,N-1.

Hierbei bezeichnet arg(z) = @ mit -t < @ = &t das DIN-gerechte Hauptargument der Zahl z.

Die vier Winkelraume des oben erwahnten Beispiels haben folgendes graphische Aussehen,
das unschwer tUber das GRPH -TBL-MenU zu erhalten ist:

Brati1kfunkL. %=

Y1EH

VB Der Winkelraum D,

Elgi im Fall N= 4 in sym-
Vo .

YE: metrischer Lage um
[ SELToEL ITYPEIGMEMIBEIWT F die positve x-Achse

Fur alle komplexen Zahlen z im Winkelraum D, gilt also: -1/4 < O=arg(z) = /4, d.h.

Hrati1ktunkl, o %= Ve rLan (-modonn T<tan (n-d.-m
Y1EBLam Cm-dixs

YeBLan ©-meod i

yS:

Ye:

[ ZELIDELITYPEIGMEPERWT F 1| fcl.523808523  %--|.523808523 pi=1. 523609523 Y&1. 523808523
Hraf1kfunkLl. @%=

YLEH

reBon Der Winkelraum D,
Eﬁgf im Fall N= 4 in sym-
VG metrischer Lage um
[ SELIDEL ITYPEIGMEMPEAWT E | die positve y-Achse

Fir alle komplexen Zahlen z im Winkelraum D, gilt also: /4 < @=arg(z) = 3m/4 , d.h.

Hrati1kfunkL. %= rrtan L 9 A Tatarn ton g i5m
Y1BLan (3m-d0EH
YeRbarn CmedawE

ik
YiE:
SELTDEL ITYFEIGHEMIBERWT F | pi=1. 38966853968 Y- 1. 396685386 == 39E6B85386 &1, 396025386
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KAPITEL 3

Fir alle komplexen Zahlen z im Winkelraum D, gilt somit: 31/4 < @=arg(z) = 57/4 , d.h.
=ftan (on-dr=n

Bratikfunkl.. s Y= ETEE S
Y1ELar (SnAd xR
YeRLan CAnedEn

I
vE:
| CELTDEL [TYFEIGHEMIDERWT [ |

-1. 5230095283 %< l.5236095:23 i=-.523809583 Y&-|.SE23H085E3

SchlieBlich gilt fiir alle komplexen Zahlen z im Winkelraum D,: 57/4 < O=arg(z) = 71/4:

Hrati1ktfunkL. i ¥= M=tan (on -9 =n TLitarn LT g e

Y18t ap CDm g sy
YZBLakn CVmod =y

ek
YiE:
SELTDEL ITYPEIGHEMIPERWT E | pi==1.589009589 %< -|.S238095E3 =1, 5283609588  Y<-|.SE23HA095E3

Es gilt zusammenfassend (wenn man sich die z-Ebene wie einen runden ,Kuchen“in N
gleichgroB3e ,Kuchenstlcke“ zerlegt vorstellt und jedes ,Kuchenstick® einen Winkelraum
beschreibt):

©

Alle Z-Werte aus dem Winkelraum Dk in der Z-Ebene

gehen Uber in die Potenzwerte ZN im Blatt k.

Damit wird die eindeutige Aussage mdglich:

Betrachtet man die (komplexe) Zahl w = -4 im Blatt 1, kurz w = (-4, Blatt 1), dann handelt
es sich z.B. um die Potenz zN mit N=4 und z =z,=-1+ le D, (Winkelraum D,).

Nun soll die praktische Berechnung der Potenz zN mit V = 4 dargestellt werden.
In arithmetischer Darstellung Z =X +Y - i erhalt man im CAS-Men entsprechend dem
Binomischen Satz:

@ (x+y-i)* = x¥+4x% -i-6x%y2-4xy3 i+y*

EF R TN EFELE L C DR ¥
SIS PEE IOV TRE B FTESPR T T

(:) M H

Wird die Zahl z =1 + 1:i =1 + i potenziert, erhalt man fiir zN mit beliebigem N im CAS-
Menu entsprechend dem Satz von Moivre

N=(1z1 "9 YN g N g ar9@N = 171N (cos(arg(z)'N) +i-sin(arg(z)'N) )
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Die Potenz z" einer komplexen Zahl

CExFandlL1+L P M2 CExFardt L 1+1 4 2»
JEH'EDS[—HH ]+JEH-5in[E ;[—HH ]+JEH-Sin[—nH] "1
l 4 ; 4 4

CLF [ T [E-AHZ] 1

Abschlie3end wird die Potenz (X +y - i)N mit beliebigem Z und N im CAS-Men( wie folgt
berechnet (Vorzeichenfunktion: signum(y) = sgn(y) =y/|y| fury # 0, vgl. Kapitel 7):

(x +y‘i)N =
(x24y?)N2 (cos{(-arctan(xl y)+1/2:sgn(y))-N} +i-sin{(-arctan(x/y)+m/2-sgn(y))-N })

CExrariidl L oL » 8 CEXFanL g oL o
| | | H
-:.-:-5[ [—Lan—l[ﬁ]+n sisnu bsnumy' ]H] ] ||::,,:2+.Ll,23 +
Y 2 Z
- H [ J
A EELE [T A EELE [T
CEXFaridl Lot eL + a8 CEXFanoL f ot yL 2o
. . =i ; I
Hinweis: | -gin[[—nan—-[§]+Lﬁ'ﬂH .ﬁ'guﬂ]n].hxﬁwﬁj i
Die TR-Symbolik L ‘HH »
der Umkehrfunktion
ist tan™ statt arctan TLE L =0 TRAna [Tl CIEIEy Fand [T

Man erkennt hierbei, dass die allgemeine Potenz zN (iber die trigonometrische Darstellung
mit dem Hauptargument

arg(z) = 0= -arctan(x/y) + ©/2-sgn(y)

berechnet wird.

Wegen des Additionstheorems

arctan(x/y) + arctan(y/x)=m/2 fir x/y>0

erkennt man unschwer, dass im |. Quadranten gilt:

arg(z) = 0= -arctan(x/y) + ©/2-sgn(y) = arctan(y /Xx)

und im Ill. Quadranten:

arg(z) = 0= -arctan(x/y) + ®/2-sgn(y) = arctan(y/Xx) - Tt .
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KAPITEL 3

Wegen des Additionstheorems

arctan(x/y) + arctan(y/x) =-m/2 fir Xx/y<0

erkennt man auch Unschwer, dass im II. Quadranten gilt:

arg(Z) = 0 = -arctan(x/y ) + ©/2-sgn(y) = arctan(y /X ) + T

und im V. Quadranten:

arg(7) = 0 = -arctan(x/y ) + ®/2-sgn(y) = arctan(y /X)) .

Damit ist die im CAS-Menu angezeigte Formel eine interessante Darstellung mit Giltigkeit in
jedem Quadranten (auBBerhalb der reellen Achse) und entspricht den von der Schule her
bekannten Formeln.

Aufgaben:

3.1. Gegeben ist die Zahl Z = -2 + 5i . Zu berechnen ist z2. In welchem Winkelraum D,
liegt Z und in welchem Blatt k liegt demzufolge die Potenz w =22 ?

3.2. Gegeben sind die Zahlen z, =3"2+i und z,=-3"2+1i. Zu berechnen ist z°.
In welchem Winkelraum D, liegen z, bzw. Z,und in welchem Blatt k liegen demzufolge
die Potenzen w =3 firz =z, bzw. 2 =2, ?

3.3. Gegeben sind die Zahlen z,=2i, z,=-1+2i und z,=-1-2i. Zu berechnen ist z*.
In welchem Winkelraum D, liegen z,, 2, bzw. Z, und in welchem Blatt k liegen
demzufolge die Potenzen w =23 fiir Z = Z,, 2=2, bzw. 2=2,7

3.4. Gegeben ist z = -1-i3'2
a) Berechnen Sie z 7. In welchem der Winkelrdume D, bis Dy liegt die Zahl z (Index k)?
b) In welchem Blatt k (der 7-blattrigen Riemannschen Flache) liegt der Wert w =77 ?

3.5. Gegeben ist die komplexe Zahl z = 11/10-e”(in/10) . Stellen Sie die Potenzen zN,
N=1,2, .. 20, als Scatterplot ( = statistische Graphik) in der x-y-Ebene dar und ge-
hen
Sie dabei wie folgt vor:
a) Abspeicherung von z im RUN-MAT-Men( ( Variablenname Z).
b) Re(zM) bzw. Im(zN) als Zahlenfolge in List1 bzw. List2 abspeichern.
(Hinweis: Seq-Befehl im Untermenti [OPTN]-[LIST] nutzen.)
c) Das Scatterplot als StatGraph1 im STAT-Menu definieren (iber GRPH-Set) und
Uber GRPH-Select darstellen.

3.6. Untersuchen Sie die komplexe Zahl z = 11/10-e”(in/10) im CAS-Men.
a) Speichern Sie z ab (Variablenname Z) und geben Sie 7 in exakter arithmetischer
Darstellung sowie in gerundeter arithmetischer Form (3 Nachkommastellen) an.
b) Berechnen Sie z° und vereinfachen Sie das Ergebnis. Wie lautet das Ergebnis in
exakter arithmetischer Darstellung? (Hinweis: Untersuchen Sie im CAS-Menu die
Umformung (e”(ir/10))*5 = e”(in/2) und beachten Sie die Potenzgesetze.)
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KAPITEL 4

Die Potenz e° mit einem komplexen Exponenten z

é Was den Schiler hier besonders interessiert:

Warum ist die komplexe e-Funktion eine periodische Funktion?

In Verallgemeinerung der Eulerschen Formel ei9= cos(0) +isin(0) qilt:

X+iy

ef=e = ex-eiy = ex-(cos(y) + isin(y))

Dies kann man sofort im CAS-Men( nachprifen:
cExrandiels+¥L 1 s
e cos (Y IR s intY ) i

: 4 . . .
[TEr: AL crana =an kerAl &= 1| Die Potenz e~ als Exponentialfunktion von z =x +1y .

Wegen der Periodizitat der trigonometrischen Funktionen sin(y) und cos(y) gilt damit fur
unterschiedliche z-Werte, z.B.z =1+ i,z = 1+ i+ 27T, 7 = 1+ i - 8 i, das gleiche Ergebnis:

eLl+L} ]
} 2. T1BZ2B1323€1
ell+i+2mL )
} 2. T1BZ2B1323€1
e{l+1-EmL’} )
2. T1BZ2B1323€1

[[AT] Das Ergebnis e -ei = 2,718281828-ei im RUN - MAT-Men(

Es ist ersichtlich, dass unterschiedliche z-Werte, die sich im Imaginérteil um ein k-faches
von 2T unterscheiden (k ganzzahlig), stets die gleiche e-Potenz haben. Man sagt deshalb:

Die komplexe e-Funktion w = e ist mit 2mi periodisch.

Um gleiche Ergebnisse w = e'" = &' ™™ = &"""®™ hinsichtlich ihrer Herkunft eindeutig

zuordnen zu kénnen, betrachtet man wieder wie im Kapitel 3 jedes Ergebnis in einer ande-
ren gedachten Gauf3schen Zahlenebene und sagt:

14i 14i+0.2i 1
w,= e =e = e -e liegtim Blatt 0,
1+1+2T00 1+i+1.-270 1 0 . .
wo=e =e = e -e liegtim Blatt 1,
1+i- 8T 1+i-4.2T00 1 0 . .
w,=e V=g = e -e liegtim Blatt -4

2

einer unendlich-blattrigen Riemannschen Fléche.

Unter Beachtung der Periodizitat gilt allgemein: w = e’ liegt genau dann im Blatt k, wenn
far den Imaginarteil die Ungleichung -Tt+ k-2%t <Im(z) = t+ k- 2% (k ganzzahlig) gilt.
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KAPITEL 4

In diesem Zusammenhang spricht man auch vom k-ten Parallelstreifen D, innerhalb der
GauBschen z-Ebene:

D ={zlm+k2n<Im@)=n+k2n} k=..,-2-1012 ...

Im GRPH -TBL-Menl kann man diese Parallelstreifen wieder unschwer darstellen:

EratikfunkL. t%¥= w1lr-m WAL
Yif-n
YZHn

VEE

[CEL [TTFE [GMEMITEAGT T ] Der Parallelstreifen Dg

w1Fm WAL AM |

Der Parallelstreifen D,

EtunkL. %= w1 F=An WAL=
n

’ | Der Parallelstreifen D_4

Der Parallelstreifen D, liegt hierbei genau wie der Winkelraum D, symmetrisch um die x-Achse.

|
i

Beispiel:

Im welchem Blatt der Riemannschen Flache liegen die e-Funktionswerte w = e furdie komplexen Zahlen
2=2,=2+5, 2=2,=2-31, =2,=2-6'7 und z=z,=2+11-i? Geben Sie jeweils die w-Werte an!
Hinweis zur Wahl des Zahlensystems (“Mode”): Wahlen Sie in der Einstellanzeige (SET UP) fiir “Mode” unbedingt “Comp”!

Wir I6sen die Aufgabe wie folgt:

Uber die (reellen) Imaginarteile 5, -3, -6 und 11 wird der Index k des Parallelstreifens fiir den jeweiligen z-
Wert ermittelt. Dieser Index ist dann unmittelbar die gesuchte Blattnummer k. Dazu werden die Intervall-
grenzen der Parallelstreifen als Zahlenfolgen im RUN-MAT-Menu erzeugt und dann im STAT-Menu betrach-
tet. Der Index k ist dann unmittelbar ersichtlich!

=ealk K. -5, 3 1r+L1st Lone
1 Seq('n"'EHHJKJ'SJ Za1las
Dore| |List 2 . . .
Searl -m+2Kn. K. =3, 3. 124 Lone| Liste1 mit den Indizes k =-3,-2,-1,0,1,2, 3 .
List 2 Segim+akm, K, =3 3. 101 . .
Done| |ist 3 5 Liste2 mit den unteren Grenzen von D, und
one ) )
Wk [T E A TR LI TITAT CF LA C AL ] - Liste3 mit den oberen Grenzen von D,.
List IJList a|List I|List uf Lizt IJList afList 3|List u|
I 3 2.3 -15.1 [ 323 -15.1
2 2| -15.7| 9.uzy : : 2 -2 -i5.1| -9.uay : :
3 -1| -guuzu| 3. z, liegtin D, 3 -1] -3, uzu] 3. (w1 Z, liegtin D,
y o] 3. 1u1| 3. 1u1s Il o EMTTERTIE
5 -ia. 1415{ 9. uayn (wegen Tt < 5 = 3m) 5 1] 3. 1u1 5| 2, wzun (wegen -t < -3 = )

also: w, = e*! ¢ Blatt1 also: w, = e°2 ¢ Blatt0

pERFHICAL G DPEL IDEL R IN ] paFFHICAL G DEL IDELAI IH. I

List IJList a|List I|List uf [uist ifuist afuis+ afuist
I 3| -ai.m| -5 3 B AT LT
a 3 -15.79| S.u2u . . u | ENTT ERL R . )
3 -1 . uay| -3. 141 2, liegtin D1 5 1] 3. 1415 9. uzun 2, liegt in D2
u i IENTT ESTTE - b 9, uzy| | 5. 701
5 | 2. 1u15] 9. uz2un (wegen -3 < -6 = -T) n al 15, 0| 21,93 (wegen 3Tt < 11 = 57)
- 2 Z
ERFACALD GELITELRI IR T = 1| also: w,=¢€ 3 ¢ Blatt-1 EEFHCALL DELTTECA IR T T 1| also:w, =€ 4 ¢ Blatt2

AbschlieBend werden die Potenzwerte w =€° berechnet und die Endergebnisse angegeben:
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Die Potenz eZ einer komplexen Zahl z

Im SET UP des RUN-MAT-MenUs wird zuerst die arithmetische Zahlendarstellung (Complex Mode: a+bi)
voreingestellt. Dann werden die vier Zahlen als Datenliste {2+5-i, 2-3+i,2-6-i, 2+11:i} ohne Speicher-
befehl eingegeben und mittels im List-Ans-Speicher abgelegt und angezeigt:

Mode s ComF LA+0L: 2=31: 2=BL: 2+111] [and
Func T=Fe Y= H 1
Draw Trre tP1lot g 23
Deriwvaltiwe 0ff | a-Bi
H ul aeiri
2451
LIETIMAT CFLAleAL IR -

Nun werden im SET-UP des RUN-MAT-Mendiis die exponentielle Zahlendarstellung sowie vier Nachkomma-
stellen voreingestellt. Im Exponenten der e-Funktion kann sofort die List-Ans-Liste eingegeben werden:

Mode s LomP Hhale HEETE I B EER= S P = F-L R
Func Trre 1= Comrlex Modelre™al H

Draw Trre tP1lot Coord 0k Dore
Deriwalivwe ED'F&

eflisL Ans2

LIZTIMATICELAICALGIHIM] [

Fur die Werte w =€ erhalt man folgende interessanten Ergebnisse, die einer Interpretation bedurfen:
[T AnE [T [T

1 1. 389> 1M. 389> 1M. 389>
2| 389> 2| ELEH 2| 389> 2| 389>
3| . 389> EIRTET T 3| ECER 3| 389>
ul1. 3|9 ulm. 3na> ul1. 3|9 u

T.38%91e-1. 28351 T.38%91e-3. H@HEL T.3891e0. 28371 T.38%91e-1.36641

Alle w-Werte haben den gleichen Radius r = e'=e?= 7,3891, jedoch nur w, hat seinen urspriinglichen
Winkel @ = -3 (im BogenmaB) behalten! In allen anderen Fallen wurde der Winkel @ =y in das DIN-gerechte
Hauptargument umgeformt, fiir das - < @ = & festgelegt ist. Damit wird das Ergebnis verstandlich:

=M
-1.283%2

-B+m 0= 5-12m

F. 2837 -1,2832 flr w, oder
11-2=2n 0

-1.5664| 0=-6 +1-2w = 0,2832 furw, oder
T tammr =1 6= 11 - 227w = -1,5664 fur w,.

Aufgaben:

4.1. Gegeben ist die Zahl z = A + Bi . Im CAS-Menl sind der Betrag sowie der Realteil
und Imaginérteil von €* symbolisch darzustellen! Wie lautet das Hauptargument von e* ?
4.2. Gegeben sind die Zahlen z, =3"2+5i und z,=-3"2-5i .
a) Zu berechnenist €® firz =z, bzw.z=z,.
b) Geben Sie fur das Ergebnis w jeweils den Betrag und das Hauptargument an!
c) In welchem Parallelstreifen D, liegen z, bzw. Z, und in welchem Blatt k liegen
demzufolge die Potenzen w = € firz =z, bzw.z =2, ?

4.3. Gegeben sind die Zahlen z, =20+20¢, z,=10+10 und Z,=-40-401.
a) Zu berechnen ist €° fur z=z,, 2=z, bzw. z=2z,.
b) Geben Sie jeweils die konjugiert komplexe Zahl zu e* sowie Re(e?) und Im(€e) an.
c) In welchem Parallelstreifen D, liegen z,, zZ, bzw. z, und in welchem Blatt k liegen
demzufolge die Potenzen w =¢€° fiur z=z,, 2=z, bzw. 2=2,7

4.4. Stellen Sie die Ergebnisse in 4.3.a) in einer GauBschen Zahlenebene (Scatterplot) dar!
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KAPITEL 5

Die N-te Wurzel einer komplexen Zahl
(Haupt- und Nebenwurzeln)

d Was den Schiler hier besonders interessiert:

Warum ist -2 nicht die komplexe Hauptwurzel der Aufgabe ¥/(-8) = (-8)"/3 ?

Hrale HEER T Ji=-2

1.0806+1. 73211
EIlTZ = 1[ im RUN-MAT-Menii: ©
grid art Voreinstellung im SET UP auf
Eabel $Off Complex Mode: a+bi
1sklax tFixd .
LETIrAT erirleateunl & 1| Die dritte Wurzel aus -8 ist gleich 1,0000+1,73217 ?

Warum erhélt man fir die Aufgabe (-8)"3 im Real-Modus bzw. Complex-Modus unter-
schiedliche Ergebnisse?

Hrale HLEE| T JC=52
-2. BEPE N
Coor i Im RUN-MAT-Meni: @
Rres ! On Voreinstellung im SET UP auf
Label | R Complex Mode: Real
HET] Die dritte Wurzel aus -8 ist gleich -2,0000 ?

Warum erhélt man beim Wurzelziehen im Komplexen mit dem Taschenrechner stets nur
Zahlen im . oder IV. Quadranten? Auf diese Frage kommen wir weiter unten zurtck.

Es scheint so, als ob der Taschenrechner eigenwillig ist und nicht vorhersehbare Ergebnis-
se liefert. Dem ist nicht so! Einblicke in die algebraischen Formelstrukturen geben hier
eine klare Antwort zum Wurzelziehen.

Vorab der Hinweis:

w“ N
Man geht diesem Arger aus dem Wege, wenn man die Wurzel w = J? als Potenz z“N
interpretiert und im Bereich der reellen Zahlen keine negativen Basen bei gebrochenem
Exponenten zulaft.

In vielen Formelsammlungen findet man genau diesen Hinweis:

In der allgemeinen reellen Potenz a® ist nur dann eine negative
Basis zugelassen, wenn der Exponent ganzzahlig ist!

Somit vermeidet man im Real-Modus die negative Basis und hat nicht den folgenden Arger, z.B. im CAS-Menii:

Hhgle s Fad [ = T 5 -0 -9 -9 . . [ = e e e e e e e
[ | MichhL resll B
1sFlay HISE ¥ Fehler
Dracken Sie:[ESC] @
[EEaCFll [TERz oAl CEGUAl ean BRFAT - 1| [TEHCICALGEGUAl =90 GRFAL T 1

Versucht man jedoch trotzdem, im Real-Modus mit einer negativen Basis und einem gebrochenem Expo-
nenten zu rechnen, dann ist das negative reelle Ergebnis (wenn es scheinbar ein solches gibt) aus Sicht
der komplexen Zahlen stets nur eine Nebenwurzel und niemals eine Hauptwurzel bzw. ein Hauptwert der

Potenz zVN .
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Die N-te Wurzel einer komplexen Zahl z

Fur die N-te Wurzel aus einer komplexen Zahl gilt folgende bekannte Formel:

w="1Z = {Iz] -exp{i(argz) + k-2m)/N} ,k=0,1,2, ... N-1.

Im Fall k =0 erhalt man die sogenannte Hauptwurzel w =w,:

w, = N\jm . exp{iarg(z)/N}

und im Fall k=1, 2, ..., N-1 die sogenannten Nebenwurzeln w = w,:

w = N\/ﬁ - exp{ i (arg(z) + k-2m)/N } .

Diese Formeln sind dann eindeutig, wenn flr arg(z) stets das DIN-gerechte Hauptargu-
ment eingesetzt wird, fir das gilt:

-r<O=arg@)=r=x

Im Taschenrechner ALGEBRA FX 2.0 sind genau diese Formeln programmiert unter Be-
achtung des Hauptarguments und der Hauptwurzel. Wir sehen uns das im CAS-Menu an:

cErrandl Ca+r YA Ol N3 JoExrandCCa+n Y 3™ CT Ao

cErrandCatLr a1 Mo

cErrandCatLr a1 Mo

[_Laﬂ_,[%]_'_r:-ii-anu

hey 1
ZH
E M [ RZ?) +5in[p

s

H

CLEI T4 [RAH 1 G 1

[—Lan*[%]+ﬂl§igg

ignnm ') .
= 2H
]-Exzwzil i

'=in

H

CLET S0 [RAHE] 1 G 1

CLET S0 [RAHE] 1 G 1

CLET S0 [RAHE] [T

Wir erkennen hier flr W, die gleiche Formelstruktur wie im Kapitel 3 auf S. 19, wenn man

wie dort ausgefuhrt beachtet, dass arg(z) = -arctan(x/y)+m/2-sgn(y) und |z |= (x2+y

gilt und der Exponent N durch seinen Kehrwert 1/N ersetzt wird:

2)1/2

wo= (x+yi)"™ =

(x24y2)"2N) (cos{(-arctan(xl y)+1/2:sgn(y))/ N} +i-sin{(-arctan(x/y)+m/2-sgn(y))/N })

Jetzt soll die N-te Wurzel einer komplexen Zahl in trigonometrischer Darstellung unter-
sucht werden. Im CAS-MenU erhalt man dazu fur W, folgende Formelstruktur:

cErrandiirecyad ™1 ~H|

cErrandiirelia )" 1M

cErrand{Crediar 2~ 1N

cErrand{Crediar 2~ 1N

{_Laﬂq[52§£11]+£;é
14

o =inte?y I

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

_n-gianumﬂr-ginﬂehb}
2
L

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

Y H

q]-ErE-CLDSCE))E+r2-§

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

1
2N
= (sinte13%) 7 +sip

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

cErrand{Crediar 2~ 1N

cErrandiirelia )" 1M

cErrandiirelia )" 1M

cErrand{Crediar 2~ 1N

-

[ 1 N =t=r
f“+5in["“a” (el

n-gi-anumtr-gintﬂbh]
4

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

N H

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

£l
{]-ErE-CLDSCE))E+r2-i

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

1
M
T ersinee ) g

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

Man erkennt hier im Vergleich zur vorangehenden Formel, dass y = r-sin(@) und x =r-cos(0)

gesetzt wurden, d.h. x/y = cos(8) / sin(0). Mit dem geschachtelten Befehl simplify(cExpand...

statt nur cExpand(... wird dieser lange Formelterm etwas vereinfacht: cos(0)/ sin(6) = 1/ tan(6).
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KAPITEL 5

Nach kurzer Rechenzeit erhédlt man folgende interessante Formelstruktur im CAS-Men:

simrlifricErrandiirer

cErrandiirelia )" 1M

cErrandiirelia )" 1M

[EDS['LEH”[Esﬁ?ES]+iT

T~

+

n-gignumtr-gintﬂbh]
Z

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

:-: B H

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

» 1—]+Sir‘|

: ['La””[fsﬁ?a?l

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

cErrandiirelia )" 1M

cErrandiirelia )" 1M

Lretyad Ol Ml

+

J

1

n-gignumtr-gintﬂbh]
Z

— ZH
» ]‘]'i}EIE'CDDSCE))E+} g))2+r2-(5in(53)23

" H

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T TEHIICALCIEGUAI <90 GRFHI [

©

wo= (r-e(6i))™

(72- (sin(@))%+r?- (cos(0))?) VN .
( cos{ ( -arctan(1/tan(0)) +m/2-sgn(r-sin(0)) )/N }+
i-sin{ ( -arctan(1/tan(0)) +m/2-sgn(r-sin(6)) )/N } )

Diese Formel ist fast nicht mehr tiberschaubar, denn z.B. (sin(0))*+(cos(8))>=1 und

0 = -arctan(1/tan(0)) + T/2-sgn( r-sin(@)) wurden nicht vereinfacht!

Lieber Leser, an dieser Stelle mul3 zur Ehrenrettung des CAS-Resultates folgendes klar
gestellt werden, warum nicht vereinfacht wird:

Die symbolische Variable r (bzw. 8) muB keine reelle Zahl (z.B. Winkel im BogenmaB) sein, z.B.
r=1+i und 6=m/2. Dann gilt sofort ein unerwartetes Ergebnis (Probieren Sie es aus!):

©

Das ,Geheimnis“ mit dieser Formel wird im Kapitel 7 bzw. 9 gellftet. Damit konnte das CAS-
Resultat nicht anders ausfallen, wenn die symbolischen Variablen r und 0 nicht spezifiziert
sind! Wird der Befehl cExpand( (7 e(i6) )*(1/N) ) jedoch etwas ,vereinfacht“in der Form
cExpand( ( *(1/N)-e(i0) )*(1/N) ) eingegeben, dann erhalt man im CAS-Men( ein von
der Schule her bekanntes Resultat: @

cErrandir ™1 "Ni=g(1A~ rilsMixedrasMil
1/N . i
o= T (cos(0/N) + 1-sin(6/N))

Die N-te Wurzel (Hauptwurzel)

r2- (sin(0))%+ r2- (cos(0))?=2i oder sgn(r-sin(/2))=(1+i)/{2.

1
rﬁ}cus[%]+rﬁ}sin[%]i ius[%]+rﬁl5in[%]-i _

w

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T cLEI S [F-AH [T

Wir verlassen nun das CAS-Menl, wechseln in das RUN-MAT-MenU und berechnen im
Zahlenbeispiel Haupt- und Nebenwurzeln aus -64 (N = 6). Dazu speichern wir die Indizes
k=0,1,2,...,N-1in der Liste List1 ab und erganzen die Hauptwurzel mit dem Faktor

exp { i List1-2rw/N }, d.h. unter Beachtung des Hauptarguments 6 (-w < 6= arg(z) = =) gilt:

W

W, - exp{iList1-2n/N} =r'N. exp{ielN}- exp{iList1-21t/N}

LH 1. 54 00L1sL 1

o one
& iiipd petinlist 1x2 Berechnung aller Wurzelwerte durch Betéatigen
der [Exg-Taste und Anzeige der Ergebnisse

Uber den List-Ans-Speicher:

Lone

LIETIMAT (CFLACALCHIMT
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Die N-te Wurzel einer komplexen Zahl z

Nebenwurzel w,

Nebenwurzel W,

Anf

171,133
I - 153
al-l.mr
uf -lamar
5| -BE-I¥

A. BE8+2, BEEL

[T
IT132>
E|75E-I5}“
3| IFRER
Ul -1a"13F
5] -5E-1¥
-1.732+1.00AL Anordnung der Wurzeln
im mathematisch
positiven Drehsinn
[T A .
R (Gegenuhrzeigersinn)
2|SE- |15
3| -1."13F
5] -5E-1¥ Ant
-1, 732-1. 8801 YRR
2(5E-15>
3| -1."13>
I-I|V-I.'IE|}“
Nebenwurzel Wy 5| BT

A. BEE-2. BEEL

Nebenwurzel W,

Hauptwurzel W

Anf

2|5E-15F
3| -l."13*
Hf -1aM3F
5| -5E-1%*

1.732+1. 8661

Anf

2|5E-15F
3| -l."13*
Hf -1aM3F
5| -5E-1*

1.732-1. 8081

Nebenwurzel Wg

Dieses Beispiel soll damit beendet werden, dass alle Wurzeln in einer Gaul3schen Zahlen-
ebene als Scatterplot dargestellt werden. Dazu werden im RUN-MAT-Menu die Indizes in

der Liste List1, die Wurzeln in List2, deren Realteile in List3 und schlieBlich deren (reelle)
Imaginérteile in List4 abgespeichert. Im STAT-MenU sehen wir im Listeneditor die entspre-
chenden Daten, z.B. ist in List3 der Realteil der 5. Nebenwurzel markiert:

TH.1.4 3.4, 00l1st 1 gl C-Edrxei1=Li1st 1=2 [List 1fuist afList 3|List o
Dore||n-&3sList 2 3 al -3 -1.mE
B -Adr=e{i=list. 1=2 Lone y 3| -1.13x -1.1323| -0.993
n-ExList 2 ReP List 2+List 2 5 u| -5E-13| -5E- 15 -
Done one B 5| 1132 FER -1
ImP List 2+List 4 1
=] 1= 1.732
LITIMAT [CFLaleAL RO T - 1) LTS (MAT (CFLrle AL clHIH | - psrFHIC AL ST OEL TOELAT TN I
EelrachLurastensler =Laltlhrarhl SLalErarkl  fDrawln =Lallhrarhl
Grarh Tyrre f5caller atlirar = Drawl
max = mList tlList3 StatErarhi  fDrawdff o o
scalesl YListL tListd
dot H@.HI5S2IZET Freauency 1l
Ymim =3 L] L
max =3
IHITITRIGIETOIETO [RCL] O = oo lofs = |« HE0S0A01 W=

Nachdem das Betrachtungsfenster mit [SHF) [V-Window] eingestellt, der Scatterplot
StatGraph1 definiert und mit DrawOn eingeschaltet wurde, sehen wir im letzten Bild die

sechs Wurzelwerte W, bis We.

Es gilt hierbei:

@ Alle Wurzelwerte liegen auf einem Kreis mit dem Radius r

@ Alle Wurzelwerte haben den gleichen Winkelabstand 27t/N
® Der Wurzelwert w, liegt genau im k-ten Winkelraum D,

1/N

©

Damit kann die zu Beginn dieses Kapitels gestellte dritte Frage ,,Warum erhélt man beim

Wurzelziehen im Komplexen mit dem Taschenrechner stets nur Zahlen im I. oder IV. Qua-
dranten? “ klar beantwortet werden:
Der Taschenrechner zeigt stets die (eindeutig definierte) Hauptwurzel w e D, an, die nach
den oben dargelegten Formeln stets in der rechten Halbebene (/. oder IV. Quadrant) liegt.
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KAPITEL 5

Nunmehr werden verschiedene Varianten der Ergebnisanzeige fur die Hauptwurzel vorgestellt:

Hrgle HEEE T [E"1i-B64) ]
1. T732+1.868681
oor ERTS]
Grid tOff
Azes t0n
Label tO0ff
LisFplax HESR P
FRRIECTE N

LisFplax

2. BB 36, BHEL

HAT]

E=alCEl

cExrandii-eda" 1 B0
E+i

CLEI S [FAN [T

Im RUN-MAT-Mena:

Die 6-te Wurzel aus -64 (komplexe Hauptwurzel)
(arithmetische Darstellung: x=1,732 und y=1,000)

Im RUN-MAT-Mend:

Die 6-te Wurzel aus -64 (komplexe Hauptwurzel)
(exponentielle Darstellung: =2 und 8=30°=/6)

Im CAS-Men:

Die 6-te Wurzel aus -64 (komplexe Hauptwurzel)
(exakte arithmetische Darstellung)

Die folgenden Bilder zeigen die Haupt- und Nebenwurzeln aus -64 im CAS-Menl in exakter Darstellung:

LT NS WY T 5 -0

=13+

Nebenwurzel w,

CLEI T4 [RAH [T

=T NIALS PN T S -

- [E-i

Nebenwurzel Wq

CLEL S [FAH [T

-G NS TN TS T -
1

Nebenwurzel W,

CcLEIL S [FAH [

Anordnung der Wurzeln im
mathematisch positiven Dreh-
sinn (Gegenuhrzeigersinn)

=T FES PN B -0
et

Nebenwurzel W,

CLET L [F-AHE [T

(=T NS W ST S s W=

Z+1

Hauptwurzel W,

cLEI S [F-AH [T

DT NIALS PN T EE S -3

E-i

Nebenwurzel We

CLEL S [FAH [T

Feststellung:
Ubereinander-
liegende
Wurzeln sind
zueinander
konjugiert
komplexe
Zahlen!

Die weiteren Bilder zeigen die 9-te Wurzel aus -1 im CAS-Menu in unterschiedlicher Darstellung:

=1l A

FENCES Y

cExrandl =3 =-1x2

JFFP O

FENCES Y

=

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

=

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

i:-:-i[%]+5in[%]-i

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

1 .94 B+HE L 347 1

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

Die 9-te Wurzel aus -1 konnte also auch tber die dritte

Hrale HER] =119
1sklaxy HZE ¥ B
E==1[CFI TRz o AL CEGUA] =97 BREA] ¢

Waurzel durch zweimalige Anwendung erhalten werden.

Das ,andere” Ergebnis, falls im SET UP des CAS-
Menlis Answer Type: Real eingestellt wurde!

Es folgen ein paar Variationen zur 8-ten Wurzel aus -1: Es gibt keine reelle (Neben-)Wurzel!

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

Dracken Sie:i[ESC]

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

=1l E_‘H_ ;LH 11 | cExrandii=1 " (15 aFFrox (-1J7(1-5)
BT M ic ree Eahler H§I§+£H§151 SRR DR
z z

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T
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Die N-te Wurzel einer komplexen Zahl z

AbschlieBende allgemeine Bemerkung (vgl. Kapitel 3):

Betrachtet man als Ausgangspunkt des Wurzelziehens eine Zahl z in der N-blattrigen
Riemannschen Flache (GauBBsche Zahlenebene in N Exemplaren mit den Blatthummern
k=0,1,2,..,N-1), dann sagt man: Die N-te Wurzel w aus z € Blatt k ist eindeutig
bestimmt und liegt dann im Winkelraum D, , d.h. w e D, :

ze Blattk & w, = N¢z7eDk oder ze D, <> w=z"e Blattk

Hinweis: Oftmals werden die Wurzeln aus z einfach mit z, stattw, bezeichnet.

Aufgaben:

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

4
Berechnen Sie \/T1 im Komplexen und stellen Sie die Wurzeln als Scatterplot in der

Gauf3schen Zahlenebene dar!
Geben Sie die Hauptwurzel exakt an (arithmetisch, trignometrisch und exponentiell!).

Geben Sie die Loésungen folgender Gleichungen in exakter Form an!
a) 28=-1/2+3"2/2i b) ®=1-3"2] ¢) z%=2

3
Die Funktion w = \/? ist auf der dreiblattrigen Riemannschen Flache definiert.

Ermitteln Sie w fir
a)z=27ie Blatt2 b)z=27ie Blatt0 c)z=-4-2"24+4-2'2] ¢ Blatt 1
d)z=-4-2"24 4-212] ¢ Blatt 0 e)z=-3+ 1€ Blatt2

Berechnen Sie alle Werte von:

a)\-5+12i b)N12+5i ) 33-4i d) \/cos135°+i-sin135°

e) /cos60°+i-sin60°  f) 3/8-6i g N1

Geben Sie jeweils die Hauptwurzel an:

a)\/-TQ b) V- x2 , x reell, c)y-1/9 d)\/-xzy2 , X,y reell, e)\/T%Z , a reell,
f) \-48 +\-75 ++-27 g) {-12+{-8 +-0,6

Vereinfachen Sie unter Beachtung der Hauptwurzeln die folgenden Terme:
a){-3+(-3 b){-2-(-8 c){-a-1b,abreel, d) ai:|-a3,areel,

e)yx-y:\y-x,x,yreel, f) Va-b -\b-a,a,b reel, g)\/?-\/ﬁ: (i*\-d?)
Hinweis: Nutzen Sie eine Fallunterscheidung, falls notwendig.

Berechnen Sie die N-ten Einheitswurzeln zA(1/N) mit z=1undN=2, 3, 4,6, 8, 12.
Stellen Sie die Wurzeln fur ein festes N jeweils als Scatterplot dar und begriinden

Sie, warum y‘T: -1 moglich sein kann.

Geben Sie die Loésungen in Aufgabe 5.4. sowohl exakt als auch auf vier Kommastellen
gerundet an (arithmetische Darstellung). Formen Sie anschlieBend alle Ergebnisse in
die exponentielle Darstellung um und nutzen Sie dabei das Bogenmaf3 zur Winkelan-
gabe.
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KAPITEL 6

Der komplexe Logarithmus einer komplexen Zahl
(Haupt- und Nebenwerte)

d Was den Schiler hier besonders interessiert:

Warum erhélt man beim Logarithmieren im Komplexen mit dem Taschenrechner stets nur
Zahlen in einem waagerechten Parallelstreifen um die x-Achse?

Hrale HEETE] T| [ln ¢1+1HKHL»
£.F07E+1. 56951

Grid POt e a1 . Seasi

r1 . . -1. 1 . - 0
Rxes f On In -1+16%61} *| Im RUN-MAT-Mend:
Label (0T 13.8135+1.37881| Voreinstellung im SET UP auf
Risklaw H L .
LT AT [CFLA AL HOF] ¢ Complex Mode: a+bi

Es scheint tatsachlich so zu sein, dass sich der Imaginarteil y des komplexen Logarithmus
kaum von der x-Achse wegbewegt, im Beispiel bis auf -1,5698 nach ,unten” und bis auf
1,5708 nach ,oben®. Hingegen sind durchaus ,grof3e“ x-Werte mdglich, im Beispiel 13,8155.

In diesem Kapitel soll die algebraische Struktur des komplexen Logarithmus offen gelegt wer-
den. Dazu begeben wir uns in das CAS-Meni und stellen dort das SET UP auf Complex
Mode: a+bi (Answer Type: Complex) und Winkelmessung im BogenmaB (Angle: Rad) ein:

cExrandlln Cr+Y=L ) cExrandlln Cr+Y=L )
niswer [»re :LomPlex .
DisFlasw tFixd 1n(%2+¥2]+[_t3nﬂ[ﬂj 7 ﬂ[ﬁ]+n-519num{¥}].

+ === i
2 v W 2

M H
FCE] ET ThRz e AL CEGUR] & a7 REFAL ¢ ThRz e AL CEGUR] & a7 REFAL ¢

Wir erhalten fir z=x +y -i eine von der Schulmathematik her bekannte Formel fiir den
Hauptwert des komplexen Logarithmus:

In(x +y-i)=In+ x2+y? + (-arctan(x/y) + Tt/ 2-sgn(y)) - i

kurz

In(z)=In|z| +arg(z) i mit - <0 = arg(z) = & (Hauptargument),

wennman r= |Z| = \/ x2+y2 und 6 =arg(z) = -arctan(x/y)+m/2-sgn(y) ausnutzt,
vgl. hierzu wieder Kapitel 3, S. 19f. Damit erweist sich auch hier das symbolische Rechnen
als ein nitzlicher Ratgeber zur Formel fur das Logarithmieren. Die zu Beginn dieses Kapi-
tels gestellte Frage kann damit klar beantwortet werden: Der CASIO-Taschenrechner
ALGEBRA FX 2.0 berechnet fir In(x +y-i) stets den DIN-gerechten Hauptwert, dessen

Imaginérteil in der Tat im Intervall (-7, ] liegt. Dies ist genau der Parallelstreifen D,, der
im Kapitel 4, S. 22, beschrieben wird!

Wir berechnen nun In(r-e”(@i)) im CAS-Meni wieder mit Hilfe des cExpand(... - Befehls:
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Der komplexe Logarithmus einer komplexen Zahl z

cExrandiln (relaL )

cExrandtln (retALr)

cExrandiln (relaL )

cExrandiln (relaL )

ln(rz-(cusia)}2+r2-{5

O

2 2

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

ssindaxd) ¢
" -[ tanl[

=

W

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

M esig

Mesigrumir ssin{All

[ a2 2)

»

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

)i

Ly s

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

In(r-e”0i)) =

In( r2- (sin(0))? + r?- (cos(0))?) +(-arctan(cos(0)/ sin(8))+m/2-sgn(r-sin(B)) ) - i

Diese Formel ist fast nicht mehr tiberschaubar, denn z.B. (sin(6))+(cos(6))®>=1 und
-arctan(cos(0)/ sin(0)) +1/2-sgn(r-sin(B)) = @ wurden nicht vereinfacht!

Lieber Leser, an dieser Stelle mu3 erneut zur Ehrenrettung des CAS-Resultates folgen-
des klar gestellt werden, warum nicht vereinfacht wird:
Die symbolische Variable r (bzw. 8) muB keine reelle Zahl (z.B. Winkel im BogenmaB) sein, z.B.
r =1+i und 0=7/2. Dann gilt sofort ein unerwartetes Ergebnis (Probieren Sie es aus!):

r2-(sin(0))%+ r2- (cos(9))?=2i oder sgn(r-sin(m/2))=(1+i)/{2.

©

Das ,Geheimnis“ mit dieser Formel wird im Kapitel 7 bzw. 9 gellftet. Damit konnte das CAS-
Resultat nicht anders ausfallen, wenn die symbolischen Variablen r und 0 nicht spezifiziert
sind! Mit dem geschachtelten Befehl simplify(cExpand(... statt nur cExpand(... wird
dieser lange Formelterm etwas vereinfacht: cos(0)/ sin(@) = 1/ tan(0) :

simrlifxicExrpandiln ©

simrllfxicErrandeln ]

simrlifxricErrpandiln 1

cErrand{ln (relAL D

~2etanl sty | i+l

'lH(rE-(CDE(B))2+r2-fJ

'-(5iﬂ(&))23+n-5ishumﬂ

R -zisnumir-sincaad-i

»

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

4 Z2 F

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

4 M

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

4

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

Es ergeben sich ahnliche Formelstrukturen wie im Kapitel 5, S. 25f, und alle dort getroffe-
nen Feststellungen sind auch hier voll gultig.

Mit der wiederum ,vereinfachten“ Eingabe des Befehls cExpand(In(r)+ In(e”(0i))) erhalt man:

cExrandiln (ra+lp Lex

cExrandiln (ra+ln Lex

cExrandiln (ra+lp Lex

ln Lra+ln LetALary

1nl(coscaddZ+isiniand

2

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

ES N |

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

2] . . . .
-1 _ [ Cosia| ffocostax ) nrsignumisiy [ mesignumlsintad |,
+incrs+[~tan [sin-:; Isiﬂ{a}] z [, z Ji

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

TEHZICALCIEGUAI <90 SRFHI [

und schlieBlich mit simplify( cExpand( In(r)+

simrlifxricErrpandiln 1

In (rx+ln {etAL I D

o 1 -
—tan'[tan{a}]1+lnﬁrb+

B

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

MeSignumisintarr-1

Z
4

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

In(e®(0i)))):

©

Wir kommen nun zu den (unendlich vielen) Werten des komplexen Logarithmus und geben
zuerst die entsprechenden Formeln an:

wk=ln(z)= In|z| +(arg(z) +k-2m)-i, k=..,-2,-1,0,1,2, ...

d.h. fir den Hauptwert (k = 0)

w0=ln(z)= Injz| +arg(z) i

© CASIO Europe GmbH Norderstedt
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KAPITEL 6

und fur den k-ten Nebenwert (k = £1, £2, +3, ...)

w

0

+

k.

2wi = In|z| + (arg(z) +k-21)-i

Mit dem Index k wird hier wieder im Urbildbereich der z-Werte die Blattnummer (einer unend-
lich-blattrigen Riemannschen Flache) und im Bildbereich der Logarithmenwerte w, der Parallel-
streifen D, bezeichnet, in dem dann der entsprechende Haupt- bzw. Nebenwert liegen wird,

vgl. Kapitel 4, S. 21f.

Beispiel:
Man berechne sowohl ndherungs-
weise (RUN-MAT-Menu) als auch
exakt (CAS-Menu) fir z=1+1i
den Haupt- und die Nebenwerte
in den Parallelstreifen D, mit
k=0,x1, 2
und stelle die Ergebnisse ab-
schlieBend graphisch dar
(Scatterplot im STAT-Men().
T-2.-1.0, 1,231t 1
Lorne

[u]
I C1+i2+List 1=2mi
Lone

[LT=TIMAT CFLAleAL UM & 1
Eingabe im RUN-MAT-Menu

Anordnung der Haupt- und
Nebenwerte untereinander,
entsprechend der Lage in den

Parallelstreifen

. 3486-11.7810i| Nebenwert w,= In(1+i) e D2

L. UG |
B, 3465-5. 4378i :
*| Nebenwert w_=In(1+i) e D,

1[0 JUE> ]
2| 0. JUE
3| TEETTH
4| 0. JUE>
5Lm. JuE: )
. 3466+6. TES4L

Hauptwert W,= In(1+1i) e D0

T
2| 0. JUE>
3| 0. JWE>
u| THETTH
5L0. 3WE> )
M. Z4EE+T. HEEEL

Nebenwert w_=1In(1+i)eD_

171 4R
e L
EILCEL
U 0. UG-
5

JIEIE%%

3dEE+13. 35181

Nebenwert w_,=1In(1 +i) €D,

Anzeige der Werte aus dem List-Ans-Speicher

Die folgenden Bilder zeigen die Haupt- und Nebenwerte in exakter Darstellung im CAS-Men(:

Hauptwert w,
ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

1@ L1+L H=1hr (%+1)-2¥2n1 E=1ln @1+1}—1x2n1
%%+1n52) ! -13n1=1ﬂ§2) o E=_tfl+1ﬂ§2) g

A = Nebenwertw
TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

B = Nebenwertw_,
ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

C=1m (141 2=H=rn1

D=1m C1+pi+1=vn1 E=1mn {141 3+=Fm

4

C=ﬂi+1ﬂ{2}

2

C = Hauptwert w,
TER: L AL CEGRAl =97 BEEA] ¢

—omi_ Inig?
[="4"+"3

D = Nebenwert w,
IEH I-:m.amunleqn EEFAL &

—irmi. lnigr
E="4 2

E = Nebenwert W,
IEH |l:P|LaEC=l.IF||E=|h GEFHAL T

Datenibertragung vom List-Ans-Speicher in Listen des STAT-Menis und Einrichten des Betrachtungsfensters:

List Hms=+List 1 List |

List &

List 3[List u

Done 0. UG
0. JUE>
0. JUE>
0. JUE>

0. Uk

ReF List 1+List Z
ImP List 1=List 3

|
d
ang 3
u
5

ang

LIZTIMAT [CFLAlCALCTHIMT ¢ 1

0. 3UBS] - |a

Die Abspeicherung erfolgte

0. JURS] -5.

0. JURS

0. JUBS] 1.

0. JURS

EREFHICAL S DELIDEL-AI TH.

|BELPaGhLuﬂ95fEHSLEP
ma :

IR TRIGET o e e [Fel]

im RUN-MAT-Ment, die

X
ggfleg %: %3555 -Gz Listeneinsicht erfolgt bereits
Wmin  i-18 im STAT-Menl(, ebenso die

Fenstereinstellung.
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Der komplexe Logarithmus einer komplexen Zahl z

Definition des Scatterplots StatGraph1 (iber den slalliraghl
Befehl GRPH 5:Set : "
[List iJuizt alize afuist ]| [SLaLErarhl o
0. 3uE-| B JuRS| -11.718 GrarFh Twre iScatler n Wert
ﬁtig% :t%g%% =0, JUES135902 =13, 35116871 ernw,
Frequency H SLaLGPaghl
op
Aktivieren des Plots StatGraph1 Uber den Befehl . Wert w
Fi=0. JUR5135902  *'=". OGASHINT e 1
GRPH 4:Select, dann StatGraph1: DrawOn und T
schlieBlich DRAW : u
IIEENEENEE TRl alEGrarhl fDrawldn -
5| -11.18] ELACSETS : Drawld "
c 5| -5.u3n StatErarhi  fDrawdff "
1 ]
=lF 5| . OGHS| Fi=0. JUR5135902 “'=0. 185398 | 633 Wert wO
FEER Sl i
ple AL DELICECRIIHS T [ | on [off| a
o
p::ll.ElIIEE'HE;IlE = -5 W9T1H1T [ M3 Wert w-1
Lage der Haupt- und Nebenwerte in der GauBschen stalBraghi
Zahlenebene senkrecht Ubereinander, d.h. u
die Realteile sind unverandert: x = 0,34657... und die a
Imaginérteile haben untereinander den Abstand 27T. ,,ﬂ,_a,,“.,;;‘j‘na —— U= T

Beispiel:

Anzugeben sind alle Lésungen z der Gleichung e* =10+ 10i . Wenn es eine Lésung z gibt, dann findet
man dazu sofort unendlich viele andere Lésungen wegen der Periodizitat der komplexen e-Funktion. Wir
rechnen wie folgt: z =1In(10 + 10 ) und erhalten mittels des Taschenrechners den Hauptwert fiir 7 :

I C1H+1HL )
2. E6457+H. TA541

LIZTIMAT [CFLAlCALCTHIMT ¢ 1

I C1B+1EHL
Z.E492+H, TES4L
eAns

18. BEEE+1H. HAEAL

LT AT (CFLAICALCHWHT &

1n C1R+1HL )

MRS

ni INaLy
T"'ll’l': lEi:"i'T

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

18+1A1

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

Die ersten zwei Bilder zeigen den Hauptwert z = 2,6492 + 0.7854i im RUN-MAT-Men( einschlieBlich
der Probe €A™ =10 + 10i. Im CAS-Menli erhalt man das exakte Ergebnis fir den Hauptwert z .
Die allgemeine Lésung lautet somit: z =2,6492 + 0.7854i + k-2xi mit k=0, 1, £2, =3, ....

Im Bereich der komplexen Zahlen wird Ublicherweise nur mit der In-Funktion gerechnet. Andere Basen
(z.B. 10) sind hier unublich und werden geman der Formel 1g z = In z/In10 umgerechnet, vgl. CAS-

Menu: CEzFandiios LaFLrss CExFandllos Lefivrs
21y sy, a-signumiy ) .
1nl=Zev2]) (eG4 pLE) = Ji
2-lnii|y 1IH H Int1@:
TEN: [CALCE AT EaF REFAL T TEH: G AL CIE G Al & or EEFAL &
Ig(x+y-i)=(In+x2+y? + (-arctan(x/y) + =/ 2-sgn(y)) - i )/In10.
log (1% i
ni
A ST SR

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

Umrechnung des 10er Logarithmus einer (imaginéren) Zahl iy im CAS-Men(:
Ig(iy) = lg(y) +1g(i)= lg(y)+(x/2-i)/In10

© CASIO Europe GmbH Norderstedt
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KAPITEL 6

Hinweis:
Wegen der Mehrdeutigkeit des komplexen Logarithmus gelten die im Reellen bekannten

Logarithmengesetze nicht mehr uneingeschrankt, z.B. folgt aus Inz, =Inz, nicht unmit-

telbar ,=Z, sondern nur =2, k- 2mi mit einem passenden k=0, £1, +2, +3, ....

Aufgaben:

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.
6.8.

6.9.

Berechnen Sie Inz im Komplexen (z € Blatt k, k=0, £1, +2) und stellen Sie die
Logarithmen in den Parallelstreifen D, bis D, als Scatterplot in der GauBschen Zah-
lenebene dar!
Geben Sie den Hauptwert exakt an (arithmetisch, trignometrisch und exponentiell!).
a) 2=27i b) z=c0s60°+i'sin60° c) z=-4-2"244-212;
Geben Sie die Lésungen folgender Gleichungen in exakter Form an!

Z

a) € =-1/212 4 /2172 b) € =-2 c) e =i

Die Funktion w = In z ist auf der unendlich-blattrigen Riemannschen Flache definiert.
Ermitteln Sie w im RUN-MAT-Mena far

a)z=1-4ie Blatt6 b)z= 1-4ie Blatt0 c)z=-ie Blatt2 d)z=-i e Blatt 1
d)z =-1€ Blatt 4 e)z =-1€ Blatt 2

Die Funktion w = In z ist auf der unendlich-blattrigen Riemannschen Flache definiert.
Ermitteln Sie w im CAS-Menu fir

a)z=1-4ie Blatt6 b)z= 1-4ie Blatt0 c)z=-ie Blatt2 d)z=-i e Blatt 1
d)z =-1€ Blatt 4 e)z =-1€ Blatt 2

Berechnen Sie alle Werte von w =1Inz fir:

a) z=-5+12i b) z=12+5i <) z=3-4i d) z= cos135°+i-sin135°

Wie lautet jeweils der Hauptwert?

Geben Sie die Lésungen in Aufgabe 6.3. in einer Liste auf vier Kommastellen gerun-
det an (arithmetische Darstellung). Formen Sie anschlieBend alle Ergebnisse in die

exponentielle Darstellung um und nutzen Sie dabei das Bogenmalf3 zur Winkelangabe.

Geben Sie alle Lésungen der Gleichung e‘=e34 an

Stellen Sie die Gleichung w = (ez - e'z)/2 im CAS-Menl nach z um.
Hinweis: Nutzen Sie den Solve(... - Befehl und interpretieren Sie die Ergebnisse.
Wie wirden Sie die Gleichung ,per Hand“ nach z umstellen, wenn z reell ist?
Stellen Sie die Gleichung w = (e* + e*)/2 im CAS-Menii nach z um.

Hinweis: Nutzen Sie den Solve(... - Befehl und interpretieren Sie die Ergebnisse.
Wie wirden Sie die Gleichung ,per Hand® nach z umstellen, wenn z reell ist?

34
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KAPITEL 7

Eine Bemerkung zur komplexen Signum-Funktion
(Vorzeichenfunktion)

d Was den Schiler hier besonders interessiert:

Wie berechnet man das ,Vorzeichen® einer komplexen Zahl z ?

Die Signum-Funktion (Vorzeichen-Funktion) y = sgn(x) ist fir x = 0 unstetig (und dort
nicht definiert) und es gilt im Reellen:

y=sgn(x)=-1 fir x <0 wund y=sgn(x)=1 fir x>0.

Wir sehen uns das im CAS-Menii an und driicken dazu die [0PTN)-Taste und dann (F4):

sianumt=1. 434 S1AFUML D B 82 S1aFUmL
-1 1 Indef ined

Die Vorzeichenfunktion
(o Tres ] ot Toien HVE IPHEN | o TAEE] & 1 T=ran A IFFEH] s flr reelle Zahlen.

Im GRPH - TBL-Men( kann der graphische Verlauf der reellen Vorzeichen-Funktion darge-
stellt werden, jedoch steht dort der signum(... - Befehl nicht zur Verfigung. Mit Hilfe der
Betragsfunktion Abs bzw. der (postiven) Wurzelfunktion (X2)V2 definiert man hier:

y=sgn(x)= x/Absx = xl\/x_2 far x #0

LHratikfunkL. t%¥= EelrachLurastensler
Yi=m-Hbs =
Y2E= A max =
scalesl
: dol.  1B8,B8T73365687
Yo Ymim =2
Y& max =2

[ CEL ITYFEIGHEAIDEAWT b || [ZHITITRIGISTRISTS [Rol

Vor dem Zeichnen (@-Taste dricken: DRAW) wurde das Betrachtungsfenster eingestellt!

Yi=m-Hbs = W1l=m-Hbs KI Wi=wsHbs =
m=llerl eingcsben B
] me=1.234 1
—‘1}‘—
E=0 ¥=EREOE ki=n Y=EREOE Fi=-1.23u = -

Mit der (F1)-Taste (TRACE) wird der Cursor aktiviert. Es kénnen Punkte des Graphen abgetastet
werden. Fur x =0 erscheint y = ERROR (d.h. kein y-Wert definiert!). Durch Dricken der
X.81)-Taste 6ffnet sich ein Fenster zur Eingabe anderer x-Werte, z.B. x=1,234 (dann )-

wl=msHBS B e wl=msHBS B v1=mSHbsS =

m=llerl eingcsben AraumenLlfehler [ | m=llerl eingcsben i

- L 4 |—]

med.BTE T|Drucken Sief[ESC] mel.B7E

=- 1. 234 =l = -« 234 =-1 =- 1. 234 =l =1-B6TH =1

Wird ein x-Wert auBerhalb des Betrachtungsfensters eingegeben, erscheint eine Fehlermeldung!

© CASIO Europe GmbH Norderstedt Paditz: Komplexe Zahlen 35



KAPITEL 7

AL LA D
=

Im CAS-Men( kann die Gleichheit der reellenTerme xl\/? und
[CoTresT = [ennvr ren| X / Abs X unmittelbar Gberprift werden.

Wir kommen nun zur komplexen Signum-Funktion und stellen fest, dass hier &hnlich der
Vektorrechnung der Ortsvektor (Zeiger) zur komplexen Zahl z unter Beibehalten der Rich-
tung auf die Lange 1 normiert wird.

Im CAS-Men( sieht man das sowohl im Beispiel z=1+i als auch beim symbolischen
Rechnen mit cExpand(signum(x+yi)) bzw. simplify(cExpand(signum(x +yi))):

S1gnumil+e CcErrandisignumL+¥YL a2 simrllfxicExrFandisian
(L) K, Vi R

22 w20 2Ll
[T TEes [ =1 [senlHYF IFMEH] ATH WA AR CE T A A TRHZ L AL B G el = 3 REEAL T

Damit kann die Eingangs gestellte Frage dahingehend beantwortet werden, dass es im Kom-
plexen nicht um ein Vorzeichen sondern um eine auf den Betrag Absz%=1 (,Lange“1)

normierte komplexe Zahl z°= signum(z) = e’A"%% geht.

simrlifricErrpandisign] [Signumi(H+EL A=ty r s Beispie| zur Normierung eines Produktes

AR+AY i +BMi-BY Ar+AY i+Bmi—BY . )
JeRs-BY 2 2 cAv+BR 2 [crn-svr2rcrvampe | Komplexer Zahlen (a + bi)- (x +yi)
mittels der Signum-Funktion und dem Befehl

T | e simplify(cExpand(signum((a + bi )(x + yi))))

In der anschlieBenden Bildfolge wurde versucht, den Term signum(1+i) Uber den Term-
Speicher (FMEM) f; vom CAS-Meni in des RUN-MAT-Ment zu Gbernehmen:

S1g9nuWmtl+L .t == Jermsrelcher ==| |=3 — -

1 1 fitsignumil+i SFPeichern in
== ;z:% [' Termsrelcher
EH 3! .

2 fm fyil fL1mZ2E]1: 1
2iRecall fsik

s sLore fE6:
ToIECL] il

Nach dem Wechsel Uber das Hauptmeni in das RUN-MAT-Menu gelingt der Aufruf aus
dem Termspeicher, jedoch scheitert die Ausfiihrung der Berechnung von signum(1+i), da
dieser Berechnungsbefehl im RUN-MAT-Menu nicht vorgesehen ist.

siganumLl+L s = —
Aufrufen aus
Termsreickher SrnLaxrfehler
fL1i~ZA10 1 Dracken Sief[ESC]

el1Hrg (1+1 0 }
} H. TET1+6. TAT11
(l+1)2~Abs_(1+1) B
H. TAT1+H. TAT11

ETmaT kst 1| Berechnungsmoglichkeiten von signum(1+i) im RUN - MAT-Menii

TT-B AT T2 . .\ L .
('1'2”5':'52?5'.%'%%34- Berechnung von signum(-1+2¢) im RUN-MAT-Men( mittels der im
=t =H. 1

Komplexen ungultigen Formel sgn(z) = z/Abs 7 # z/@ :
Aufgabe: Warum ist die Formel ungultig? Wo steckt der Fehler?

LIZTIMAT [CFLAlCALCTHIMT ¢ 1
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KAPITEL 8

Die allgemeine Potenz z122 (Haupt- und Nebenwerte)

d Was den Schiler hier besonders interessiert:

Warum ist die allgemeine Potenz z122 unendlich vieldeutig?

Schreibt man die komplexe Basis z, z.B. in exponentieller Form und beachtet dabei die

Periodizitat der komplexen e-Funktion, etwa z, = \“3/2 + \E/Zi = em:l4 = el(nl4+2kn)

mit k= 0, £1, £2, £3, ..., dann ergeben sich flr die allgemeine Potenz die Werte

Y PP ]
222 = ({2/2+(2/2i)7 = ' /42T

Damit ergibt sich z.B. flir k= 0 der Hauptwert der Potenz zu el(n/4 V22 , der 1. Nebenwert

(91 /4 )z i (<710 /4 )2
i )Z2 i(-7m/ )ZUSW

istdann e , der -1. Nebenwert der Potenz ist hier e

Die allgemeine Formel lautet:

2, _ GIn(1)) +iargzy) +k2miyze - o 0, +1, +2, +3, ...

w=z1

Den Hauptwert der allgemeinen Potenz erhalt man wieder im Fall k = 0, wenn fir arg(z,)
das DIN-gerechte Hauptargument - <0 = arg(z,) = eingesetzt wird. Der Index k wird
wieder als Blattnummer interpretiert und man sagt, der k-te Nebenwert der allgemeinen
Potenz liegt im Blatt k einer unendlich-blattrigen Riemannschen Fléche.

Beispiel:
Man berechne den Hauptwert und die k-ten Nebenwerte fir w = (1-i)(1”) undk= 0, =1, 2.
Wie I6sen die Aufgabe im RUN-MAT-Men(:

- 88713173 berpriifung des Hauptwertes im RUN-MAT-Mend:
wy = (1-i) 1) = M) 5 8079 - 1,3179;

LIZTIMATICELAICALGIHIM] [

Wegen der zu erwartenden GréBenordnung der Ergebnisse wird das Anzeigeformat auf Display:

Sci3 eingestellt. Die Blattnummern k = 0, £1, =2 werden in der Liste List 1 abgespeichert. Die

Haupt- und Nebenwerte werden nun sofort komplett erhalten, indem statt k der Listenname in den
Exponenten geschrieben wird:

Hrale HEELR Tl F-2--1.H.1.2%*L1sL 1
Done
ei{ln {1-i3+Zmilist 1

ESE S BN

LIZTIMAT [CFLAlCALCTHIMT ¢ 1

Das Ergebnis wird im List-Ans-Speicher abgelegt und angezeigt:
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KAPITEL 8 Die N-te Wurzel einer komplexen Zahl z

[T
I[d
g 1503 >
3|2« B0
U| 5. 2E -3

5la. mE -
B.83e+B5-3. TEE+HASL

eliln (I-pi-dmps(I1+n2

ﬂ1+1h[ 1rmi, lﬂé?)]

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

[T

I[BO5 B>
d[1503.
E| EAT
HEEE}
5

1 5E5+93 T« HEE+HZL

eLiln (l-pi=-dmpail+L)

£ﬁ1+1j[ 9n1 lﬂgﬁ}]

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

E+dA-1.3ZE+@H1

el Cl=pi+mpdCl+nd

ﬁﬁ1+1h[ nl lnéﬁ)]

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

-
L2dE-B3-2.dE8E-B31

el Cl=pi+dmpCl+nd

ﬁ1+ h[?nl lnéﬁ)]

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

[T
A0S | B

1503, -
o« B0
5. 2E -3+

L =T, T

iE-B6-4. APE ~B61L

el Cl=pi+dmpiCl+nd

cl+1:|[15n1 1H;2}]

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

w1+
wy=(1-i) )=

Anzeige der Werte im RUN-MAT-Men( bzw.
zum Vergleich im CAS-Men( in exakter Form:

1+ i)

w_,=(1-i)

olin(t-)- 41u)(1+l)_81 10°-3,8-10°;

W, =(1_1.)(1», i)_ e(ln(1-i)-21ti)(1+i)=1’5 10%-7,1-10%

Hauptwert:

_ (1-i)(1+ i)_ olin- i)-0mi

W, =(1_1.)(1+i)

(mu 1)+4ni)(1+1)

W1+)_5 8.10°-1,3-10%

(In(1- 1)+21tl)(1+l)_52 10 -2,5- 10 l

=9,8-10°-4,6-10%

Wir Uberzeugen uns noch einmal davon, dass e(M(1-i#2RiListl) tatsachlich 1-i ist:

eiln Cl=-1i+dmlist 13

LIZTIMAT [CFLAlCALCTHIMT ¢ 1

1 BBE+BB 1. BHE +8B1

1. B +A0-1. AGE +AGL

Anzeige des
List-Ans-Speichers

Nach diesem Beispiel betrachten wir nun wieder die algebraische (symbolische) Struktur

der Berechnungsformeln fiir den Hauptwert von z122 =

(a +bi)(x+yi)

im CAS-Men:

e(arctan(a/b)-n/2 -sgn(b)) -y

e(arctan(a/b)-n/2 -sgn(b)) -y

: cos(ln(a2+b2) y/2+(-arctan(a/b)+7/2-sgn(b)) -x) A (aP+ b2)x +

-sin(In(a2+b?) y/2 + (-arctan(a/b)+ /2 -sgn(b)) -x ) i-

(@2+b2)"

Diese umfangreiche Formel erhélt man mit dem cExpand(...

- Befehl:

cExrandl CH+EL AT CHa+YL )

cExrandt CHHEL A" (m+HL 0

cExrandt CHHEL A" (m+HL 0

cExrandl CH+EL AT CHa+YL )

I[-Slgnum(El)]IHIrI

[tanﬂtﬂE_lj M==1ignum
" 2’

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

2 -cns[lﬂ

Al

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

MM

1rlAZ+p2] .y

= +[—Ler

"'-IIIS[

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

H M

mesisnumcB )
2 M

(8

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

= -an

cErrandL CHYEL 3" CatYL

cErrand CHEL 3™ Cm+ie a

cErrand CHEL 3™ Cm+ie a

cErrandL CHYEL 3" CatYL

pn il ]x] -J':FI2+E:2]K+E;[1

MM

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

[tan-i(pg~1)-TS19ny

[ g

H-c

2

=signumiBE
s
, ] _Sin[ 1n(A

HHA

=ik

1mlg2ep2) iy ¢ |
[ Z + Ty

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T
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Die allgemeine Potenz z, 2

cExrandl CH+EL AT CHa+YL )

LHEEL T et

crom(§)

M=signumiBl

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

MM

m]x] Jtrzee)®s

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

Mit dem simplify(cExpand(... - Befehl werden gemeinsame Faktoren ausgeklammert:

e(arctan(a/b)-nlz -sgn(b)) -y . (

sin(In(a2+b?) y/2 + (-arctan(a/b)+ /2 -sgn(b)) -x) i)- (@+b2)"

cos(ln(a2+ b?)y/2+(-arctan(a/b)+T/2-sgn(b)) -x) +

simrlifricErrandie({]l

simrlifricErrandieC (]l

simrlifricErrandie({]l

simrlifricErrandie({]l

ne=signumiEl
1

[tan*EHE_lj M =S13num
" 2z

B

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

S

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

HH

2,p2
cos| MlAZEE)Y ¢

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

v A SisnumCBy -
2

i8] ;

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

simrlifricErrandie({]l

simrlifricErrandieC (]l

ellln (H+EL I Ca+YR Iy

2,2
E)-H]+Sin[1h(H i ).

'J =l ‘t..arr'[%] v Besisn

B

4

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

[ g

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

b
Em(B)-H]_i] (FZ4+g2)

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

Diese flir den Taschenrechner aufwendigen Umformungen erforden viel Speicherplatz, so
dass bei der Fehlermeldung ,,Speicherfehler* zunéchst frihere Umformungen geléscht

werden sollten.

Ebenso wird daran erinnert, dass im SET UP des CAS-MenUls der Complex Mode einge-

stellt ist.
[ ) — | [Hn=le LELE
1S LIE s Lomelex
Sreicherfehler 1sFklaw = Morm

Dracken Siei [ESC]

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

E=aITCF]

Der zuletzt erhaltene Formelterm kann gemaf der Eulerschen Formel und unter Beachtung der Blatt-
nummer k weiter zusammengefaB3t und mit der urspriinglichen Definition der allgemeinen Potenz z122

verglichen werden:

Wy =2,

iek
r.-e

Zr _ e(ln(\a+bi\)+iarg(a+bi)+k-21|:i)-(x+yi)

e(x- In(la+bil) -y- (arg(a +bi) +k-21) ) ei(y- In(la+bil) +x-(arg(a+bi) +k-21))

mit

k=0, x1, £2, =3, ...

Damit ergeben sich fiir den von k abh&ngigen Betrag r.=w,

und Winkel 6, = arg(w,):

k

o= e(x-ln(\a+bi\)-y-(arg(a+bi)+k-21t)= (a2+b2)x e

6, = y-In(la+bi|) +x- (arg(a+bi)+k-2T) = y-In(\a®+ b?) + (-arctan(a/b)+n/ 2 -sgn(b)+k-2m)-x

(-arctan(a/b)+m/2 -sgn(b)+k-27) -y

© CASIO Europe GmbH Norderstedt
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KAPITEL 8

In den zuletzt angefiihrten Formeln wurde das Hauptargument arg(a+bi) wieder in der im
CAS-Menl Ublichen Form dargestellt, vgl. Kapitel 5 S. 25f :

Beispiel:

arg(a+bi) = -arctan(a/b)+ /2 -sgn(b)

Man berechne den Hauptwert und den k-ten Nebenwert fir w = (1+i)(2'3i) . Weiterhin sind fol-

gende GréBen anzugeben:

Re(w), Im(w), |w| und arg(w) sowie das m-te Nebenargument

vonw, . Wie I6sen die Aufgabe im RUN-MAT-Menu bzw. CAS-Menu und ergénzen dort den For-
melanteil fir den k-ten Nebenwert sowie das m-te Nebenargument per Hand.

Zunéchst werden Uberlegungen zum Hauptwert w, angestellt:

SRS TS 1]
18.195+18. 6871

Der Hauptwert in unterschiedlichen Darstellungen:

(AT RS HC AL CIHUH T [ |

18.195+10. 6ETL
Arskre™aL )
21.181e6.5311

LT AT (CFLAlCAL WM

=
:Connect
ff

Func T=Fe
Draw Trre
Leriwalive

. 0,531i
Hauptwert W, Wo = 18’195+100,16¢;8977t: = 21,101-e304280i
= 21,101.e” = 21,101.e”™
[CIETIMAT G FLr AL L &
LI+ ™A=L ) Mode s ComF Cl+p =510

18.195+168. 8871
Arskré™aL }
21.181€H. 5311
21.181e368. 42581

LIZTIMATICELAICALGIHIM] [

Ll T A=A s
18.195+16. 682871

Hauptwert W, in Z

LISTIMATICELAICALCIHWML [

[FAT RS A AL G HUM | [ |

Ll T A=A s

18.195+16. 8871

Abs 2
21.161

Ara 2
H.531

LIZTIMATICELAICALGIHIM] [

15, 193+1H. BETL

Abs 2
21.161

Ara 2
H.3531

Ans-n
H. 169

WIS TIMAT I CFLEICALCIHWHT [~

Ll T A=A s
18.195+16. 682871

ReF £

12.193
ImkP 2

18. 687

LISTIMATICELAICALCIHWML [

Der Hauptwert, zerlegt in seine Bestandteile:
Re(w,) = 18,195, Im(w,) = 10,687
abs(wo) = 21,101, arg(wo) = 30,428° bzw.
arg(wo) = 0,169 = 0,531

Falls es mit dem Speicherplatz zu knapp wird: Léschen von Speicherplatz im CAS-Men( z.B. mit:

CLR 3: ALLEQU
B = =g Dl simell fx{Hhs (cExrFand §_L“‘ ; = — Tl
— Ay g=chen
Sreicherfehler [tah*EHE lj_ﬂ_éigﬂg Alle Bleichunsen? I
e 2 [ld 32 :LEXE]
cDracken Siei[ESCT | E:ﬁLLEEU o Meins [ESC]
UarH

ATH WA AR CE T A A CLR Lt {F-AHE I b ICLRET S [EAHF I 0 U LELEl &0 [FaHZ T

Exakte Darstellung der Potenz (Hauptwert) im CAS-Men(:

AR C AL CIECU Al &1 GRFHT [ |
Im CAS-Menl wurde folgendes Ergebnis angezeigt:

cErrandL ]+ a™CA=S1 00

cErrpandeCl+r 3™ A=31 20

245-@:-5[73'13(2) ] -i4
F

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

r_24ﬁ-5in[ 3:1n€22 |

CLEI T4 [RAH [T

Mit SW kann mit dem
Cursor von der Ergeb-
nisanzeige in die Einga-
bezeile gewechselt wer-
den.

w

4
3n
0=2. e .(

sin(3/2:In(2)) + i-cos(3/2-In(2)))

Geman der trigonometrischen Darstellung (Normalform) erwartet man jedoch ein Ergebnis der Form:

40 Paditz: Komplexe Zahlen
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. . z
Die allgemeine Potenz z, 2

Wy =Ty (COS(GO) +i- sin(eo)) ,

d.h. die cos- und die sin-Funktion erscheinen ,vertauscht” im Grafikdisplay. Wie ist das zu erklaren?
Nach dem korrekten Ergebnis im RUN-MAT-Men gilt

w, = 21,101 - (cos(0,1697) + i - sin(0,1691))

4

. 3N
mit ry= 21,101= 1e3" und 6, = 0,1697 = 0,531 # 3/2:In(2) = 1,04, d.h. 3/2In(2)
SAmln LA
Z2ed *Te(3nl

1.68397

ist nicht das Hauptargument (im Bogenmal3) 21. 16814

- und auch kein Nebenargument - der Zahl W -

LIZTIMAT [CFLAlCALCTHIMT ¢ 1

Damit wird deutlich:

Die Normalform der trigonometrischen Darstellung w, = r - (COS(GO) +1i - sin(6, ))

wurde im CAS-Menu hier fir dieses Beispiel nicht angezeigt. Es kam hier die ,vereinfachte”
Darstellung

wy = 1y (sin(m/2-0))+ i-cos(m/2-,)) = r,- (sin(3/2-In(2))+i-cos(3/2In(2)))

zur Anzeige im Taschenrechnerdisplay.
Damit wurde im CAS-Menl das Hauptargument 90 =n/2-3/2:In(2) = 0,169 = 0,531

zu Gunsten einer ,vereinfachten“ Darstellung in 1t/2 - 00 = 3/2-In(2) = 1,04 umgeformt -
unter Anwendung der trigonometrischen Beziehungen

cos(n/2-3/2-In(2))=sin(3/2:In(2)) und sin(n/2-3/2-In(2))=cos(3/2-In(2)).

Anmerkung:
Die angezeigte ,Variante“ von W, ist korrekt, jedoch ist dabei 3/2-In(2) weder das Haupt-

noch irgendein Nebenargument von Wo !

Bevor wir zu den Nebenwerten der allgemeinen Potenz kommen, eine Bemerkung zur Be-
rechnung des Betrages im CAS-Mend. Trotz des Befehls simplify(... wird der Term

(sin(3/2-1n(2)))? + (cos(3/2-In(2)))* = 1

nicht vereinfacht. Eine Vereinfachung zur Dezimalzahlendarstellung (gerundet) ist im CAS-
Menu mit approx Ans jederzeit moglich. Oder:

simrlifxiHbs (cExFrand

cErrandL ]+ a™CA=S1 00

4@]4- [cag[%]]

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

M [

ve e[ 31527

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

Berechnung des Betrages (Abs) und Ubergabe
der exakten Darstellung mittels des Term-
speichers z.B. in das RUN-MAT-Men( zur
weiteren numerischen Auswertung.

== TJTermsrFelcher ==

frielIxndi={d={cos Fufrufen aus.

;z: ermsreickher
i

fui fL1i~ZA10 1

fgi

fes

TolFCL ] Fr 1 EQEIHY'F (AMGLISTAT(FMER] - |

© CASIO Europe GmbH Norderstedt
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KAPITEL 8

Wir kommen nun zur allgemeinen Darstellung des k-ten Nebenwertes im CAS-MenU mit
der symbolischen Variablen k.
Hier erweist sich das CAS-Menu als leistungsstark im symbolischen Rechnen, da sofort

die gewiinschte Normalform fir das Ergebnis w, angezeigt wird!
cErrandiecCln (1+1 +K]| [cExrandiediln (1+1 3+K]| [cExrandiedCln CI1+1 3+K] [C1+0 r+EEZma 3O A=30 o

zeEEhK%]-ms[z[zm{; o[ 2 ke | -210522 :263[21H+%]-5in[2[2ng [22nke] |-2i0822 ]
T TR 152 ] | 328 T WA O .52 328 4T W 0 05 0 ] f w3 A )
Wir lesen das korrekte Ergebnis wie folgt ab:
v, = o(In(1+i)+k 2mi)(2-3i)
= 2.3 /A+K O (cos(r/2 - 3/2-In(2)+k-4T) + i-sin(m/2 - 3/2-In(2)+k-47))
Somit gilt

ST/A+k 6T os(m/2 - 3/2-In(2)+k-4T),

3n /4 +k 6T

Re(w,)=r, -cos(f,)=2-e
-sin(m/2 - 3/2-In(2)+k-4T),

Im(w,) = r, -sin(6,) = 2-e

arg(w,) = 6, = /2 -3/2-In(2) (+ k-47),

d.h. Gk =T/2-3/2-In(2) ist hier das (k-unabhangige) Hauptargument des k-ten Neben-
wertes w,_. Damit hat das m-te Nebenargument im Blatt k den Wert

6, = arg(w,) + m-2K = T/2-3/2:In(2) + m-2%.

Hiermit ist das umfangreiche Beispiel vollstédndig bearbeitet und alle Lé6sungen sind ange-
geben. Die fur den Hauptwert zutreffenden GréBen erhalt man hier sofort, indem mank =0

setzt, d.h. es ware in diesem Beispiel vorteilhafter gewesen, sofort den k-ten Nebenwert
zu berechnen und gar nicht anfangs extra auf den Hauptwert einzugehen. Dann wére
auch das oben diskutierte Winkelproblem nicht aufgetreten.

Aufgaben:

8.1. Berechnen Sie die allgemeinen Potenzen mit Haupt- und Nebenwerten:
a) w= (1-i)(1+i) b)w = 1! c) w=da° mit. a=i und z=1-4i.

8.2. Bestimmen Sie in der Aufgabe 8.1. fir den Wert W, im k-ten Blatt jeweils das Haupt-
argument und den Betrag.

8.3. Bestimmen Sie in der Aufgabe 8.1. fir den Wert w,_ im k-ten Blatt jeweils den Real-
und den Imaginéarteil.

8.4. Berechnen Sie die allgemeine Potenz w = (14+i)A*) pzw. w = (147)1+B1) gym.
bolisch mit Haupt- und Nebenwerten!
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KAPITEL 9

Die komplexen trigonometrischen Funktionen w =sin(7)
und w=cos(7)

d Was den Schiler hier besonders interessiert:

Warum sind die trigonometrischen Funktionen w=sin(z) und w=cos(z) unbeschrankt?

Wir sehen uns den Betrag von sin(z)=sin(x+yi) im CAS-Meni etwas genauer an und
erhalten zunachst mit cExpand(... :

cExFrandi=sin Ca+1y 0 cExFrandi=sin Ca+1y 0
coshoY oy ssinE +sinkc Y MsinkcY i scosiR =1

H M
TEHZICALCIERUR] eqn lGRFH] [ | TEHZICALCIERUR] eqn lGRFH] [ |
d.h. sin(x+yi) = cosh(y) - sin(x)+i - sinh(y) - cos(x)

und mit cExpand(Abs(... schlieBlich
cExrandiHbs (s1in (A+1]| |Hbs (sin (a+iW i)

e cosher 3 Zecsine® 1124 FosinhoYri2.foas (K ie
e

IEHEICALCIEGUR] &t ERFH] [ | CLEL S0 [E-AHE] 1

|sin(x+yi)| = \/ coshz(y)-sinz(x)+ sinhz(y)-cosz(x)

= \/sinhz(y)- (sinz(x)+ cosz(x)) = | sinh(y)

Die letzte Ungleichung ergibt sich aus der Abschatzung cosh(y) > |sinh(y)l , wie man
graphisch leicht im GRPH- TBL-Menu sieht oder aus der Definition der hyperbolischen

Funktionen im CAS-Men( erkennt:

T LriglobExricosh V1 ngiTn-ﬁP{cnsh W LriglobxFi=1nh V2
e e =t Coshl e'-e""
2 di=zinh-l 2
Jitanh
2irFoctor 2icosh
1:exrand
e AL EcUAl 290 GEFAT F 1| [ThnzlcAldEeual eqn BRFAL & | S0 Ak ot [ZEn HYE FHEM]

cosh(y) = (' +e¥)/2 > max{(e’-eY)/2, (e¥-e')/2 } = |sinh(y)l
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KAPITEL 9

Wir sehen uns die Lage der cosh-Funktion und des Betrages der sinh-Funktion zur an-

schaulichen Interpretation der Ungleichung im GRPH - TBL-Meni an:

|EP§f1kfunkt.=¥=

Hratikiunkl. %=
1Bcosh =

Definition von Y1 und
Y2 (ber die OPTN-
Taste und die Unter-
menus HYP sowie
NUM

Mit ESC wird die
OPTN-Mendileiste wie-
der ausgeschaltet.

Mit DRAW wird das
Graphikfenster gedffnet.

Die eingangs gestellte Frage kann nunmehr klar beantwortet werden:

Belrachtungastensier Vi=cosh & VZ2=Hb= =s1inh A
Amin  1-1.8
max 1.8 u v
scaleid, 2
dot.  TH,.82857142
VYminn =@ H‘ u
E=-1 ¥=1. 54306063y ¥=1. 115201 193

Der Betrag der komplexen sin-Funktion w = sin(x+yi) ist mindestens so groB wie der

Betrag der (reellen) sinh-Funktion w = sinh(y) und diese kann wegen der Definition Uber
e-Funktionen tber alle Grenzen hinaus anwachsen.
Damit ist die komplexe sin-Funktion unbeschrankt, wenn der Imaginérteil y in sin(x+yi)
uber alle Grenzen anwéchst.

CErrandisin_ Cx+R=EAmtY

S1n CatREZmEY L)

o=shiY) sinCA+2nk 2 +=1

B

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

H=inh(Y) ~cosOx+2nk ) -1

CLEI T4 [RAH [T

Die Periodizitat der sin-Funkton ist
hier bezlglich des Realteils x ge-

geben.

Fir die cos-Funktion w=cos(x+yi) erhalten wir entsprechend

cExrandicos (A+YL I

cExrandicos (A+YL D)

cosho y scosCRi—sinhY

r=sinhcr esingk) -1
L

cExrandiHbs (cos (a+Y

Hbs fcos tatiys sl

[ccoshovisZ.coasci) 2y

B

[0 TAes | = ¢ [=ranlHYE IFHEH |

FesinhiY )2 CsincK 1

[ClRlew Eansl  [F

cos(x+yi) = cosh(y) - cos(x)-i-sinh(y) - sin(x)

[
[TRHE oA CECUAl &an IREEH & 1|
d.h.
und

|cos(x+yi)l = \/ cosh(y) - cos?(x)+ sinh?(y) - sin®(x)

= \/ sinhz(y)- (cosz(x)+ sinz(x)) = | sinh(y)|

Damit ergibt sich fur die komplexe cos-Funktion die gleiche Argumentation hinsichtlich der Unbe-

schranktheit.

Beispiele im
RUN-MAT-Mend:

LIETIMAT (CFLACALCHIMT

sim LIE+1HL » cos L1HE+1HEL 2
-0991, 43-92468, B91 1.1596ETETIE+DE
Abs sin (1E+161 +5, 200200 TIFE+4 21
11813.23 Abs cos (18E+1661 >
1. 3446583 T1E+43

LISTIMATICELAICALCIHWML [
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Die komplexen trigonometrischen Funktionen w=sin(z) und w=cos(z)

Die nachste interessante Frage ist die Giiltigkeit des ,trigonometrischen Pythagoras®, der im
Reellen unabhangig vom Winkel @ (im BogenmaB) wie folgt lautet: sin®(@) + cos?(0)= 1.
Im Komplexen erhalten wir hier im CAS-Menl fir jede Zahl z = x +y i das gleiche Ergebnis:

sin®(x+yi) + cos?(x+yi)= cosh?(y) - sinh?(y)=1

Damit hat die Unbeschranktheit der komplexen trigonometrischen Funktionen keinen Einflu3
auf den ,trigonometrischen Pythagoras®.

Die erhaltene Darstellung coshz(y) - sinhz(y)= 1 heif3t auch ,hyperbolischer Pythagoras®:

simPlifricExPandiisin

S1F LHETRLAIC+iCOS (M

LAIC+iCOS CR+yL el

tooshiy 1 2=tsinhey132

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

tooshiy 1 2=tsinhey132

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

tooshiy 1 2=tsinhey132

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

Wahrend der ,trigonometrische Pythagoras® sin®(0) + cos?(6)=1 im CAS-Menii erkannt
und mit simplify(... zu 1 umgeformt werden kann:

LS1R AJE+LCOS ASE

simPlifxiisin AXc+(co

(S1m AJE+{COS A

(oSt ZHisintg a2

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

1

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

1

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

erkennt das CAS-MenU den ,hyperbolischen Pythagoras® im symbolischen Rechnen nicht
mehr und man erhalt z.B. nur die Umformung sin?(0i) + cos?(0i)= cosh?(0) - sinh?(0):

simPlifxiisin (AL IC+

AL E+CoS CALAE)

teoshis ) 12=tsinhis 112

teoshis ) 12=tsinhis 112

TEHEICALCEGUAI N BERFHl [ |

CLEI S0 [FaHE [T

Obwohl das CAS-Menu den ,hyperbolischen Pythagoras® offenbar nicht kennt, kann die Aus-
gangsaufgabe durch unmittelbare Umformung in e-Funktionen doch noch korrekt vereinfacht
werden, indem man den Zwischenschritt Uber die hyperbolischen Funktionen unterbindet.

Es gelten bekanntlich fur jedes z=x+yi die Definitionen

sin(z) = 1/i - sinh(iz) = (¢¥-e%)/(2i) und cos(z) = cosh(iz) = <+ e7%)/2

Mit dem Befehl trigToExp kann der Zwischenschritt Uber die hyperbolischen Funktionen
unterbunden und sofort in die exponentielle Darstellung umgeformt werden. Diese liefert
dann mit simplify(... das gewlinschte symbolische und absolut korrekte Ergebnis 1:

s Rad
tComElex

Hrale
Arswer Txre

[ i TEcd Thernl

LrigloExriisin (mR+vL

fd B LE T A LN

simPlifxiLrigaloExFLls

[ gHim" = Hi+W )7 [ gRim

z - - 2
WYL [ gRim_gm Rt

4 ¥ |}

4

TEHZICALCIEGUAI SN BSRFH] [ |

CLEI S0 [FaHE [T

1

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

Nachweis des ,hyper-
bolischen Pythagoras®

tLriglobExplcoskh Yaarc-

=ilrigloExrisinkh Yrir<

simPlifTvLHRS Y

(e+e=")" (e7-e~")"

(e"4e=")" [e¥og~")"

1

- 3 El 4 3
Uber den Befehl

trlgTOEXp : TRz loAL e GUAl &an FRRFAL & 1| [ CLET =0 TRansl T 1| FEREICALOEcyAl =9n BRFAT T 1
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KAPITEL 9

Weitere Beispiele zum symbolischen Rechnen mit dem trigToExp - Befehl:

LrigloExPiisin LAL)MT

AL E+CoS CALAE)

(& +e™" ]E-(ea-e'a ]E

(& +e™" ]E-(ea-e'a ]E

4

4

TEHEICALCEGUAI N BERFHl [ |

CLEI S0 [FaHE [T

Umformung von sin?(0i) + cos?(0i) in die
exponentielle Darstellung mit trigToExp

simPlifxiLrigaloExFLls

LS1m LALMICHICOS (AL

AL C+(COS CALIIC )

1

1

TEHZICALCIEGUAI N ERFHl [ |

1

CLEI =0 [FaHE 1 - |

CLEI Zu [F-AHE [T

LriglobExriisin L1H+1H

Lirc+icos LIM+Ib1 vics

simPliftrilrig[oExPils

; 12
(glP-10i,  ~18+18i7%_[

W

" 2
_e10-10i, ~18+181)

CLEL S [FAH | I

CLEI S0 [FaHE [T

1

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

Vollstandige Verein-
fachung mit den Be-
fehlen simplify und
trigToExp

Vollstandige Verein-
fachung von
sin?(z) + cos?(z)
mit z=10+101i

Eine kleine Geschichte tber numerische Beispiele im CAS-Menl mit approx bzw. im
RUN-MAT-Menu mit einer Aufgabe und den etwa drei gleichen Antworten:
Wir untersuchen den ,trigonometrischen Pythagoras® sin?(0) + cos?(0)=1 fur 6 = 10+10i

und betrachten dazu folgende Bildergeschichte. Zuerst werden im CAS-Menl alle Speicher
geldscht und die Anzeige im SET UP voreingestellt:

| — H clearlarHll
Laschen [
Alle Gleichungen?
_ _ Ja  iLEXE]
E:TLLEHU Heini CESC]
I - UICLET S0 [FAHE] [T I - U LSLRTSW EAHTI [T

Hrale

HEELR
Arswer Tyrre iComrlex

[FETEes THerml

aFrFrox Lhsin C1H+IHL D

Ade+icos C1M+IMpaacy

. Seaaag

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

. Seaaag

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

(s1im ClH+IHL sae+{cos

Lroc+icos CIH+IHL 2O E

aFrFroxr HRs

(oost1B+H1AL 12+ sin 11

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

M

A1 124 Csint1B+18L 22

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

1. BEEEE] 1 -3 . AEEEES L

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

approx((sin(10+10i))?
+(cos(10+10i))?)
=0,9999994 =1

bzw.
approx(Ans) =
1,0000011 - 0,000003; ~1

SchlieBlich wird die Zahl 104+10i zuné&chst in der Variablen @ zwischengespeichert, dann
zur Kontrolle der Term sin®(0) + cos*(@) aufgerufen und nun approx(sin?() + cos?(0))
gerechnet. Erst hier ergibt sich im numerischen Rechnen das absolut korrekte Ergebnis:

1H+1L+A

LSl AXE+{COS BAC

LSl AP+ CoS AJC

18+1H1

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

feost1B+1BL I 24 ising 11
>

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

i1+ isint 184180 37
4

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

aPFFroxX LLS1F BXC+LCOS

LLS1fn AreHLCOS Are)

1

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

1

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

Numerische Berechnung von
sin?(0) + cos?(0) im CAS-Menii
mittels dem approx-Befehl
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Die komplexen trigonometrischen Funktionen w=sin(z) und w=cos(z)

Unsere kleine Geschichte endet damit, dass der Term sin2(1 0+10i) + cosz(1 0+10i ) Uber
den Termspeicher in das RUN-MAT-MenU Ubertragen und dort erneut ausgewertet wird:

Cis1mn 1M+ IHL e+l Cos| == _TEPm5P91Ehe§_ == . )
(cosU1BHIAEY ) Zecsine 1] [ [1it00s t1EFlERLa Termabspeicherung im
tHS 13 CAS-Meni und spaterer

Elﬁecall

r=Lore

fs: Aufruf im RUN-MAT-Men(
Bl AR

Coos CIH+IH=L o™+ 0=1

noC1A+1ESL 32
1. AEEEE11-60. HEBABA3L
16+16L+A )
1@8+1681

{=im Ar2+{cos Aaxd
FH.9993994

Aufrufen aus
TermsFeicher

fL1~ZAT: 1

Was lehrt uns diese Geschichte?

Wahrend das symbolische Rechnen absolut exakte Termumformungen anbietet
(im Rahmen der Leistungsfahigkeit des CAS-Men(s)
sind numerische Darstellungen im Rahmen der Rechengenauigkeit stets
als mehr oder weniger korrekte Naherungswerte
flr einen gesuchten Zahlenwert zu betrachten.

Damit wird verdeutlicht, dass jedes elektronische Rechenhilfsmittel - vom Taschenrechner
bis hin zum PC - stets verantwortungsvoll gehandhabt werden muf3 und die Verantwortung
fur die Korrektheit des Ergebnisses stets beim Nutzer liegt und nicht auf das Rechen-
hilfsmittel abgeschoben werden kann!

Fur den Schuler bedeutet das, stets zu tberlegen, ob das im Display angezeigte Ergebnis
tatsachlich dem erwarteten Ergebnis flr die betrachtete Aufgabenstellung entspricht. Hier-
bei sind zuséatzlich noch die richtigen Voreinstellungen im mentbezogenen SET UP zu be-
achten und Eingabefehler zu vermeiden, die ein erwartetes Ergebnis noch zusétzlich ver-
falschen kénnen!

Aufgaben:
9.1. Untersuchen Sie im CAS-Menu symbolisch folgenden Term:
a) sin(ree’) (mit cExpand(... untersuchen)

Gi) (

b) sin(re mit trigTOExp(... untersuchen)

c) sin(re%) (

9.2. Berechnen Sie sin2(100+100i)+ cosz(1 00+1007) sowohl exakt im CAS-Men( als
auch néherungsweise im RUN - MAT-MenU( und vergleichen Sie die Ergebnisse!

mit expToTrig(... untersuchen)

9.3. Berechnen Sie folgende Werte mdglichst exakt:
a)sin(w/2+i) b) cos(m/2+1i) c)sin(m/2+iln3) d) cos(m/2+ iln3).

9.4. Uberpriifen Sie folgende Formeln im CAS-Menii:

a) sin(z) = 1/i -sinh(iz) b) sinz) = (e - e %)/ (2i)

c) cos(z) = cosh(iz) d) cos(z) = (eiz+ e'iz)/2
9.5. Berechnen Sie sin (100+100i) - cos (100+100i) moglichst effektiv!
9.6. Zerlegen Sie im CAS-Menl tan(x+yi) in seinen Real- und Imaginarteil.
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KAPITEL 10

Bemerkungen zu den komplexen Arcusfunktionen

d Was den Schiler hier besonders interessiert:

Wie ist die Umkehrabbildung der nicht eineindeutigen sin-Funktion definiert?

Auf der Tastatur findet man als Zweitfunktion (ber den (sin]-, (c0g- und (tan)-Tasten die Um-
kehrabbildungen arcsin(z), arccos(z) und arctan(z), die hier symbolisch mit sin'1(z),

cos 1(z) und tan™1(z) bezeichnet sind: [SHIFT] (sin], [SHIFT] (co8] , [SHIFT] (tan] und nicht mit der
Kehrwertbildung 1/sin(z), 1/cos(z) und 1/tan(z) verwechselt werden dirfen!

Wir probieren die Umkehrabbildung arcsin(z) einfach einmal im RUN - MAT-Menu aus,
nachdem im dortigen SET UP wieder Complex Mode: a+bi und Bogenmaf3 (Rad) einge-

stellt sind:
Hrale Rao T| [s1nT (o< 50 S s
Mickht reell

oor HaTs Fehler
Frid tOff .
Ares 10n Dracken Sie:[ESC]
Lakhel +0n
Disklay iFixd
LIETIMAT ICFLA AL e MM T & 1 [LIETIMAT ICFLAlcALCIHOML - |
Hrale K ad Tl |=1n™ T Co-3% sim-l (O30

1.53TAE-1.A%861 1.53TAE=-1. 09841

oor HaTs sin-l (5/3+2En i}
Grid fO0ff 1.53TAE-4. 85971
Ares 10n sin! (S/3+20n1 >

Lakhel dn H.B265+4. 334061
Disklay iFixd
LIETIMAT ICFLA AL e MM T & 1 [LIETIMAT ICFLAlcALCIHOML - |

z.B. erkennt man im RUN - MAT-MenU die Ergebnisse:

Klar, im Reellen gibt
es zu 5/3 keinen
Winkel 8= arcsin(5 /3)
mit sin(@) = 5/3.

Jedoch im Komplexen
gibt es zu 5/3 einen
Winkel @= arcsin(5/3)
mit sin(@) = 5/3.

arcsin(5/3) = 1,5708 - 1,0986i , arcsin(5/3 +20x)=1,5708 - 4,859i

usw.

Wir sehen uns die Formelstruktur im CAS-Menu an, zunachst die Fehlermeldung bei un-
korrekter Voreinstellung:

Hrale HER sifl CoasA S O
| Micht reell [ |
1=Flar HisE ¥ Fehler
Dracken Sie:i[ESC]
[HIET ATH WA AR CE T A A TRHZ L AL B G el = 3 REEAL T

Hrale R sifpl LasA cExrandisinl (os300
SLIE :Lomelex . ﬂ[ij m e

LisFlay H T =10 3 2 n =1

E==1[CFI ThRz e AL CEGUR] & a7 REFAL ¢ TRz o AL CEGUA] =97 BREA] ¢

Im letzten Bild ist das exakte Ergebnis erkennbar:
Fur den komplexen Winkel @=m/2-i-In3 gilt sin(@)=5/3,

umgekehrt erhalt man

arcsin(5/3)= m/2-i-In3 =1,5708 - 1,0986i
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Bemerkungen zu den komplexen Arcusfunktionen

Auf Grund der Periodizitat der sin-Funktion kann das zuletzt erhaltene Ergebnis im Real-
teil mit k-2mw, k= +1, £2, ..., periodisch fortgesetzt werden:

arcsin(5/3) + k-2 = n/2-i-In3 + k-2w =1,5708 - 1,0986i + k-27

und man erh

alt weitere

Lésungen der Gleichung

sin(0)=5/3

= 1,6667 :

Genau gilt hier folgende Festlegung:
Die arcsin-Funktion @ = arcsin(z) berechnet den Hauptwert fiir einen méglichen Winkel 8

mit der Eigenschaft sin(@) = z , wobei gilt: -w/2 < Re(0) < 7m/2.
Damit kann die eingangs gestellte Frage beantwortet werden:

Genau wie im Reellen, wenn man den Imaginarteil auBBer acht 1aBt, liegt auch im Komple-
xen der (Haupt-)Wertebereich der arcsin-Funktion in einem (senkrechten) Parallelstreifen

mit der Eigenschaft:

B S DT
)  1.BEET
sin (moZ2+dn-1ln 32
)  l.BRET
sin (mo2=-28n-11n 32
1.8EET

LT AT (CFLAlCAL WM

-n/2 < Re(0) < m/2

und -0 < Im(0) <

oo

Die entsprechende Aussage gilt fir die arccos-Funktion mit dem (Haupt-)Wertebereich:

0<Re(@)<m

und

-0 < Im(@) < x

Man erkennt spatestens an dieser Stelle, dass es sinnvoll ist, im Bogenmaf3 zu rechnen, da
eine Altgradeinstellung im SET UP zu nichtinterpretierbaren komplexen Zahlenwerten fihrt!

Die anschlieBende Bilderserie zeigt die komplizierte Berechnungsvorschrift flir den Term

arcsin(x+yi) :

cExrandisinT Ca+YL )

cExrandisinl (m+L 0

cExrandisinT Ca+YL )

cExrandisinT Ca+YL )

i
P e e B g ] N

_ _ Jz [ xE—v2+J4xQ'\.E
In| | # b

s

- z
g S 1 anum XY ] +[—LH+—J;’|-

‘!Jz[—x2+v2+J4xzv2+E—x§

e

T b

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

LA T

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

T 2 b

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

T b

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

cExrandisinT Ca+YL )

cExrandisinl (m+L 0

cExrandisinT Ca+YL )

cExrandisinT Ca+YL )

———— ]2
% 2
‘-x+v+13+1] i W

151
L ¥

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

J 1Ez
=T 1 =T - I -

M v 2l s Ry ela H-'2+|: plevZe | It v n_sigmm[,
Ftan i
i e mll: .

[TRIEICALCEGAl e T RFAL T
CEXrF3n Sl +v1 GEIF’EIHEESIH_ ":E"';l;j CEXFRAarn S1r” +51
‘ _HJ: L M ! ‘ L I 1 E' . M L ! .‘ ‘ L n -Eisﬂuml‘
Panll ¥ [ Z 1M : >

H_Jz[xz—vajarxzv O Ze [P de ) —1]-5 13 {2
7

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEHIICALCIEGUAI <90 GRFHI [

cExrandisinT Ca+YL )

cExrandisinl (m+L 0

cExrandisinT Ca+YL )

z
et (=024 Za ] —1]-519-_;

‘ﬁ[H_Jz[xQ—v%LxEv%g

e

2]_
ilj =1.)=ianumi=Y

=

T ¥

'l'2 T

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

T b

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

©)

Im mittleren Teil des Formelterms (arctan-Funktion eines Doppelbruches) wurde das Taschen-
rechnerbild auch nach unten gerollt, um in die Formelstruktur vollen Einblick zu erhalten.
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KAPITEL 10
Wir erkennen folgende interessante Formelstruktur:

arcsin(x+yi)=-i/2-In (BZ+A2) - arctan(A/B) + m/2-sgn(B)

mit

B=x- \/ x? -y +\/4x y2+(-J|;:2+y2+1)2 - 1) -sgn(x-y)/2

=-y+ \/2(-x2+y2+ \/4Jt:2y2+(-xz+y2+1)2 +1 ) /12

Hintergrund zu dieser Formel ist der bekannte Zusammenhang der arcsin-Funktion zur

In-Funktion:
arcsin(x+yi)=-i In(i(x+yi) + 1-(x+yi)2 ) @

Man berechnet im CAS-Men( unschwer die Hauptwurzel

\1-(x+yi)2 =-i\/ x? y + \/4x2y2+(x +y +1) )-sgn(x-y)/2
+ ‘\/2(-x2+y2+ \/4x2y2+(-x2+y2+1)2 +1 ) /12

und

d.h.
A= Re(i(x+yi) + \1- (x+yi)2 )
und
B= Im(i(x+yi) + 1-(x+yi)2 )
SchlieBlich gilt
-i-In(A+Bi) = -i- (In| A2+B? + i arg(A+Bi))
mit

arg(A+Bi) =-arctan(A/B) + /2 - sgn(B)

Damit ist das Geheimnis zur Berechnung der Zahl arcsin(x+yi) gelUftet und bereits
friher dargestellte Formelstrukturen sind in Einzeltermen wieder zu erkennen!

CErrandisinl C¥Ya iy
=inh 1Yo -1

Speziell ergibt sich mit x=0:
arcsin(yi) = i- arsinh(y)
BT T V)

Aufgaben:

10.1. Uberpriifen Sie die auf dieser Seite dargestellten Formelterme im CAS-Men(i!
10.2. Lésen Sie folgende Gleichungen: a) cos(z) =5/3 b) sin(z) =-5/3.
10.3. Berechnen Sie fir z= -2 +\Ei die Werte a) arccos () b) arcsin(z) .
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KAPITEL 1

1

Die hyperbolischen Funktionen im komplexen Zahlenbereich

Die hyperbolischen Funktionen sind dem Grunde nach lediglich Abkurzungen fur Formel-
terme mit komplexen e-Funktionen und demzufolge wie die e-Funktionen periodisch:

w=cosh(z)= (e + €%)/ 2, w=sinh(z)=(e*-e%)/2

und
w =tanh(z) = sinh(z) / cosh(z)
l = 7 LE}ETDEﬁP( LrigloExPlcosh £ LrigloExPisinkh £
n?' 5.'5_;_;? 25 Conhn Py e-g"2
tsolwe 1 4isink-! 2 2

2t factor KR Z:ilanhk

2irFolor .

1:exrpand

[T TAE= 1 o ! [=ianlHyE [FHEA | (&2 TRe=1 & ! [EienlHYE [EHEH

LrigloExriLankh £ solwelll=cosh Ja22 solwelll=sink £, 2 | [solwelll=Lank £, 2 |
o<1 P =—r.osh-10 b} Ol E=sinh-1{l: Bl E=t.anh-1{L} [4]
e [F=caosh-10W 2 B

e +1

Die Umkehrfunktionen (Areafunktionen) dazu sind

z =-arcosh(w) = -In(w+ |

sowie

s —

2
z =arcosh(w) =1In (w+ | w1 )(Hauptwerte),

_
w21

)(Nebenwerte)

z =arsinh(w) =1In (w+ \\‘w2+1 ) und z = artanh(w)=1/21In ((w +1)/(w-1))

Die folgenden Bilder geben einen Einblick in die algebraische Formelstruktur der artanh-

Funktion, wobei wieder zu beachten ist, dass die Umkehrfunktionen mit tanh'1 bzw.

cosh'1 oder sinh'1 statt mit artanh bzw. arcosh oder arsinh bezeichnet werden!

cExrandiLank-l CU+0IL

cExrandiLank-T CU+0Ig »a

cExrandiLank-l CU+0IL

cExrandiLank-l CU+0IL

Inf cue1Z4%)  1nlwZe

2 "

) 1nluZ+c-u+132] [_L
r—p

) | b e

j[gﬁl]+n-sishum(u)]i

> L

* z

LY

vz

[Co TRbaT ot T=ion[HYE [FHEN

- Z
[Co TRbaT ot T oion [HYE [FHEN)

[Co TRbaT ot T=ion[HYE [FHEN

[Co TRbaT ot T=ion[HYE [FHEN

Konkrete Beispiele in Dezimalzahlendarstellung (gerundeter Zahlenwert) im RUN - MAT-
Menl bzw. in exakter Darstellung im CAS-Mend:

cosh Cl+1} }
) B, 833T+E. 98851
sinkh (1412 }
B, 5300+1,. 259831

tanh (1412 }
1.W839+H. 27181

EOEIHF IAHGLISTATFHE [

cosh(1+i)=0,8337+0,9889i = cos(1)cosh(1)+sin(1)sinh(1)i

sinh(1+1) =0,6350+1,2985i = cos(1)sinh(1)+sin(1)cosh(1)i

cExrandicoskh (14100

cExrandicosh (1+L)2

cExrandisinkh (1+L )2

cExrandisinkh (141020

o=01) scoshil i4sindl2

»

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

1i)4=intl}sinh{l1}-1

Al

o=t 1) sinhili+=inil?

[

13+=infl) coshill=-1

A

TEHZICALCIEGUAI SN BSRFH] [ |

[Co TRbaT ot T oion [HYE [FHEN)

[Co TRbaT ot T=ion[HYE [FHEN
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KAPITEL 11

und schlief3lich:

cExrandiLankh (1+1 20

cExrandiLankh (1+1 20

sinhil) coshill

sintl)rcosill =i

(sinh{l})2+{cas{1})2;

i’.siﬂh(l)}2+(cns(1)}2

[Co TRE T ot [59n (A F [FHEEH

[Co TRE T ot [59n (A F [FHEEH

coshnlh 141 ) i
. 1.8613+0. 96461
sinkl (141} )
1.8613+0. 66621

Ltankh-l {141} )
H.4824+1. 81721

cErrand{Lankh-l (1+5 05

[terei[5]+3 )4 ,1n(5)

2 4

[ TFesT o 1 Teion [HF [FIEN

tanh (1+i) =1,0839 + 0,2718i =
(sinh(1)cosh(1) + sin(1)cos(1)i )/
(sinh?(1) + cos®(1))

Nun folgen konkrete Beispiele in Dezimalzahlendarstellung (gerundeter Zahlenwert) im
RUN - MAT-MenU bzw. in exakter Darstellung im CAS-Menu fur die Umkehrfunktionen:

Die exakte Darstellung fir artanh (1+1)
paBt hier in ein einziges Taschenrech-

ner-Display!

simrlifxickErrandicosh

simrlifxickErrandicosh

simrlitwicErrandicosh

cErrandiooskh-l C1+n oo

2
lﬂ[[]414§+3+l4ﬁ—3+1] |

[ B8 B ]

J4Jq§+3 +J4Jq§—3 o

[ J4J4§+3 +J4J4§—3 "

4 M M- 4 1+-t__an-| H = i
2 laBez_lab-z || laB+z_lalB-z
T Tl [T Tl r A ¥ = ] ]
NP DT ) A7 | 8D ) T 2 78 T W 2 0 ]| 8 A e 1
. . . simPlitricEzxrpandicosh| [cExrandicosh-l Cl1+p a0
Die exakte Darstellung fir arcosh(1+7)  Ptan-| — 1 4p_2 1 it
. 4B+ laB-s .|| la5+s l4l5-=
wurde neben cExpand(... mit dem 4 ) it |l 3 i
Befehl simplify(... vereinfacht.
TEHZICALCIEGUA] &30 iERFH] [+ | LB S TRAHF |
simrlifxicExrpandisinh]|simrlitricExrandisink] [Simrlit»icExrandisinh
P L .2 Z P
1m[[ EE+2+1] +[JQE—2 g+1] +[ EE—2+1] ] 2Bz,
Z ZHH Z R [ T - — Y |
z 2 2[5+
r v v Ir =+1 ¥
) . . . simPlitricEzxrandisinhk
Die exakte Darstellung fur arsinh(1+1) PL+tan| ==——1-i *
. 5+
wurde neben cExpand(... ebenfalls mit 7+l
dem Befehl simplify(... vereinfacht.
[Co TREE T = ! [oran HE [EFER |

Auf die formelmaBige Niederschrift der jeweiligen exakten Darstellungen wurde an dieser
Stelle verzichtet. Es bleibt dem Leser Uberlassen, dies in ausgewahlten Beispielen vom
Taschenrechner-Display abzuschreiben, sofern dies von Interesse sein sollte.

AbschlieBend erinnern wir an die nicht vorhandene Eineindeutigkeit der cosh-Funktion.
Die cosh-Funktion ist bekanntlich eine gerade Funktion, d.h. cosh(z)=cosh(-z) fur alle z.
Deshalb hatte die oben betrachtete Gleichung w = cosh(z) auch zwei Lésungen und es

wurde bei der Umkehrfunktion zwischen Haupt- und Nebenwerten unterschieden. Dies
alles gilt nicht nur im Reellen sondern auch im Komplexen unveréandert!

cosh Cl+1} }
H. 833T+E. 98851
cosh {-1-1 }
H.B337+H. 98891

EOEIHF IAHGLISTATFHE [

coskh T1-1) ]
A.8337-H. 38591
cosh (-1+12 )
H.8337-H. 38591

EOE HF [AHGLISTAT[FMHER] [- |

coshn Ll+rirscosh (-1-1

simrlifricExPpandlcosh

cosh L-l+1t-cosh t1l-1

simrlifricExPpandlcosh

coshil+i}
cosh(=1-12

[Co TRE T ot [59n (A F [FHEEH

1

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

coshy{=1+11
coshil-12

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

1

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [
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KAPITEL 12

Komplexe Polynome, deren Nullstellen und Faktorisierung
in Linearfaktoren

Wir erinnern uns zunachst an den Fundamentalsatz der Algebra, der aussagt, dass ein
Polynom n-ten Grades genau n Nullstellen besitzt, wenn man die méglichen Vielfach-
heiten der Nullstellen beachtet. Uber jede dieser Nullstellen des Polynoms ist dann ein
Linearfaktor festgelegt und es gilt insbesondere:

1, +a;z+a

0

p,)=az" +a, iz a,&-25)@-2¢) - @-2,,4)

Sind dartber hinaus alle Koeffizienten reell, treten komplexe Nullstellen nur paarweise als
komplexe und konjugiert komplexe Zahlen z, und Zk auf und es gilt: (z-2;)(z -Zk) ist
ein quadratisches Polynom mit reellen Koeffizienten.

Beispiel:

Das Polynom ps(z) = z6-1 mit reellen Koeffizienten ist in seine Linearfaktoren zu zerlegen.

AnschlieBend ist eine Faktorisierung mit Linearfaktoren und quadratischen Faktoren anzuge-
ben, die ausschlieBlich reelle Koeffizienten enthalten.

Lésung:

Im SET UP des CAS-Men(s sei zundchst der Answer Type: Real voreingestellt. Dann erhal-
ten wir sowohl mit dem factor(... - Befehl als auch mit dem rFactor(... - Befehl das gleiche

reelle Ergebnis:
HLEE!

Hrale

1R 13y B

ps(z)= z6-1 = (z-1)(z+ 1)(z2 -7+ 1)(z2 +z+1)

E=aICH
taclorls"E=11

tacloris™B=10 rRacLori s e=11 rractorls"Ee=12

e7—11e2+13 (22241 ) (72
b

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

P41 (22241 ) (224741
"

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

tZ2=13¢2+11 (222411 (22
>

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

P10 (22241 ) [ 224241)
4

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

Mit der Voreinstellung Answer Type: Complex zerlegt der Root-Factor-Befehl unter Aus-
nutzung aller komplexen Haupt- und Nebenwurzeln das Polynom in seine Linearfaktoren:

Hrale :Fad rEacLorCs =11 rEacLorCs =11 rFactorC . E=121
== sLomelex - - - - N
e e el [z 4zt (2= BEL [ b [0 =B [z =Bist i ] [ Bict ], Bt
|

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

[EEaTCFEL] (TERZICALCEGUAl = an lRRFAL T 1| [TEHGICALCEGUAl =90 BEFAL T 1

Ps) = 2-1= @-1)- (-1) (& (1+]3)/2) (& (-1+(3)/2) - (1-3)/2) (z- (-1-(3)/2)
ah = (2-24) -23) (2-2,) (2-25) (2-25) (2-2y)

zy=1,2, =(1+\E)/2,z2=(-1+\‘§)l2,z3=-1,z4=(-1-\‘§)/2=22,z5=(1-\3§)12=21.

Die Indizierung der z; entspricht hierbei dem Index des Winkelraumes D, , in dem z, liegt.

© CASIO Europe GmbH Norderstedt

Paditz: Komplexe Zahlen 53



KAPITEL 12
Das gerade betrachtete Beispiel verdeutlicht zwei Effekte der Displayanzeige:

1. Jeder Linearfaktor (z - zk) wird in der Form (z + (-zk)) angezeigt, so dass beim Able-
sen der Nullstelle das Vorzeichen gedndert werden muf3.

2. Die Reihenfolge der Faktoren entspricht nicht unbedingt der im Kapitel 5 eingefihrten
Indizierung der Haupt- und Nebenwurzeln.

SchlieBlich darf nicht unerwéahnt bleiben:
3. Nicht jede Faktorisierung gelingt im CAS-Menu, wenn die Nullstellen z.B. nicht exakt
darstellbar sind oder die Hintergrundprogrammierung des Taschenrechners tberfordert

wird (z.B. Faktorisierung von p3(z) = z3 - 3z2 + 7). In diesem Falle kénnen die (komple-
xen) Nullstellen unkompliziert im EQUA-Menu aus der Nullstellengleichung des Poly-
noms ermittelt werden.

Wir bleiben beim eingangs betrachteten Beispiel und I6sen die Nullstellengleichung des
Polynoms mit dem solve(... - Befehl exakt im CAS-Menu und erhalten die bereits oben
angegebenen Nullstellen in der Reihenfolge 25,24 ,2, = 22 29, Zg = 21 und z,:

Solwel s B=1=Ha 20 | [Eolwels"E=1=H, 20 solwel s E=1=H, 20
F——1 ol & 3 1 & n Iél 1L &
g E=—=—5 0 p=d21, 1
?3_21 L~ = +2 [E
—- ]' —_—
P o i
ThR: IC AL HEGUA] =90 RREA] & ThR: IC AL HEGUA] =90 RREA] &

Mit dem expand(... -Befehl wird kontrolliert, dass die Linearfaktoren (z - zk)(z - Zk) in der
Tat ein reelles quadratisches Polynom ergeben:

Er LIS by R L | eI s R LS b R ] | B LT s b B P | B s R P TGl o R D)
T ) g R g e G
TEHEICELCEGUal =qn BERFHL O | LELEL S0 [E-aHsl | TEH |l:F|LaEIkUF||E"II'I EEFAL T TEH |':-FILaEG!UF||Eﬂﬂ EEFHAL T

Wir begeben uns jetzt in das EQUA-Menu, um im hier betrachteten Beispiel die Nullstellen-
gleichung des betrachteten Polynoms zu I6sen. Wir haben dort im SET UP verschiedene
Méglichkeiten der komplexen Zahlendarstellung der gefundenen Nullstellen. Im Eingangs-
fenster des EQUA-Menls bedeuten:

F1: (eindeutig lI6sbares) lineares Gleichungssystem (mehrere Gleichungen ,gleichzeitig®)
F2: Nullstellengleichung zu einem (komplexen) Polynom (Gleichungstyp ,polynominal‘)
F3: (reelle) L6sung sonstiger nichtlinearer Einzelgleichungen

Vorab ein provozierter Fehlversuch, Uber die F3-Auswahl eine nichtreell I6sbare Gleichung zu Iésen.
Bei vorgegebenem komplexen Startwert singnalsiert der Recher einen Mathe-Fehler (hier bedeutet
dies: kein zulassiger Startwert), dann scheitert der Rechner bei der Suche nach einer (reellen) Lésung.

LHleichuna Func Trre s r= Eas 274+ 18=H | e
Hrale tFRad 2=1
B Lower=-3+39 Il Ma-Fehler
TxF wakhlen 1srlav tF1x UrFPer=9+39 B )
FliGleichzeiltig Dracken Sief[ESC]
FeaiFol»nominal

Fiilasuna

F T [T, LT |

ESt-d+15=0 Ear 2 4+16=0 , , ,
W _fio1eE. 085838 In jedem Fall muB der Nutzer die Ergebnisan-
OPPor—3c +35 Rat—g o0 zeigen des Rechners korrekt zu deuten verstehen

und entscheiden, ob ein brauchbares Ergebnis

Err. wers. 2LERE] ; irdl
e Ema| BT angezeigt wird!

54 Paditz: Komplexe Zahlen © CASIO Europe GmbH Norderstedt



Komplexe Polynome, deren Nullstellen und Faktorisierung in Linearfaktoren

Lésung der Nullstellengleichung des oben betrachteten Polynoms 6. Grades z8-1=0:

Folrnominal aisb+a153+ s s +36=H ansB+S1x+e = s +3E=H ai/B+a1 st s s +3E=H
Ot a0 4l a2 FERE]  aa au a5 a6 + 4 au a5 46
Gradl4~3817 I i i i r i i o N r ] ] 0 [EEEE
n= &
Grad? 1.8664| [-1 1. HHEEE 1 EH. HEEEL
-l | ECITICELAT CLE | ET ECITICECAT CLE | LT

Man beachte in der Displayanzeige die umgekehrte Indizierung der Koeffizienten, z.B. a,als Koef-
fizient fiir x". Ergebnisanzeige in exponentieller Darstellung und Winkelmodus Altgrad (SET UP):

R

|

anH5+a1ﬁ5+---+as=E

1
0.3333253.333:
0.33332-59.33:
0.33332113.93:

o

"E]EE.EBEEi

2

u

EEFT

anH5+a1ﬁ5+---+as=E

1 1
0.3333253. 393
3| 0.3333e-53.33:

O0.33332113.33:

1. HEHEEeEH. BABAEL

N\

auH5+aii5+---+aE=E

O0.5399€-59.93:
O0.935921159.93:

12-120i
059399180

El
7]
5
B

EEFT]

. FHHREL BH. BEEEL

" . B+ Bdes s +OFE=
Anordnung der Lésungen im mathema-  [2""" 3% 6=l
. i : .
tisch posnllven Drehsinn entsprechend My
der Lage in der GauBBschen Zahlen- 3 0x3333¢ 53,30
ebene (DIN-gerechte Winkelangabe!) - 1. 8868

~_ >

2
E|
1]
5

anH5+a1ﬁ5+---+as=E

0.3333253.333:
0.33332-53.33:
0.33332113.33:

!.EEEEE- 26, BEHEL
EEFT

E|
u

EEFT

anH5+a1ﬁ5+---+as=E

0.33332-53.93:

1
2| 0«.3333253.333:
0.33332113.33:

1. H8EBE-&H. BHEEL

Anhand der Ergebnisanzeige stellt man wieder eine etwas andere Reihenfolge fest:

4)

2.Nebenwert zz

2)

6) | 3. Nebenwert z

3

=-1

- N\

~_ >

1.Nebenwert 7z

1

Hauptwert Zg = 1

—
~—

)
~

konjugiert komplexe Zahl zu z

3)

2

konjugiert komplexe Zahl zu z

Ein weiteres Beispiel:

auH5+aii“+---+a5=E

Lésung der Gleichung i tesE
5 z 1e-3Ei
22+1=0 3{ |e-|ua.}
: - MelE=. HEEEL
im EQUA-Menli ==
auH5+aii“+---+a5=E
El 18-3Ei
3 1e-108;
U
5

1
auH5+aii“+---+a5=E
1
z 18-3E:
3 1e-108;
y 12108;
1. 0680HEZE . BEEEL
EEFT

N Man beachte wieder die

~_ >

DIN-gerechte Winkelan-
gabe

anH5+a1ﬁ“+---+as=E auH5+aii“+---+a5=E
1 1236i 1 [LEL
2 |e—35i] E{_Elﬂ
3 3 12-108;
u 12108} [’} IEI0B:
1. 808RE~- 108, BEEEL 1. BB0RAE-36. BEEEL
FEFT EEFT
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KAPITEL 12

Fur das zuletzt betrachtete Polynom 5. Grades gelingt die vollstadndige Faktorisierung im
CAS-Menl nicht:

: rEacLorf ™o+l
prswer Twee foomilex Hezpry (2923422 -741)
Cealrad TRz [oAL CEGUA] &9 BREAT & 1

Jedoch gelingt es hier wieder, mit dem solve(...

-Befehl die exakte arithmetische Darstel-

lung der Wurzelwerte in der Reihenfolge Z,= -1, 2312452412, anzugeben:

soOlwels ot 1=Ha 2 |

solwels oOtl= B Z)

soOlwels ot 1=Ha 2

SDlue{Z at1=Ha. 20

T
TEH: 1% Al o1& o il = 911 FRFoE ol D-

] =9  —a47q¢ *H

-[z5 5+191 J; c11 25+1al 5.1 a
174

'JEJ’+1131 5.1 u e _+ ¥

TEH: IS AL CEGLA 'E“ll'l EFHI [

b _ SO W L F 3 E|

B l ER
-[-25+1mi_ 5.1

= 4 gty B

hr _ T
IEH itﬁLaEQUH'E‘lH GEFHAL T-

—JEJ—+1E|1J— 1 ‘m
4 ER
J—z +1@1J’1 A

44

IEH |l:P|LaEC!UF||'E'=|h BEFAL T

Vereinfachung der Einzelergebnisse (Gleichungen 2 bis 5):

simElifxieanisry

simPlifwiggniii

simeElifxieanidis

simElifxieaniary

=J2[5+16i-5+1 _Jz2/5+18i-[5+1 -l-2E+1mi+5+1 -25+18i+/5+1
- 1 5| E——4 H E ) g E 1 H
[TEH: el Eata ear GEFAL ¢ 1 [CLRl =0 A [T | (LR =W Trama [Tl LR = Transl 1
Vergleich mit der trigonometrischen Darstellung (Winkelmodus auf Altgrad eingestellt!):
simPlitxicos -1HE+1si|simPrlit»icos IME+1s1n] |samrlity{cos -S6+1s1in] [simrlit¥icos SR+1S1K
-[25+10i-5+1 [25+1ai-5+1 -[-2E+1@i+5+1 [-25+10i+5+1
E) 4 4 E)

%3 Z4 24 %o

LRIz TRAM Tl LR =W [Fan [T | (LRI =w Tranzl [T ThHzICAL CE LAl &9 REFAL ¢

Mittels dieser Wurzelwerte (komplexer und konjugiert komplexer Wurzelwert) kénnen dann die ent-
sprechenden Linearfaktoren (z - zk)(z - Zk) zu den gesuchten quadratischen Faktoren mit reel-
len Koeffizienten ausmultipliziert werden, indem folgende kombinierte Befehle angewendet werden:

collect(simplify((Z-eqn(5))(Z-eqn(4))),Z) bzw. collect(simplify((Z-eqn(3))(Z-eqn(2))),Z)

collectisimrlifteils—g| [gantolrris—eanidrar 20| [collechisinplitxifs—g] [eantirsis—eqnidrri, 20
=724 [_J‘ 1]2+1 m| f=z2+ [ =15 1]2+1 m| fp=z2+ [J‘ 1]2+1 m| =22+ [J‘ 1]2+1 m
TEHEICAL ClEaATEgr BRFHT - | [CLETZ0 [Fadsl T 1 [CLE =0 TEans [T 1 [cLETZu TRans [T

Damit lautet die reelle Faktorisierung z°+1 = (z+1)(22- ({5 +1)/2z +1)(z2+ ({5 -1)/ 2z +1).

Hinweis: Anwendung der Faktorisierung bei der Partialbruchzerlegung (Integration) gebro-
chen rationaler Funktionen.

Aufgaben:

12.1. Untersuchen Sie die Nullstellen des Polynoms p,(z) = z° -

eine moglichst genaue Zerlegung in Linearfaktoren an.

372

-7 und geben Sie

12.2. Zerlegen Sie das Polynom p,)= z4+161n komplexe Linearfaktoren und geben
Sie anschlieBend eine reelle Faktorisierung an!

12.3. Faktorisieren Sie das Polynom p_(z) = z7+3z5+52%+3z%-23-5z%-4z7-2.
12.4. Welches reelle Polynom ps(z) mit besitzt die Nullstellen 2ei360, 3e%5°und 0,5ei6°o ?

56 Paditz: Komplexe Zahlen

© CASIO Europe GmbH Norderstedt



KAPITEL 1

3

Komplexe Fourierreihen und Integration
(Parameterintegrale)

Eine wichtige Anwendung der Integration im CAS-Menu besteht in der exakten Berech-
nung von komplexen Fourierkoeffizienten, das hier am Beispiel erlautert werden soll.

Beispiel:

Die Einweggleichrichtung sei durch die Funktion y=f(x)=-(cosx+| cosx|)/2 gegeben.
Die Periodenlénge T betragt T =2m. Die Amplitude h > 0 sei fest vorgegeben. Wir sehen

uns zuerst eine Graphik im GRPH - TBL-Men an, nachdem das SET UP entsprechend
eingestellt (Bogenmaf3!) und das Betrachtungsfenster eingerichtet sind:

W EetrachlLunsstensher
omFlexr Mode:a+hi

Coord 10n max =

Grid HIIR & =cales 2

Ares 10k dot.  fH@.1538T73H15
Lake]l HIIRE Yminm i-H.3

Displax Fixd maxr 1.3
[DEaFadlaral INNNEIGETeET0 [ Rel]
HratikfunkL. s %= HratikfunkL. s %=
Yi={cos =+Aks cos =37| |Y1l=cos =+ARkbs cos =i3-2
b I=H L=

Y3 L EH

v LEH

Y5 L

b 1=H b 1=H

Yl [xtnlytnl dm | Yl [xtnlytnl dm |

k
Die komplexe Fourierreihe lautet f(x) = s(x) =
k

T/2

Yi={cos s+HBsS cos ~a-

AW WA

=0. SUNIN:3058

= o0 .k
> ¢ €Y mit @=27/T=1,

==-00

T2

¢, = 1T f f(x) e P dx =1/(27) fh-cosx-e'ikxdx

Die Berechnung von ¢

kann im CAS-Meni erfolgen:

-T/2

-m/2

JOCHCOS mdei-1K=ERI . M,

Hr s fis e IMa . ST

T
k |§
-
v 2

le ¥y cazcin) Gk

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

LI T SR
k4 '_l' T

CLF [ =0 TF-AHz [T

JULHCOS mrel-LE=Rd: M,

Mt g e Mz WSS LATY

(Ohne zusétzliche Hilfe- b e T Hecosti L gt pleTM Hcoztin T dx 4
stellung wird die Integration 2 M e
nicht ausgefiihrt.) n o
TEHEICALCIECUAl 90 GRFHT [ | CLET S [F-ANFE |
JilriglobExzriiHoos el [JiLrigloExriiHoOS sie| el -LKEmadams o ollo o oM | [Ad 02 F =a ol s OIS LZAMDS
R . 2l 1 R 1 2l
“e®i]™ pi lemFigl fg [fe¥i) Hi+[ & lﬂ+[Jﬁ_“K1] Hi+£r 1ﬂ+[le‘“'{1] Hi
1 -1 -1 || 1 -1
T ] (2L 2[R o | 2ic[L+1] o b 2[ZLei]e i
TEHEICALCIEGUA] <0 SREFHI [- TEHEICALCIEGUA] <0 SREFHI [- LR =0 TFanzl T LR =0 TFans T
=LK ®RAN oM = O w N
. . . . LA 3 LI L = Al
Als ungiinstig erweist sich der VE+W+L
trigToExp(... -Befehl im Integranden! v 5 it H @
n
CLE W IEAH T
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KAPITEL 13

Mit dem expToTrig(... -Befehl im Integranden erhalt man ein unerwartet einfaches Ergeb-
nis, das mit simplify(Ans) noch zusammengefal3t werden kann:

JigrrlolrigiiHoos mie| [Rid:ms = Oa 0 OIS UMD TR
nk nk Mk Mk
cos( G )-H cos( T )H | [cos[ 5] H cos[Z] -4 cas[ ] -H
K+1 =-k+1 f+1 =-K+1 ﬁ @
s o1 ml—K=+1
THU: e AL CEenl =90 REFAL T 1| [ThH: &AL CE Al =50 RREFAL T TR AR T TR

Damit sind die Fourierkoeffizienten C, berechnet fur alle k mit k2 # 1, z.B. €= him.

Im Fall k%=1 werden ¢, und c_, gesondert berechnet, indem zuvor der Parameter k
mit 1 bzw. -1 belegt wird. Wir erhalten ¢, =¢_; = hia .
14K IilrigloezriiHoos wre| [=1=+K JiLlriglokzpiiHCOsS mie
1 H -1 H
E} El
ZLE W 1E-AH LG HIcLET S [F-ANE | IV CLEL Si [F-aHE I - UICLRI Z0 [FaHsl [T
SchlieBlich gilt, falls k eine ungerade Zahl (k # =1) ist: C, = 0.
Fur k = 2m (gerade Zahl) gilt cos(km/2) = cos(mm) = (-1)™.
Damit lautet das Ergebnis wie folgt
. . m= w .
fx)=sx)= hir + h-(€*+e™)4 + kit > (-1)"/ (1-4m?)-&'2™
m= =00
m#0

m = o©

= hit + h/2-cos(x) + 2him 1(-1)'“/(1-4m2)-cos(2mx),
m=

wobei es sich bei der zuletzt angegebenen Fourierreihe um die reelle Darstellung handelt.

Was lehrt uns dieses Beispiel hinsichtlich der Berechnung der C, ?

Eine ungeschickte Wahl der CAS-MenU-Befehle kann die Aufgabe fast unlésbar erschei-
nen lassen, hingegen kann eine geschickte Nutzung der CAS-Befehle zu schnellen Ergeb-
nissen fahren. Hier muBBte man einfach ausprobieren, ob der trigToExp(... -Befehl bzw.
der expToTrig(... -Befehl fir den weiteren Verlauf der Rechnung giinstiger ist. Eine gene-
relle Empfehlung dazu gibt es nicht.

Somit wird erneut deutlich:

Der Taschenrechner ist ein Hilfsmittel und es liegt in der Verantwortung des Nutzers, die-
ses Hilfsmittel vorteilhaft einzusetzen. Manchmal ist es hilfreich, die Aufgabenstellung in
kleinere Teilschritte zu zerlegen und dafir dann den Taschenrechner vorteilhaft einzuset-
zen. Bei zu groBen Formeltermen kann es leicht passieren, dass beim symbolischen Rech-
nen der verfugbare Speicherplatz nicht ausreicht und der Rechner ,h&dngen® bleibt.

Wir betrachten abschlieBend die ersten Partialsummen im GRPH-TBL-Men( und missen
dazu eine passende Betrachtungsfenster-Einstellung finden, indem verschiedene Ein-
stellungen ausprobiert werden. Das kann uns der Taschenrechner nicht abnehmen.

LGratilkiunkL. i %Y= EBratiktunkL. Y= HratikTunkL. t¥= HratikTunkL. t¥=
= Y181l-m+cos mA2 Y18l-m+cos =72 Y18l-m+cos =72
SMFCOS /S 2+FLC0S YWi=ho2+2cos (2R3 |Y2R1 m+cos B2+ 2cos YZBl-m+cos wo2+2cos
YIBl-m+cos KOZ2+2cos Yi@lr-m+ocos moZ2+Z2cos Yi=mr=Zcos CdxaA010m2| |YEElSm+ocos ROZ2+ECos
Egalfn+cns me2+2oos 3%?1#n+505 e 2+2oos Eg?lfn+cns me2+2oos ngn)+2505 CERIACI0m)
YE: YE: YE: YE:
[FELTCEL ITrPElGmrioern] & 1l Do TFn [etnlwenl =n 1 Tolre [mtrlvenl=n | Tolre [mtrlvenl=n |
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Komplexe Fourierreihen und Integrale

|BELPEGHLHH95fEHSLEP
max s

scalesl

dol. B8, 15873815
“mim -0, 4

max

INITFIGETolTe [Rel]

Y1=1l/m+cos w2

We=1l/m+oos w2+ 20os L

A

P

"'=0. SHANG | 033 |

=0. 5001519316

Das erste Bild zeigt das SET UP. In den folgenden Bildern werden die Achsen ausge-
schaltet und das Betrachtungsfenster angepaf3t:

|BELPEGHLHH95fEHSLEP
max s

s Rad
Comrlex Nade a+b1
Coord

Hrale T

scalesl Grid fo

dol. B8, 13873815

Ymin  f-H.Z abe 07

max 1.1 LisFplax tFixd

INITITRIG(ET o ETe [Rel] "NvE ITZ4 v=0, 50015 | 9316

Ya=1lo/mtoos w2+ Acos K

Wi=1l/m+Ccos w2+ 20os L

UL

wAd=1-m+cos wS2+200S L

UL

=0 SCTHIIUIUS

'=0. SUS35H | 028

Yo=lomtoos w2+ Acos K

JUM

Y'=0. 5UGHZH33 | &

Ye=LCoos s+HbS Ccos s/

JUYL

'=0. SUD30=3058

Das letzte Bild zeigt noch einmal die Ausgangsfunktion fur die betrachtete Einweggleichrichtung.

Aufgaben:

13.1. Entwickeln Sie die Rechteckkurve f(x)= sin(7z:x)/| sin(7tx)| mit x # 0, =1, =2, ...,
in eine komplexe Fourierreihe! Geben Sie anschlieBend die zugehdrige reelle Fourier-

reihe an.
Variakhle TERER EelrachLurnastensler HratikfunkL. s ¥=
YiB8=sin {n%)fﬂbs =ik

raF LANG Fl max

Dwal Screen s0ff aletl :

Simul Grar off dDL 1E.@TSEEOET ydq:

Derivabive aff Ymin - Li=H

Backaround Mone n max =2 b 1=H

TonlElet THIINEG s To ETo T ReL] [ZELTCEL ITTPE [GMEMICERGT & 1|

Yi==s1n (anIHbS

sim L] [¥1==s1imn Cm~i1-HBS

L

m=llert, eingehen

|

L

k=n ¥ZERENE

p=a VZEREDE

13.2.

Beschreiben Sie f(x) mit
einer vereinfachten Formel!

Entwickeln Sie f(x)= (Intx-Intgx)Fracx- (1+Intgx-Intx)(1-Fracx)+1/2 (Sdgezahn-

kurve) in eine komplexe Fourierreihe! Geben Sie anschlieBend die zugehdérige reelle
Fourierreihe an. Beschreiben Sie f(x) mit einer vereinfachten Formel! Charakterisieren
Sie die Art der Unstetigkeit (einseitige Stetigkeit?).

EelrachbLurastensler

max

EAratikfunkL. Y=
Yi=sin (mE3~Abs =in

HratikfunkL. s ¥=
E%fsin Cm=a~Abs sin

HratikfunkL. s ¥=
E%fsin Cm=a~Abs sin

A

k=n Y= -1.5

E:=n. w=i.

L
scalesl L EH Ya: L IEH
dot, i8.831746683 w Yd=x={1+Inta H=-Int =) |Yd4=x3{1=-Frac =3+.3
Yminm i-1 B Li=H Yo
mar =1 Li=H YE: b 1=H
NN T e Te [Ren] [ZELTCEL [TTPElMEmEaT & | o LEn mtnlvenl =l Tolre Ftrlvenl=nl
YEd={Inl m=1nLa =IFrac]|¥d=CInL ==1InLa =iFrac| |¥Y4=CInL H-%ntg maFrac] [Y4=CInl m=-InLs =iFrac

am=llert. eingekhen
=il

—

-
E=n

V=-0.5

o

k=1 Y= -1.5

Stellen Sie die ersten vier Partialsummen der Fourierreihe graphisch dar!
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KAPITEL 14

Analytische Funktionen und partielle Ableitungen

In der Funktionentheorie werden komplexe Funktionen w = f(z) mit z =x+yi dahinge-
hend untersucht, ob diese komplex differenzierbar (regulér, analytisch, holomorph) sind.
Dazu sind partielle Ableitungen zu bilden und die sogenannten Cauchy-Riemannschen
Differenzialgleichungen zu Gberprifen. Im Reellen lauten diese wie folgt:.

/35 Re(f@) = 9/, Im(f@2) und  9/5, Re(f(z)) = -9/3, Im(i(z))

Dies bedeutet im Komplexen:

/35 1@) = -i-9/3, 1(2) und es giit ¥2) =9/, 1(2) = /3, 1(2) = -i - 95, 1(2)

Wir speichern im CAS-MenU zunéchst einige symbolische Variable und Formelterme ab:

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

H+¥!+Z CHibs Facs sl cEx?and{m}
+Hi1 E I -1 w=z
s ' . .

(konjugiert
komplexe Zahl)

TR AL cEaal = an BEEAL & 1 oo Taes [ = 1 Ismen Hwr IEMEM] [IEHEIGALCIEan Al = Ir REEAL T

CaFI A H cExrandiHs [N -] cExrandiBr

o [t s
Tl - ClEeYal s .| -
T S L ALY b
2 2

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

T i omlly=C

cExrpandilh

[ 1seavin 22 242
CLF L IEAH T TEH |':-FILaEG!UF||Eﬂﬂ GEFAL

A = Re(2) (Realteil einer Zahl)
B =Im(z) (Imaginérteil einer Zahl)
C = Abs(z) (Betrag einer Zahl)

Beispiele fur komplex differenzierbare Funktionen:

diffisin £.m4

simrlifxi-1=diffisin

1Al TT(s1n Lava)

o= LY LD o= YLD o= YLD
TEN: AL clE U Al &9 REEAL & TER: L AL CEGRAl =97 BEEA] ¢ CLRE ST TEAM |

A1ffiln Samt

simPlif=i-n=diffdln £

miRdiffiln Lol

1
R

1
R

1
At

CLEI T4 [RAH 1 G 1

CLET L [F-AHE | I

CLET S0 [RAHE]

f(z)=23-322+¢€°, f(7)=3z2-6z7+¢€":

f(z) = sin(z)
(z) = cos(z)

f(z) =In(2)
f(z)=1/z

©

d1ff A= etasamt

Hiffis™S=trctes, mh

simPlif=i-p=di ffis"5=

ROLffL s a=drctes, v s

5 Y L) D Y L e Y
>

L 7 C O e T L
"

5 0 L CmE—EN e T L

5 Y L) DB e TV L

CLEI T4 [RAH 1 G 1

CLET L [F-AHE | I

CLET L [F-AHE | I

CLET S0 [RAHE] [T
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Analytische Funktionen und partielle Ableitungen

Diese Beispiele zeigen, dass einerseits die Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen
erfullt und andererseits die vom Reellen her bekannten Ableitungsregeln gelten. Beim sym-

bolischen Differenzieren wurde ausgenutzt, dass die Variable z den Term x+yi enthalt.

Beispiele fur nicht komplex differenzierbare Funktionen:
Wir betrachten die Funktion f(z) = (abs(z))?/z =z und stellen fest, dass fiir die partiellen

Ableitungen /5 f(z) = 1% -i -3/ay f(z) = -1 gilt. Damit ist f(z) =Z nicht differenzierbar:

difTicExPpandiiHbs £i*

LHES She s, mh

simPliftyi-L=diTTLCcExP

cExrandiiHbs Zics s,

1

1

TEHEICALCEGUAI N BERFHl [ |

CLEI S [F-AHE [

—1

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

—1

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

Ebenfalls nicht komplex differenzierbar ist die Funktion f(z) = abs(z) = |z | . Firr die partiel-
: 0 _ _j.0 =i
len Ableitungen gilt: /ax fr)=x/lz| # -i /ay f(z) =-iy/ Iz|

cExrrandiHbs A3

diffickExrandiHhs Z.x

simrlifxi-1=diff{cExr

cErrandiHbsS Z3. Yy

[rZ g2 i & S
[Za2 iy IRV
ThH AL e U AT = aF BEFAL ThH: IS AL G EGUA = an BREFAl & ThH: IS AL G EGUA = an BREFAl & CLEISu [FEH [T

Wir sehen uns dazu weitere Bilder im CAS-Men( an:

Hbs & cExrandiHbs £ 1T ime+yea, m simPlifxi-1editiilime
OE -
L=+l |K2+'-.’2 EH - ;'12
[:24e 2y
(o Tree [ = ' [=ion [HwE [FHEM] [ThHE ICAL CEGh Al =95 BRFAL G TRz o AL CEGUA] =97 BREA] ¢ TEHEICaL ClEaATEIr BRFHl [

Die folgenden Bilder sind in diesem Zusammenhang nicht erfreulich, da es den Anschein
erweckt, dass die (reelle) Funktion f(z) = abs(z) = |z | (komplex) differenzierbar sei:

Al TfeHbsS o,

simPlifri-L=diTTiHES

o e P SRR

Al ffeHbs &, 20

= ianum i S+YLD

ST

=1 arnum CA+Y LD

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

=1 arnum CA+Y LD

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

= ianum i S+YLD

®

TEHZICALCIEGU AN &9 SRFHI [

Wir Uberlassen an dieser Stelle dem Leser die Untersuchung der Funktionen f(z) = Re(z)
und f (z) = Im(z) mit Hilfe der oben eingefiihrten komplexen Terme A = Re(z) und B = Im(z2)
und weisen erneut darauf hin, dass bei einer ungeschickten Wahl der CAS-Befehle die sym-
bolische Rechnung mdglicherweise nicht zu dem gewlnschten Ergebnis fuhrt! Es handelt
sich hierbei ebenfalls um nicht (komplex) differenzierbare Funktionen.

Analytische Funktionen sind in Taylorpolynome entwickelbar und auch integrierbar:

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

L@FIDP(EZ:Z:4:}} | LaylaP{ezngdgl) Larlories: fad 00
edcarvi-in?t elomevindl [oavi-idd edceevi-in? | pi-ix2, { |
i t FETCHHYY LD +E
o ] o la ] 2 > 3

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

©

JLS1n Cada 1=1a1+1 2

Jhe™S=arr+ed, 20 1=1. 1+

CExrpandl /e ™3=320+E0,

IR R L TR

[Fesintl}«sinhil1} -1

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

[Frsintl ) =gi-d1

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

(Zesintl} =421

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

Oy ind

Tty TtV

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [
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KAPITEL 15

Graphische Darstellung von Punktmengen in der
GauBschen Zahlenebene

Nachdem es im letzten Kapitel zur komplexen Analysis etwas abstrakt zugegangen war, soll
es nun wieder recht anschaulich werden. Es sollen einige Beispiele zur Darstellung von
(Punkt-)Mengen in der Gaul3schen Zahlenebene betrachtet werden. Dazu werden die Un-
gleichungen oder Gleichungen zur Festlegung der Punktmengen zuerst im CAS-Menu
so umgeformt, dass die entstehenden (reellen) Funktionsterme dann im GRPH-TBL-Menu
ausgenutzt werden kdnnen.

Beispiel:

Man Fs)kizziere die folgende Punktmenge M in der komplexen Zahlenebene. Hierbei ist M
durch eine Ungleichung charakterisiert: M = {z][z-1] < 2}.

Loésung:

Zuerst wird die Ungleichung im CAS-Men( ausgewertet. Dazu wird in z der Term x +yi
abgespeichert. Dann wird der Term |z-1| = Abs(z-1) (linke Seite der Ungleichung) mit
cExpand(... vereinfacht, gleich € gesetzt (mit 0<€<2) und schlie3lich nach y aufgel6st:

AERLES cExrrpandiHbs (S=112 cExrrpandiRBbs (S-12=F solweteanili, W |
FOvE
Vi Ty PRy (=124 2=F ol fr=—l-Z+zieEZ-1 2

i T 3

[Co TREs [ = ¢ [sion Her [PHen | (TR TEALCEGUA=an BRFAL T 1| (o0 TAes [ ot Tsien HwF [FCEN |
Wird die Gleichung 1 auf jeder Seite quadriert, erkennt man unschwer eine Kreisgleichung
mit dem Mittelpunkt P(1,0) und dem Radius R = € (mit 0<€<2). Mit solve(... wurde

eqn(1) nach y aufgelést und man erkennt leicht: eqn(2) beschreibt den unteren Halbkreis,
eqn(3) den oberen Halbkreis.

Der solve(... - Befehl selbst kann die nichtlineare Ungleichung nicht auflésen, vgl. eqn(5).

cErrandiHbs (=137 | |solweleqnidi,¥a | [LcExrandiHbs Cr=1dacc| [Hhs (L=13acdAc |
[one-11Z4vZ ¢ al Hew-1324v2-2m gl [ex-1224 2 <a Bl [sx-1>7+v e B

LRl =W EAA [T
Mit der Eingabezeile (cExpand(Abs(z-1))2 <22 erkennt man die Kreisungleichung als

eqn(6). Damit ist anschaulich klar, die Punktmenge M ist eine Kreisumgebung (ohne Rand)
um P(1,0) mit dem Umgebungsradius €= 2 . Wir wechseln zum GRPH-TBL-Mend(, da es
im CAS-Men( selbst (im Untermeni GRPH) nicht mogllch |st y-Terme einzutragen, s.S.67.

|GPaf1kfunkL sy EHratiktunkL. 2%
I

?15!(4 (=132
Yt
b =H
YE:

= Vs ] | [wEs :
[CEL BersWGritriceat ] - 1| [SELTCEL [TTPE [GHEMICEAWT T 1| =W TYHE Hmmrmnl“

|BELPEGHLHH95fEHSLEP Yiladid=0m=1ac1 =l = k=111
max = 3.

scales
dot  1@.H3963253
Ymim  f=2.9

-ME
yS!
YE!

| CEL [TYFE IGHEAIDEALWT [- |

=

Kreise als Ellipsen?
max 2.5

SHITITRIGIZTOISTD [ Fol, | L ¥{l« 132050807
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Graphische Darstellung von Punktmengen in der GauBRschen Zahlenebene

Diese durch die Einstellung des Betrachtungsfensters verursachte Verzerrung des Kreises
zur Ellipse kann sofort mit dem Zoom-Square-Befehl korrigiert werden:

Wl id=Cm=112C%

= == a e

| ¥« 132050801

E=2 Y+ - |« 13205080

©

|BELPaGhLUHSSfEHSLEP
max =

eri’
583E9523889
HS

NN NEIGETDIETe [Rel]

REERNIOE BT R

vl (d=Cm=10c0

E=2 Y+ - |« 13205080

YL |« 132050801

Die durch Auszoomen entstandenen letzten Bilder lassen die Lage der Punktmenge
M = {z]|| z-1| < 2} im Koordinatensystem gut erkennen.

Beispiel:

Jetzt wird eine Verschiebung des Kreises anhand der Punktmenge M = {z|| z-1-i| < 1}
in beide Achsenrichtungen betrachtet: P(0,0) — P(1,1). Der Radius ist jetzt 1.

Hbs fo=1-32<1

cErrandiHbs Co=1=-n23<1]

5+ i=1-11<1 m

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

eR-11240y—132 41 m

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

Bilder im CAS-Men(
und anschlieBend im
GRPH -TBL-Mend.

t TRECTIH - IR
|BELPaGhLuﬂ95fEHSLEP
max =

scale

Ha
dot.  i6.683174663
Ymim &

1
max

Cd 1

IR TRIGET o e e [Fel]

Far die Punktmenge (

mit Rand) M = {z]] z-

wlal=lel=tm=10"0
Y

TeLl LI = =T a0

k=1 v

Beispiel:

wlal+l{l=Cm=102C0

wlal+l{I=Cm=102C0

k=1 o]

d

1- i| < 1} entsteht praktisch das gleiche Bild:

Das folgende Beispiel beschreibt eine weitere Punktmenge mittels einer Betragsungleichung
fir komplexe Zahlen und beinhaltet zum Erstaunen manches Schilers oder Studenten keine

Kreisflache: M = {z] |

z| >z +2[}.

Interessant sind hier die vorbereitenden Termumformungen im CAS-Meni:

Hbs ZrHBS (ot

cErrandiAbs £ FHbs {2+]

Hbs ZrHBRS (otihas |

CcExrandiHbs Laex{cEx|

IS+ L L2

(WY Py

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

ey Jonrma Zaw?Z @

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

reurileleantlolr |

exFandLHRS S

solweteantlar.m |

L e 24T m

Fo—d> R m

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

<=1 E

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

2 Zy ez Zed

©

Unvermutet erhalt man hier die sehr einfache Ungleichung M = {z| x = Re(z) <-1}.
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KAPITEL 15

Dieses Beispiel ermuntert zu der Feststellung, dass Mathematik manchmal wirklich recht
einfach sein kann!
Wir sehen uns nun die Punktimenge M als Halbebene im GRPH-TBL-Menu an:

Fa==1 Graftikfunkl.:s=cC EelrachbLurastensler Fa==1
= mmin E-E

1 . mar =3 (T [
=1 =l [FELTCEL [TTPEGHEMCRAGT & 1| AT FIRIZTOIETe [REL] =-

vl

Da fur den Graphik-Typ x = ¢ ( = const.) keine Ungleichungsgraphik existiert, wurden weitere
links von x = -1 liegende senkrechte Geraden eingezeichnet, um die Lage der Halbebene
zu veranschaulichen.

Das Betrachtungsfenster wurde dabei bezlglich der x-Skalierung Gber die dot-Vorgabe
dot: 0.05 voreingestellt, um das Graphik-Display hinsichtlich seiner Auflésung optimal aus-
zunutzen. Die dot-Vorgabe entspricht damit der halben Schrittweite der voreingestellten

senkrechten Linien vom Graphik-Typ x =¢ (mite=-1/4,-11,-1.2,...,-1.9,-2).

Beispiel:
Man skizziere im GRPH-TBL-Men( die folgenden Punktmengen

a) M ={z|-T < Im(z) <7} (Parallelstreifen D, mit einem Rand, vgl. Kapitel 4)

|GP?f1kfuﬂkL.=V£ |BELPEGHLUHSSfEHSLEP w1lr-m WAL
n max =
L EH scalesl
LEH dot.  fH.BT7IIESET
Yo Ymim =3
Y& max =93
[TELTDEL ITTFEIGMECDERL] = 1| [IENEIG =T e To I Rel] - ¥ -3u |M1592653 3. |41 592653

b) M = {z| ®/4 < arg(z) < 37/4} (Winkelraum D, mit einem Rand, vgl. Kapitel 3)

HratikfunkL. f ¥ BelrachLungastensLer Wdalan CAmSdaER WarLan CmedaER
YIBLan Cmed s
YABRLan CEmsd ke max =

scalesl

H ool fH.B793E5AT
Wit Ymin -5
Y2 max =3
INTNEIGETR 1o [Rell = -2 yag = g

ooM={z||z|=2}={z|z= 26’9 A - <0< 1} (Kreislinie um P(0,0) mit Radius 2)
ra=Hbs CZEelia i

S
L

= H=3. |5

Der Leser moge sich anhand des Bildes die notwendigen
Einstellungen im GRPH-TBL-Menu selbst Uberlegen.

Aufgaben:

15.1. Stellen Sie die komplexen Zahlen z , die der folgenden Bedingung genligen, in der
GauBschen Zahlenebene dar:
a)M={z||z-2|<3} b)M={z]||z+1|>2} c)M={z|1<|z+1+i|<4}.

15.2. Skizzieren Sie folgende Punktmenge: M={z|-T<Re(z)< 7} .

15.3. Untersuchen Sie im CAS-Menli die Ungleichung |z -1]|21/]z].
(Hinweis: die Gleichung |z - 1|-]z|=1 beschreibt eine Cassinische Kurve.)
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KAPITEL 16

Kurven in der GauBschen Zahlenebene und deren kom-
plexe Parameterdarstellungen

Unter einer Parameterdarstellung fur die Funktion w = f(z) versteht man die Gleichungen

z=z({)=x()+y(t)i mit t € I (reelles Parameterintervall)

und

w=w(t)=fz(t)) =ul)+vt)i.

Hierbei sind x (f) und y (¢) reelle Funktionsterme zur Beschreibung der Koordinaten von z (¢)
und entsprechend u (¢) und v (¢) reelle Funktionen flr die Bildpunkte w (t) = f(z(¢)).

Beispiel:

Gegeben ist die komplexe Parameterdarstellung z(f) =x(t) +y(t)i =t +2¢ti mit-1<¢<3.

Zu skizzieren ist die zugehdrige Kurve in der z-Ebene.

Lésung:

Es handelt sich um die reelle Parameterdarstellung x () =¢ und y(¢) =2¢ mit -1<#<3 bzw.
um die parameterfreie Darstellung y =2x mit -1 <x < 3. Es ist moglich, beide Darstellungs-
arten im GRPH-TBL-Men( einzugeben und zu zeichnen.

Variable I ERER EratiktunkL. s Faram EelrachLurastensler
IS b= s Lonnech WwL1ET
gy YLIEZT max s
Dual Screen tO0fF P scalefl
Simuwl Grarkh 101 . dot H@.H84751964
Deriwvaliwe 0ff A P Ymim =3
Backaround :Hone L H YLAS max =
[ConlFlot] [ ZELIDEL R WGHECDRAWT - | [CELITTFE lGHEqTrrwT - 1| EROTAIGE T 1o [Rel
EeLrﬂacthngstHSLerﬂ T1=T-2T T1=T-2T Wa=dma L=1551
mim - L
max =7 T=llert eingsben
scalell
lmm?_ — TeZ2 - ;
max = T
PLok! B, 18471975 = r=a
IHITTEIGETOIETo (Rl =-1 ¥=-2 pi=2 =y Ei=1 =g

Die Bilderfolge beginnt mit dem SET UP im GRPH-TBL-MenU und der Festlegung des
Graphik-Typs (Param). Nach der Eingabe der Parameterdarstellung fur x(¢) und y(¢) wird
das Betrachtungsfenster eingestellt. Wahrend das Parameterintervall im Betrachtungsfenster
eingestellt wird, kann im letzten Bild (parameterfreie Darstellungsformel) der Definitions-
bereich fur x sofort hinter dem Formelterm geschrieben werden (Syntax: ..., [-1,3]).

Beispiel: '
Gegeben ist die komplexe Parameterdarstellung w(t) =u(t) +v(t)i =t - e! mito<tr<anm
Zu skizzieren ist die zugehorige Kurve in der w-Ebene.

Lésung:

Es handelt sich um die reelle Parameterdarstellung

u(t)=t-cos(t) und v(t)=-sin(t) mit 0 <t <2mx. :4=T'°°5 I '51”/1\

Bemerkenswert ist hier, dass der Anfangspunkt der Kurve

in die Betrachtung nicht eingeschlossen sein soll. =157 ;
= |« 569203613 = -0. 1999996829

Der Leser moge sich hier wieder selbst die zugehorigen
Taschenrechnereinstellungen tberlegen.
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KAPITEL 16

Beispiel:
Die Kurve C = C1 U C2 U C3 U C4 soll sich aus vier Teilstiicken zusammensetzen, wo-

bei folgendes gilt:
C1: Geradenstiick von Zg = -2 + 27 bis Z,= -1

C2: oberer Halbkreis von 7y = -1 bis 2y = 1

C3: waagerechtes Geradenstick von 2y = 1 bis 3= 2

C4: senkrechtes Geradenstiick von 3= 2 bis = 2 +21.

Zu ermitteln ist fr jedes Teilstlck jeweils eine Parameterdarstellung derart, dass stets das
(gemeinsame) Parameterintervall I =[0, 1] benutzt werden kann. AbschlieBend ist die
Gesamtkurve C im Graphikdisplay darzustellen.

Lésung:

Als geeignete Parameterdarstellungen erweisen sich fur

C,zt)=1-2 + (-2¢+2)i, C,:z(t) = cos(m(1-1)) + isin(mw(1-1)), C3: Z(t) = t+1+ 0i und

C,:2(t)= 2+ 2t

HratikfunkL. s Faram BelLrachLungstensLer EelrachbLurastensler
RLSET-2 Ymim i-1
YILOE-2T+2 max 53 max =
YLEESin ( it
BT+ :

scalesl
dot A.BA3I4326E

Yminm i-=1

Cd 1

max
ININEIGEETolaT0 (ol
Ta=T=2; =21+ te=cos (mil=Trlr;s1in ] |tr=T+1-H4 TE=da 21
| \/.\ | | | \/.\ | | \f.\ +
ke kd AL kd ke
T=0. 5 | T=0. 15 T=l. 5 | w =M. 5 |
E=-1.5 ¥z E=0.70710678 | *=0.70710678 1| | Bi=1.5 =0 =a ¥z

Beispiel:
Die Punktmenge C = {(x, y)| x4+ y2 = 2(x +y)} beschreibt eine geschlossene Kurve in

der z-Ebene. Geben Sie eine geeignete Parameterdarstellung an und stellen Sie anschlie-
Bend diese Kurve in der Zahlenebene dar. Um welche bekannte Kurve handelt es sich?

Lésungsweg 1:
Wir analysieren die Kurvengleichung 2.0rdnung im CONIC-Men, indem wir eine dazu

passende Kegelschnittgleichung auswéhlen: 1x%+ 1y2 -2x-2y+0=0.
Hleichuna wakhlen HH!+HHJE+BH+EHJ+D=B@ EelrachLurastensler
LH—HI2+ (Y- ad=Ra A=1 Max .

_ B=-2 scalesl

H C=-2 dot” @1

¥ — r_ Ymin s-1.9
R T BR 1 @ max 4.3
ININRIG ETo =T [Rol

R+ Ave+E+ e+ D=6 Rie-+Fve+Ei+Ce+D=a -0
d,;} 310 TCt F\:l
I CE M TER s Cenler I EROIUS
| = - pF=1.UiU2 | 356

Damit ist offensichtlich, dass es sich um einen Kreis mit dem Mittelpunkt M(1,1) und dem

Radius R = 1,41421... = 22 handelt.

Parameterdarstellung: z(f) = 1+i + 212 g1 _ 1,02¢0g¢ 4 (1+ 21lzsint)i mit 0<#<27.
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Kurven in der GauBschen Zahlenebene und deren komplexe Parameterdarstellungen

Lésungsweg 2:

Wir analysieren die Kurvengleichung 2.0rdnung im CAS-Mend, indem wir mit solve...
nach y auflésen und mittels des getRight(... - Befehls die Gleichungsterme der beiden
Teilldsungen unter Y1 bzw. Y2 abspeichern. Dieses Beispiel verdeutlicht, dass direkt aus
den CAS-Meni heraus Graphikfunktionsterme abgespeichert und im Untermenii GRPH
mit DRAW gezeichnet werden kdnnen (hier: parameterfreie Darstellung).

w2
alx2-galea o
ThH I AL e GUAT = aF BEFAL T

soOlwelac+y e=A a4+ 0, ¥l [gelEighl{egnCl d ) +%1 EELACEE N DEERTVNEL
—laluZogelea, —l-alx?-galea FalaP-zx)a,
7 ' o 7 ' z

Yl (tplytnl ol

Yol [xenlyEnl 0l

ELICEL

|BELPaGhLuﬂ95fEHSLEP
mazr =B

scalesl

dot 8.1
Yminm i-1.

max 4.3

IR TRIGET o e e [Fel]

W1S=L=gRimd=dRn+d

m=llert, eingehen
mel

wl== =g e = b

o

= e e g

o

T-\_o-"

E=n =0

E=l Y= - U1 U2 | 35623

E=l Y= U | U | I5E

Der Ubergang von der parameterfreien Darstellung y = f (x), x € I, kann in der Weise
erfolgen, dass x =x (f)=¢ und y =y, (f)=f (¢) mit te I (k =1, 2) gesetzt werden:

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

Yl (tplytnl ol

32 YIFVET o5 TIRLISELE
! —l-al12-31)4a | Falr?-21)4a, !
z ' Z

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

Yol [xenlyEnl 0l

Die Meniileiste Yn I'n Xtn Ytn Xn wird im CAS-Men( durch Dricken der VARS-Taste
aktiviert. Im linken Bild wurde x parametrisiert, anschlieBend wurden die Formelterme Y1

= f,(x) und Y2 = f,(x) (untere und obere Halbkreis) in y. (f) bzw. y,(¢) abgespeichert und

schlieBlich x in x, (¢) (k = 1, 2). Parameterintervall I = Db(f) = [1-2"%, 1+2"].

Im Untermeni GRPH kann das Betrachtungsfenster eingestellt werden:

EPaflkfunkL.:V=

eTT: B3 =2+

ALZET
E%?E(-4X(T“2—EKT)+4}

Yd:
ELICEL [FEAL |

|BELPaGhLUHSSfEHSLEP
max 6.

scalesl

dot f@.1

Yminm 1-1.9

mar 4.3
INNNEIGETeET0 [ Rel]

Belrachlungasfenster
Yminm  i=1.9
max 4.3
scaleil
Tamin :-B.4142135
max =1+l2
FrtchiA. 18471975

f1=T=-(-4x§T LR R |
T=llert singcskben
T g2

Tl=Ta ==l [TE=dxT i+

TE=T7 b=l | Pa=a] adc)

©

T=-D.UIU2135623 [

p=-O.UIUZ 135623 Y=I

&

"= -0. 352 | 3IYuIU

T=1« 4142|356
F=l«di42|I56E

[

'=da 352 | 334U

[T=1.HIUZ 3562
F=la U4 | I562

Lésungsweg 3:
AbschlieBend ermitteln wir im CAS-Meni aus der Ausgangsgleichung die Darstellung in
Polarkoordinaten und die angepaf3te Parameterdarstellung mit trigonometrischen Funktionen:

R L)

FCOS H3*5

rsim A=Y

Ry T

[ aCosiA )

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

F==iniA

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

simPlifxieanilry

simPlifwiggnilid

simrlifrirewriledeqnt

reurilelegni Ay

r2=2r-505CE)+2r-SinCE
[ ]

[Pr=cosiB i +2r-sinie? B
L

(=Zcos{Ai=2-s1ntA 24 B

[ g

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

(R =2-=1niAl+rir=A H

CLEI T4 [RAH [T
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KAPITEL 16

Die Ausgangsgleichung eqn(1) wurde in Polarkoordinaten umgeschrieben, nachdem die
Variablen x bzw. y mit den Termen rcos@ bzw. rsin@ belegt worden sind. In eqn(3)
wurden alle Terme nach links gebracht und r ausgeklammert.
Die nun folgenden Schritte sind einfache Termumformungen: Die Seiten der Gleichung
eqgn(3) werden vertauscht, um den Faktor der rechten Seite -2 cos@-2sin@+r=0 nach r
aufzulésen und in r3 abzuspeichern:

gelRighLierchangeean

ERIEREELEE LN

simEllfxCHRNS F S

(=2wcosial=Z-sinif 1 +r

[ g

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

"COSCAI=2-=s1nle 24T i

CLEI T4 [RAH

(=Z2=costAl=d-sinial+r

r
M

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

simPllTx L HRNSF X

exrandt L HRS=—FX=(=-111

simPlifTvLHRS Y

HRs+ra

CoSKAI=Zasin{Al+rir
r

A

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

(2 cosiA I+ 2 s sinie -1

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

[P oSt +=sintAa )

[P oSt +=sintAa )

TEHZICALCIEGUAI N ERFHl [ |

Tl Fn [inlYinl x|

Da der Kreis oberhalb der Winkelhalbierenden y = -x liegt, ist als @-Intervall -/4< 0<37m/4

ausreichend (statt - #<0< ), um den gesamten Kreis zu zeichnen!

HratikfunkL. s ¥=
=L1BT
YL1E= =4 =T 2=2=Ti+4
RL2BT

YWEZE == T2=2=Ta+d
[l -ET

] cos LAx+sin LA

[EERST|

BeLrachLungstensLer
Ymim 55139

le:dl

I -A.TE53981
mazx =3m-d
FrLchifd. 16471975

FA=sRLCOS LAStS1fn LA

FA=sRLCOS LAStS1fn LA

pF=-bE-15 H= -[l. "1H53498 | b33

= H=0

FI=2RLC0S ga)+51n LA

a=llert singcsben
gimnsdg

FASZRLCOS LAA+S1n LAD

FI=2RLC0S ga)+51n LA

a=llert singcsben
Bimse

FI=ZRLCOS LAJ+S1fn LA

[h__pHr

= =0

F=c. B2B4ZT 24 %=0. 185398 | 633

i'=c. BCBU2"1 24 =0 "IB5398 B33

p=c U= |« 510196326

FI=2RLC0S ga)+51n LA

a=llert singcsben

FASZRLCOS LAA+S1n LAD

[

Die folgenden Bilder zeigen den Ubergang von
der Polarkoordinatendarstellung zu einer Para-

meterdarstellung, indem @ durch ¢ und x(t)=
r(t)cost sowie y(t)=r(t)sint gesetzt werden:

Binsd
= 4= | 50196326 = -BE - |5 =i, 356 | I4Y9
JIET] rascos [ *ald riscos [#ald
T [FrcosiT) fcosiTi+sinl| josi T2 = tcostTi+s1niTa 2
= la
cLE TS IEAN [T Y Trn tnlvenl=n cLF [0 TR ARG [T

©

rissin [+wkLd

ra=sin [ »aLd

[2==1nlTy - (cos(Ti+=inl|

B

1NET) = (coasiTr+s1ncT2 2
L

Yol [xenlyEnl 0l

Yl (tplytnl ol

HratikfunkL. s %=
RnL2=T

WEZ= (=R (T 2=2=T 2+
ri=zZ={cos (ar+tsin A
BLA82Rcos LT RECos

P

Td=Frcos L[ rxicos (]2

Dieses Beispiel verdeutlicht, dass eine vorgegebene Kurve (Punktmenge) durch unterschiedli-
che Parameterdarstellungen mit dazu angepaften (unterschiedlichen) Parameterintervallen
beschrieben werden kann!

Anwendungsbeispiel aus der Elektrotechnik:

Das komplexe Potenzial w =f(z) = u(z)+v(z)i sei durch die Umkehrfunktion z =e

w+w+1

gegeben. Zeichnerisch zu bestimmen sind die Feldlinien u = const. und die Aquipotenzial-
linien v = const. (Feld am Rande eines Plattenkondensators)
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Kurven in der GauBschen Zahlenebene und deren komplexe Parameterdarstellungen
w

Im CAS-Meni wird zuerst eine Zerlegung von z =e" + w + 1 in den Realteil und den Imagi-

néarteil vorgenommen: x(u,v) = Re(z) = e¥cosv + u + 1, y(u,v) = Im(z) = esiny + .
u+u5+m ell+0+1 _ cErrandtell+i/+13 cErrandtell+i/+13
UL e Ly e cos o+ lpset s o+ lure ! sinon )i
M e

TEH I-:m.amunleqn GEFAL - TEH |l:F|LaEI2UP||E‘=|I'| BEFAL & TEH I-:m.amunleqn GEFAL - TEH I-:m.amunleqn GEFAL -
Man erhalt sofort flr

u = conste {-5,-4,-3,-2,-1,0, 0.5, 1, 1.25, 1.5, 1.75, 2} = List1

die Kurvenschar der Feldlinien, indem im GRPH-TBL-MenU die Parameterdarstellung
x(List1,t) = ebstlcost + List1 + 1, y(List1,t) = elStlsint + ¢ mit -x<t<nx@

benutzt wird.
Umgekehrt erhalt man fur

v =const e {-T, -3m/4, -7/2, -®/4, 0, /4, /2, 37/4, W} = List2
die Kurvenschar der Aquipotenziallinien, indem die Parameterdarstellung
x(t,List2) = efcos(List2) + ¢ + 1, y(¢,List2) = esin(List2) + List2 mit -6 <t<5
benutzt wird:

t-oamds =35 - =-1.H5.0;: | [Eelrachlunssfensier BeLrachLungstenster
1,1.25,1.5.1.75. 2301 Yminm =3
st 1 max = max =5
Dore|| scaletl scalesd
dot.  fH.119647&81 Tamin = -3.1415926
Ymim =3 max *m
max =93 PLohIE. 2
LISTIMATICELAICALCHIH] [~ IR ETo =T [ Rel ]
i mMa mAnSds mng s —nsds W] [BeLrackhLungstensther EelrachbLurastensler
smAd s o2 3nsd. mirlish Ymin i =3
Z max H mar =3 ..
Cone ale:l scalerl Feldlinien (als
dDL 1AL 11964 TR Tamin -/ . .
Ymin -5 max 15 Hintergrundbild
mIxr =

e W T TR ] i R G| m Pict1 abgespelchert

LGratilkfunkL. f %= EBratiktunkL. %= f L f
W nLl=1Xcos T+|_15L 1+1

eli1s =s1im |+ YL18elist 1x=sim T+T | ;;?H

wLZ28eTrmcos List 247+ | |[wLZ2BeTxcos List 2+T+

E%EEETxSlﬂ List Z2+L1 EEEEET¥51H List 2+L1 | iﬁi}

yq: Ydq: N
[FELTCEL [TvFE GRIMTEALT & 1l [ TFn Tetnlvn] >n | 'k

EGratikfunkL. %= ] LGratiktunkL. %= EGratikfunkL. %= ]
wLlBelist lxcos T+L1i ||&bLl=elList l=Ecos T+L1 | [&Ll1Belist lxcos T+L1
YWL1BelList lxsikn T+T HLl eList l=sin T+T YL1BelList lxsikn T+T
wLZ=eT=cos List L S awLZBeT=cos List 24T+
E%?EeTﬁ51n List E%?=Slﬂ List Z2+List 2

¥4

: : ya: :.)H
Yo lrn [menlrenl =n | [ZELTCEL [TTPE [GHEFIORAWT & 1l [yn I on [=menlvenl =n ]

[ {7 Feldlinien und M Aquipotenziallinien
= Aquipotenziallinien |— (als Hintergrundbild
H in gemeinsamer — Pict2 abgespeichert)
AN Darstellung =",

Aufgabe:

16.1. In der komplexen z-Ebene sei durch ein Quadrat mit den Eckpunkten P.(2,0), P,(2,2),
P3(0,2) und P,(0,0) eine Flache Q begrenzt. Wohin werden durch die Abbildung w = 72

der Rand von Q und das Innengebiet des Quadrates in der w-Ebene abgebildet?
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KAPITEL 17

Komplexe Matrizen, Determinanten sowie Gleichungs-
systeme

In diesem Kapitel werden speziell einige quadratische Matrizen, deren Determinanten und
eindeutig l6sbare lineare Gleichungssysteme betrachtet, in denen regulare Koeffizienten-
matrizen auftreten. Die Elemente der hier auftretenden Matrizen kénnen komplexe Zahlen
sein.

Beispiel:

Wir betrachten die komplexe Matrix A = 3 ) “2-1 | die im RUN-MAT-Menii mittels
4-21 5
eckiger Klammern eingegeben werden kann:
[T 211421517 CT S S—— T3 =Z-11Ta-21:51] S — z
‘ -a-i -] -g-i
e é[ y-2i : 5] Mat Ans+Mat H one ;[ u-2i 5:|
Lone
3. 0EEH 3. 665D
LISTIMATICELAICALCIHWML [ HAT]

Ohne speziellen Speicherbefehl wird die eingegebene Matrix im [Mat]-[Ans]-Speicher ab-
gelegt, der als Zwischenspeicher fir Matrizen dient. Mit [Mat]-[Ans] kann dieser Speicher-
inhalt aufgerufen werden, um dann z.B. unter der Variablenbezeichnung Mat A abgelegt
zu werden. Im Matrix-Editor (Untermenlt MAT) kann die Matrix Mat A eingesehen und

bearbeitet werden. SchlieBlich wird im RUN-MAT-Men( die Determinante berechnet:
Matrix = I ] el gy o s P i o v g |

i ES Done Done
a arne al w-ai 5] Mat. Ans=+Mat. A
Mat. C Mone Done Done
Mat. [ Mone Let. Mat. A
Mat. E : Hone Z253. AARA
Mat. F P Hone 2. ARAR

u | i Al c LA lCAL ST - 1 [LIETIMAT (CFLAlCALGIHOM T T 1

Es gilt hier Det Mat A = 25 # 0, d.h. die Matrix A ist regular und besitzt eine Inverse B = Al

M=t H-T=Mal E o BE_ 1T _ < Hal, R-T=Matl B o [ I
[mlal=] 1T .08+ one 1 _]
E[-D.IE} III.IE] [[-11[-1-21i11+Mat. C E[ -1-2i
Done
1.5 A. BERAA=-1 . AEEEL
[LIeTIMAT Pl ICAL G N & 1 [CIETIMAT G FLr AL L &

Die Matrix C = (-1, -1-2i)T besteht nur aus einem Spaltenvektor, der dann die rechte Seite

eines inhomogenen linearen Gleichungssystems A - (z1, 22)T = C bilden soll:

3z, -(2+i)z, = -i ©
(4-21) z,+52,= -1-2i
Dornel & | b1 -
[C-110-1-2i11smat C | O] ] (z1,22)T=A l.c=D
Mal E=Mal C — mit
Mal. HAns+Mal D — ) T
W3 A S P TR D=(-0.4l,-0.04-0.081)

Damit lautet die Lésung: z, = -0,4i und z,=- 0 04 0, 081
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Komplexe Matrizen, Determinanten sowie Gleichungssysteme

Dieses Gleichungssystem kann man auch vorteilhaft im EQUA-Menu I6sen:

Hleichuns Hleichzeilis ammtbmy =L ammtbmy =L
Dateg im h A 4 bk L

Freicher worhand. 1 1 -g-i - ] m]
Tvr _wahlen Unbekannte: 2 E[ u-2i 5 -ﬂ] '|'[ -0.0U-Da08i
FliGleickhzeitia
FeiFol»nominal Anzanl der ) )
Fiilasuna Unbekannten? -1. AARA-2. BEEAL A. AARA-A. 4EEEAL
G T [T e | 2 1 Ly 1 & 1 = 10 IEDITIGELRICLE Eopd| [EEFT

Dazu trifft man im EQUA-Menu die Auswahl F1: Gleichungssystem (mehrere lineare Glei-
chungen ,gleichzeitig“) mit zwei Unbekannten und tragt dann alle Daten des Geichungs-
systems ein. Mit SOLV bekommt man sofort die vorhandene eindeutige Lé6sung angezeigt.

Eine dritte Losungsmaéglichket besteht im CAS-Men( mit dem solve-Befehl:
2 Ld=d1 PH+oE=-C1+E1 ra. | [HHoE=-C1+21 i iH B0 |

— i
fi=—2 o
iz

F=—5535 B

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

Hinweis:

Im ALGEBRA-Meni bzw. im TUTOR-MenU kann nicht mit komplexen Zahlen gearbeitet
werden. Dort kann man reelle Gleichungssysteme in Einzelschritten bearbeiten und so die
Lésungswege genauer Uben.

AbschlieBend kehren wir in das RUN-MAT-Menu zuriick und I6sen dort das Gleichungs-
system geman der Cramerschen Regel mit den modifizierten Determinanten Det Mat E
und Det Mat F, die aus A hervorgehen, indem die erste bzw. zweite Spalte in A durch C
ersetzt wird. Die Eingabe von E unf F erfolgt im Matrix-Editor des RUN-MAT-Mens:

13- - E |2 o1 8 Let Mal E<Det Mal H

MiDimension m=n I -i -E—i] |[ 3 -i:l . AREA-A. 4EEEL

ul al -2 R 2l u-zi [EER Det Mat F<Det MaL A

m m :% -H. B4660-0, BEEHL
Fi H

2. BEEA -1.HEEE-2. BEHEL

LIZTIMATICELAICALGIHIM] [

Aufgaben:
17.1. Untersuchen Sie das lineare Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix
i 2 4 3+2i
A= 0 1 2i | undderrechtenSeite C =| 1+i
-i 0 4 -1

17.2. Untersuchen Sie das lineare Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix

i1 2 T 3+2;
A=l 0 1 2i und der rechten Seite C =] 1+i
S 0 4 -1

Far welche Parameter S und T ist das Gleichungssystem eindeutig bzw. mehrdeutig
bzw. gar nicht I6sbar?
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KAPITEL 18

(Keine) Scherzaufgaben mit komplexen Zahlen -
“Wo steckt der Fehler ?”

In diesem Kapitel werden einige Termumformungen betrachtet, die zunachst glaubhaft er-
scheinen aber dann offensichtlich oder vermutlich zu fehlerhaften Gleichungen fihren.

Beispiel 1:
Wie ist der folgende ,Widerspruch® zu erklaren?

A=i-i={-1-{-1 = {(-1)(-1) = {1 =1.

Beispiel 2:
Ein mathematischer Zauberklnstler rechnete im Bogenmalf3 wie folgt:

1/2-{2+i/2-{2 = cos(m/4)+isin(m/4)

;. /. /. 1/8
= el /4 _ el 2w/8 _ (el 271:)

Wo steckt der Fehler?

Beispiel 3:
Jemand behauptet scherzhaft, dass jede komplexe Zahl auf dem Einheitskreis gleich 1 ist und
es damit eigentlich gar keine komplexen Zahlen gibt. Was meinen Sie zu folgendem Beweis?

cos(0)+isin(0) = eie= ei2”'0/2”= (ei2n’)9/2n’= (1)9/2”= 1.

Beispiel 4:
Im CAS-Menl wird symbolisch Uberprift, dass die Logarithmus-Funktion die Umkehrung
der Exponentialfunktion ist:

AL ln tedlsiy
1 E

TR (TR ) I T iy ) | e (T 0TS I Tl e )
Anschlie3end wird im RUN-MAT-Menli

In (e19*10%) - 10,0000 - 2,5664i = 10+10i

gerechnet. Wie ist dieser ,Widerspruch® zu erklaren?

Irn e IH+1HL 2
16. BEAA=-2. 3EAdL

LIZTIMAT [CFLAlCALCTHIMT ¢ 1
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(Keine) Scherzaufgaben mit komplexen Zahlen

Beispiel 5:

Um zu ,widerlegen®, dass das Wurzelziehen die Umkehroperation zum Potenzieren sei,
kénnte man folgendes Taschenrechnerbeispiel betrachten:

Cl=g 5130
4. BABA+E. 92871

HELR

sLomelex

CErrand{Ci-2a 30 (1 5

A [Fi+d

Hizh¥ 4
LIZTIMAT [CFLAlCALCHOHT ¢ 1] [EESITCF TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

Zuerst wird im RUN-MAT-Men( und dann im CAS-Men( gerechnet.

warum gittnicht  ( (-8)%)"3 = ° (-8)°= -8 2

Beispiel 6:

Ein Schiiler hatte friiher einmal in der Schule gelernt, dass die Sinus-Funktion beschrankt
istund |sinz| <1 gilt.
Er rechnet im RUN-MAT-Meni und dann im CAS-Men:

Abs (sin (107) ) = 11013,2329
und ist etwas irritiert. Was meinen Sie dazu?

Hbs (=s1m CI1HL 3
116813, 2329

LIZTIMAT [CFLAlCALCTHIMT ¢ 1

arproxr Hhs (s1im C1HL D

118152329

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

Beispiel 7:

Die komplexe Ableitung einer Funktion w = f(z), mit z =x+ yi, kann, sofern diese existiert,
wie folgt berechnet werden:

U35 @) =0/5, 1) - 92/5, =0/ f(z) - O+Yi)/y =0fy 1(z) -1,

d.h.

f(2) = 9/5, 12) = 9/5, 1) =9/5, Re(f(z)) + i - 9/5, Im(f(2).

Wir betrachten nun konkret die Funktion w = f(z) = Abs(z) = |z| =1 2+ y2 und be-

rechnen im CAS-Meni sowohl a/az f(z) als auch a/ax Re(f(z)) + i - a/ax Im(f(z)) und
vergleichen die Ergebnisse:

AETLES HEbEs 2 cExrrarndiHbs £
1 +1
Wi (e 'S |KQ+VQ
ThEG AL cEaalean BEFAL & 1 oo Teks [ = 1 Iean v IEMEM ] [TEHEI: AL CIE G Al = Sr REEAL T Im(f(z)) =0
diffeHbS £.20 diffeHbS Lm0 Aiffed Lme+y e, mh
= 1-anun &S+ L = 1-anun &S+ L =
202
U3, 1) = = # [F
74
TRHZ L AL B G el = 3 REEAL T = Tees [ ot IsenlH e IEHEH | ATH WA AR CE T A A

Wo steckt der Fehler?

Beispiel 8: Losen Sie die Aufgabe auf S. 36 unten!
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Losungshinweise zu den weiterfuhrenden Aufgaben

der einzelne

Kapitel 1:

n Kapitel

L1.1: Achten Sie auf die Einstellungen im SET UP und im Betrachtungsfenster:

Backaround Hone Tl IAn=le HEE T| [BeLrachLunasfensLer S LS BT B YN A
Comrlex Mode:at+hbi
oord Hy] max = Done
i zcalesl EeF List 1=+List 2
dot 1@.A4TA1964 ore
Ymin i-1.35 ImP List 1=+List 3
max = are
T EIaEToIE o (Rl ] LISTIMAT [CELAleALCTHOM ] [
=Lallhrarhl SLalErarkl  fDrawln List 1 : -
GEaPIE T=Pe :E;a%féerﬂ SLaLGPaPHS :rﬁaL.J_F_F Dore DRAW im STAT-Menu
1s ilis aLlErar sDraw H H
WList I bzw. Anzeige im
Frequency tl List-Ans-Speicher
im RUN-MAT-Meni
[u] = XvE I TZ pEat ]| [LIZT AT ICELEICAL ST HOM
¥ T ¥ ¥ ¥
op op
l u u u u
Ei=n v=| Bi=-1 v=n Ei=n V= -| | v=n
[T [T [T [T
1 1 i 1 i 1 i
z —|} a{-]] E[ —|} z —|}
3 -i El - Bl -} 3 -
y 1 u I y 1 y
H.+1l.1 -1. H.=-1.1 1.
L1.2: Anzeige im List-Ans-Speicher im RUN-MAT-Mend:
S S SGY ArE [T [T53
1 1 -i 1 -i
2 i] e[-} z ij|
3 -1 3 -1 3
A.=-1.1 H.+1.1 -1.
LIETHATICEL Il cTHM T
L1.3: Anzeige im List-Ans-Speicher im RUN-MAT-Mend:
Mode s ComFE BelrachLungastensLer [TH [T
Func T=re HI S i  ul 1 -3
Erﬂaw T{Ee :E$?HEGL maxl H i z | z HEEé
eriwalive = scales 3 1 3
dot i@, B2730158 o a Re(z) N Im(z)
. Ymin  :-13 5L ol g -2
Coord t0n | ma=x 2 4 -1. 7226008268
] REFIEEN INNTEIGETR =T [Rel]
td=31-1+1: 1-1d5:9: - 12| [AnE HnE sLaltlararhl
i:+List 1 T 5 [[j-35. B} Grarkh Tyrre fScaller
ReP List 1 pene| | 1 & Grist iCISt3
e 1= El 2 3 -60 1s slis
) Dore ] 9 AbS(Z) u ] Arg(z) Freauency 11
ImP List 1 5L ] g -9
Dore 1.414213562 -36.865929TES
LITIHATICEL S AL cTHM [T [u] =
) 5 Done
N o ReP List 1=+List 2
] qp [ o Done
ImP List 1=+Licst 3
Done
r u | |€ornas List 1
dh d+31 Dorne
Ei=u w=-3 E:=n r=-ia LIETHATICEL A IC AL CTHUM [T
L1.4: Anzeige der Ergebnisse im RUN-MAT-Menu:
S+dn+H } THTL . a=d1
) 3441 | |R=B | Coras B }
4+31+B } i 201 i 4=-31
4+31||Cornas H | |ICornaa {R=BX }
A+E } i J-41 i i =231
T+7L||Conda B Cornda AxConas B osi
- =231
LIETHATICEL Il cTHM T [ 1 Tl T T T S LIETHATICEL Il cTHM T
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Losungshinweise - Kapitel 1

L1.5: Anzeige der Ergebnisse im List-Ans-Speicher im RUN:-MAT-Menu:

Func [=Fe s

Draw Trre :Cornect
Deriwvaltiwe 0ff
Angle i0eg

Grid HINR & L

i+l S A4 -5
Lone

LIETIMAT (CFLACALCHIMT

[T
1
£|5e5d. + i|
I3 -30i

Z2E861

[T
I 260
2 m}

J3e-ami

J€33. 130182351

Yicos S3H+1s1n S3HIkS

+bi
T. 134728634 =-4,. 31
I cos IIE+isin I3AIkE

ETAL
S€-361

LIZTIMAT [CFLAlCALCTHIMT ¢ 1

L1.6: Anzeige der Ergebnisse im RUN-MAT-Menu:

L1.7: Anzeige der Ergebnisse im List-Ans-Speicher im RUN-MAT-Menu:

23« 138182353

[TE [T53 Folii;dn o Eade T s ComFE
|[m 1 5 one| |[Func T=Fre H
z E.H] ahEﬂE] Reci{S.m~ 32 Draw Trre :Conmnech
Done| |Deriwative 0ff

Bl HY'F [AHGLISTATFHEM [ |

[T

et

2.3

Anf

)

4. 338127019

La+dl rbrETHL }
_ SE53. 138102351
armelins I kathbl }

2.5+4. 33E127H191

LISTIMATICELAICALCIHWML [

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

L1.8: Anzeige der Ergebnisse im CAS-Meni:

COS A+Ls1K m+H

COS #—=LS1K_&#hB

H=E

simElifxiH=RY

o= (Hi+sintnl -1

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

o=l —s1hiHl -1

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

I=sinCAY L) (oS (K +S1)

4 M

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

1

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

L1.9: Anzeige der Ergebnisse im CAS-Meni:

Engle T :Ead 1 2130 shcos Lansdr+isifn CAnm| [anAdrdasin CAnsd a0
nswer Tyrre Comrlex | 471 I 321 I 321
[ 27z ]E [ 27z ]E

[ Fi= 1202 [Horml TRHZIC AL E Gl = ah FREFAL - TREGICALCEGuAl = REEAL T TREGICALCEGuAl = REEAL T
cErrandiC+la aFrFroxr HRs cErrandiC=lM arFrFroxr HRs

~E. 121441211 = =480
[3E+2]i_3ﬁ+2 &2

2 2

TEN: AL clE U Al &9 REEAL & TER: L AL CEGRAl =97 BEEA] ¢ TEN: AL clE U Al &9 REEAL & TEN: AL clE U Al &9 REEAL &

Kapitel 2:

L2.1: Achten Sie auf die Einstellungen im SET UP. Berechnung im RUN:-MAT-Mend, dann im CAS-Mend:

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

Frale o ihes ileE - FEET R | [(FFT=ER T -
omrFlex Mode:re™aL ) 1.H68E-1. BEAL _H.TETE13. BABL 1.581€-131. 5651
Coord Haly) 12+ R 3 2+E _| |Anskatbi | |Anskatbi )
Grid i0ff ) H.SEA+H. BEEL H.683+6. 1831 -1.649-1.15831
Axes iy =1=-1=C i}
Label 10n -1.68688-1. 6681
Diskrlaw iFix3

] LT AT (CFLAlCAL CHWMT & 1| [LIET AT (CFLA oAb WO 1) [LTETIMAT (CFLAICAL G HOM] & 1
1=1+H 178+ md S =1=-1=C CExrPandiH™ =B/ L5
1-1 {3 1 -1-1 3.1 [E 1].

Z T2 g atl g )t

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T
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Losungshinweise - Kapitel 2

arFrox HRS cExrpandlCH+1 a=Be -0 aFrFrox HRsS Hrale HEER T
. A33+HE . 1851 [_E 3]_ I3 1 -1 .A49-1.1331 .
i b oor s UR
4 4 4 4 Grid tOff
Azes t0n
Label 0n
LisFplax tFixd
ThHzICAL CE LAl &9 REFAL ¢ ThR: IC AL HEGUA] =90 RREA] & TEHZ AL CEaUAME IR GRFHT - | TR

L2.2: Berechnung im RU

N-MAT-Men(:

TR -
© 3.09000+4. AEEL

4+3i+E

. 4, 0O6E+3. BPEOL

-1.656068+1. BERBL

17 CH=E)
H. BEEH-H. B48@L
R-B

A.980A+H. 28601
Conda A<Conds B
HA.98AA-H. 28661

LIZTIMAT [CFLAlCALCTHIMT ¢ 1

LT AT (CFLAICALCHWHT &

M. HHEH=H. H4iHL

H.96600+8. 2BA6L
A-~Condga B
A.9aRA-H. 2BEHL
Ans

H.950A+H. 2E0H1L

A~B
Conda

Conda

LIZTIMATICELEICALCIHWH] [

L2.3: Berechnung im RU

N-MAT-Men(:

L1+ =141 0c4H i
-3, SHHE+E. SEREL

SRV EETE S LS B
»0

[T

1
I+ 2 A0+3 - 3+40 2B 2. A6EAR-4. BEEEL z a2
B 1. 26068 |[{A-B-C.0 3 i
C1+122=+C } Lorne ul 3-ui
B, BEEE+2. BEEEL| LA B C. D} } =
Lone -H, AEE+E. SBEEEL| |DisFlax tFixd
LISTIHATICELEICALCTHUMT - LIETIMATICELHIC AL ST U] - HI P TR
[T [T [T [T
1[I 1[0, 07> 1[0 107 1[0 107
2 lad 2| R 2 lad 2 lad
3| @eOo; 3| 2ean; 3| IEETH 3| @eOn;
ulge 53> ulse 533 ulge 53> u
B, TATL1EL13D. BEARL 1. 2666 2. A0RRESH. BEEEL O. HEERE-S3. 12011

L2.4: Berechnung im RU

N-MAT-Men(, dann im CAS-Mend:

. Z0AA+E. 97981
d-0d{cos I@A+isin 3IHI2

H.E88H0-H. SHEHL
LIZTIMATICELEICALCIHWH] [

I3+1KIE;H?321 L4147 cExrand (] 3+l 231 3=] [arrProx Hns
. +1. 1 B i
A-Canda B 2£§1+%_ A PEEEE I TR L

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

cErrandid i dicos SH+1

arFroxr HAsS

EHSLUE'I"‘ YPE 2 DI'ﬂF'!E'I

Hnswer £ Come I 1 e E-1 , SHEE L
Z 2
I ET TEH: ICAL CEGUA =90 FRRFAl T TER:ICALCEGUAL =90 REFAL T

L2.5: Berechnung im CA

S-MenU, dann im RUN-MAT-Men(:

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

JZRglLarans4a+H EEEI T YRl IEECTE ESE T YIS Hrale HEELR
= Fi 1 - Arswer Tyre iComrlex
7 'z

[FETEciTiorn] |

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

LIZTIMAT CFLAlCALCIHOM ] &

cExrandtH=E~LC2 SFPFrox HRS _ Hbs HRs HEs cExrpandiH=E-LCX
-3,i 8. 366HI54H35+H .. 1 [250RERPARGRE 72826361 | 1
7z SEPRCREARE
TEH |l:F|LaED=UF||é=Ih GEFAL - TEHEICALCIEGUAI S0 BSRFHI C | W TEH |l:F|LaED=UF||é=Ih GEFAL -
arrrox LHxESLC) . M H H=E~L
= 1im CAS-Menu 1. 7I2ASASES B. 2485221374
H . 84802813741 . nI%2In +1. 3145135621 -1. 5397 3A4851
¥ 1.2
im RUN -MAT-Menu: 21

LISTIMATICELAICALCIHWML [

Der Zugriff mit approx auf A, B, C ruft Speicherinhalte der numerischen Variablen des RUN -MAT-
Mens ab - nicht die Speicherinhalte der symbolischen Variablen A, B, C, d.h. im CAS-Menu exi-
stieren zwei Variablentypen (numerisch und symbolisch) unter der gleichen Variablenbezeichnung!
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Losungshinweise - Kapitel 2

L2.6: Berechnung im CAS-Menl. Zerlegung von eqn(1) in seinen Realteil und Imaginérteil:

[ g

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

HiA+S 0 +BCI+71 0=1-d1 | [cExrand{eqniliX | lcExrandirewriteeand] [solwe + A=, H+
CAHILIAFC I+ E=1-41 O] [FSAHSE Y i+2AYE=1—-41 @] |¢ 3A+YEB+4 ) i+PAHE-1=1 g H=f& 5|
F—11 5|

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

d=H. SH+E-T=H i dH- By |

gelRighLierchangeean

ERIEREEI R KR

cExrand{tHhs e 2030l

H=rt B| PA+E+ ZA+ZE+4 ) 1-1 [PA+E+ ( ZA+2E+4 1 1-1 [’A+E—1+({-ZH-2E-431
E=—11 5|
CLEI T4 [RAH [T TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

Z und W beinhalten den Gleichungsterm bzw. den konjugiert komplexen Gleichungsterm von equ(4).
Mit eqn(8) und eqn(9) werden der Real- bzw. Imaginéarteil der Gleichung equ(4) symbolisch erzeugt:

simeliltricExrandtts+0]

cExrpandl Lo+ la A Ed=H

simeliltricExrandtts=N]

cExrandt CE=Ir A1 a=H ]

[“A+E—1=H 6|

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

[“A+E—1=H a

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

SoOlwett eqnia it eqnl 9 x|

EERLI= RN I |

H=¢ m
E=—11 m

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

H=¢ m
E=—11 m

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

L2.7: Berechnung im CAS-Mend, dann im RUN-

LA+ ZE+4 =3

LA+ ZE+4 =3

MAT-MenU (Datenubergabe im Termspeicher):

e N L S

LR DR LIS

cExrpandlol

cExrpandlol

2[Fi-2 5([3+i)
Ei+z z2BE+5i

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

2[Fi-2 SC[E+i)
Bi+z z[E+5i

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

Zi-1

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

Zi-1

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

== |EFrmsSFElCher == Mode s LomP STl R =1k ET AL }
dannz~(1-23=i-1 Func T»re = ) 261201
fas Draw Trre Cornect | [Anska+bl }
g;: [eriwalive f0OfT =1+1. 7TE32603HEAEL
L
fs: HE]
fE= Coord 10k +
ToIECL] n 1 [FRCEIHYF [AHGLIETAT N - | 3 LIZTIHATICEL CAL CIHUM T
L2.8: Berechnung im CAS-Menu (zwei Varianten), dann im EQUA-Men(:
3H—(E+1?B=-1_ | {4-E!)H—SB=-1—2} | ellmlnatq{eqn{l}gﬂgeq SDlueﬁgqn{E}gB)
A+ (—Z—11B=-1 ol jt4—-Z12A-5B=—1-Z1 B [1+%]E—%§=—i a E=%+%% o

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

eliminalelegnel s, B, eq][eanil B, eqntda) | [solwelegnCalH |
H-i——1 Bl H-1=-1 B =4 G|
ATH WA AR CE T A A CLE Lt F-AH T ATH WA AR CE T A A

solwetieanil i eqntds ¥

teantli eqni2r i tH B

Lésung mit dem
eliminate-Befehl,
Vereinfachung mit
dem solve-Befehl.

I Unmittelbare Lésung mit dem solve-Befehl.

F=r B p=a
=1, 21 =1,21
p=c+2 Bl B==+5 E|
SchlieBlich: Lésung im EQUA-Menu
TERE L AL CE Al = 9r BEFAL & 1| [CLRT =0 Fanz 1l als komplexes lineares Gleichungssystem:
Eleichuna Hleickhzeilia ammtary=Cm amatbry=Cm
DaLeg im b N 4 b £
Freicher worhand. 1 1 -2-i - 0] i
TxF wakhlen Unbekannte: 2 a[ 4-2i -5 m] v[-mm]
FliGleickhzeilia
FZiPol=zrominal Arnzakl der
Fiilasuna Unbekannlen? -1-21 A, 2+H. 41
TN [T, TR 2 1 [y T =T =115 || IEETTCELATCLE Eopd| [EEFT]
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Losungshinweise - Kapitel 3

Kapitel 3:

L3.1: Die Zahl z =-2 + 5i liegt offensichtlich im Winkelraum D, (Winkel 111.8°).

Demzufolge liegt die Potenz w =z2=-21-20i im Blatt 1.
C=d+oL e | lexpandii=-F+o1 F
omrlex Mode:a+b1 ) =21-201 | Fo1-2@A1
Coord Haly) Ara (=-2+351)
Grid 0fF 111.88148%5
Ares iy
Lakhel 0n
Lisplaw i Morml
] EIZTIMAT RFLrle AL CHIHT & 1| [TEHG I AL el e Al =an BEFAL &

L3.2: Die Zahlen z, und

z, liegen offensichtlich i

Bildschirmanzeigen
im RUN-MAT-Men(
und CAS-Men(.

n D, bzw. D, (Winkel 30° bzw. 150°).

T2+1+H I — AnZ [T Hra fH.B* o
. i |F3nm |FIEE are
-{3+1+E } a Hi] Gl |5u] ReF {H:Bi+List 3
-1.7326856388+1 ) Dore
ftR:B¥3 ImP f{R-Bi+List 4
Dore ) Dore
BE-14+81 2
LISTIMATICFLEICALCIHWH] [ LISTIMATICFLEICALCIHWH] [
ErafikfunkL. %= - - ] e - BEacksround fFicLy T
YiBtan BE=R. [EH, 1861 Sreichern in Fqllahlen Sie |
YWoRban -&H=R. [H. 1661 Bildsreicher % Bildsreicher EDdeEI odes a+bi
oor Haly)
: Tl Pict[i~2@EI1: 2 | Pict[i~ZB1: 2 Frid i0ff
b=t Axes 10mn
: Label i0ff &L
[EELTUEL [TUPE GMIMTERLT T 1) [FIET]  [ERg [TESTFadlara]l |

5

P

P

WL1ist, :

Freausncy
Mark T=re

cat] = THFFE [T

F=« 132050801

|

L3.3: Die Berechnungen

Der Winkelraum D, wurde als Hintergrundbild
zum Scatterplot hinzugefiigt.
Die Potenzwerte betragen jeweils 8i.

erfolgen mittels geeigneter Listenarithmetik und Hintergrundbilddarstellung:

Hra $H.B.C3

Done
ReP 4{H:B.CisList 1

|BELPEGHLUHSSfEHSLEP
max

FLwH AnF AnF [T
) 21 1 1 L] 1 a0
-1+21+B ) 2 ||5.55] a[ﬂm] z IIE.EEi|
) -1+71 L1165 L1165 3
-1=-2i=*C )
-1-21
Ara {H.B.Ck =15 116. 3A5A512 -116. 3650512
LISTIMATICELEICALCIHIH] [
-1-d1 HGratikfunkL. ¥ £

Y1itan 8@=m.[H: 14

H1
YWerLan -EB=R, [H; 1681

Sreichern 1R
BildsFreicher

1

HenslFICT

scalefl YW3H= )
) Done|| dot  1B8.H9523269 FPict[1~2RH]:

ImP 4{R.B.CisList 2 Ymin =3

Done|| maz =3
LIETHATICEL Il cTHM T INTNEIGETR 1o [Rell
o ——H . =Lal Wind s Manuwal
Rgllahlen Sie Resid List :fHore
L BildsFreicher List File tFilel
F ) Furc Trre N
Gy FicL[l~Z@]1: 1 Erarkh Func 20 Freauency

Mark Tvre
eat] o THFF]

fi=n v=a

L3.4: Die Zahl z liegt in D, (Winkelraum -128,57°<-120°=arg(z) < -77,14°),

d.h. z7 liegt in Blatt 5:

W ELEEEE L — | CEzPardi - 1-12=10 17
omFlex Mode: a+b1 -1.868-1.731 Ir-25.11 [ =
Coord 10n Arg & a[mm] e43i-ea
Erid sOff -12H. 84 E| T
Azes 0n £-138-7,-188-T-3E60-7,
Label t0ff -188-T=-2x3IEA-T !
Risklaw R =TT.14
3 LT [HAT [CFLAlCALCIHWE ] & | ThHE S AL DE U AT & F BRFAL
L3.5: Die z-Potenzen bilden sich spiralférmig in der Gauf3schen Zahlenebene ab:
Mode s LomP 117 1=l ams 1k +2 | Ietatlhrarhl
Func Trre 1= . 1H€B. 311 | |Grarh Tere Scaller ;“”E
Draw Trre tCornect ||SeadlRel 2™MH:M:1:28:13) |=List ilistl
Deriwaltiwe 10ff +List 1 YList ilList2 . a
Hrale Rad Lonel |Fresuency Hi ! u .
2 EeglImP 2"M.HM.1.268.13 Ll
+List 2
[LETlnaT crnlcabaioEl = 1 Lo 1 =1 TEACELZ CoEETCHE AL Coer Gl & |
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Losungshinweise - Kapitel 4

L3.6: Die gewlinschte Vereinfachung von 29 konnte auf direktem Wege im CAS-Meni nicht realisiert werden:

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

117/ 1=l =sm- T s Engle - HEE| AFFroOxr - SimEPlifvis"00

Er - A 1.B46+8 3461 5
11[':E 131+12“§+5:'] 2ahl wihlen 1618512 B+18+[5i-i)

4 4 - 187485000

1A Fix[Br31s 3
ThHEICALcEa ARl = an BEEAL & 1| [F L Herml ATH WA AR CE T A A ATH WA AR CE T A A
[FECTE TR 11-1H+r - 1=+A [FECTE TR
R LD 11 s
=T 15 g 151951[EE;131+12E14§+5
>

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

1886AE
TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

simrlifxicExPpandis™00

-
-(B-1)] —

(E-1)

= T - | e ]

Sreicherfehler

'l

% Dricken Biet[ESCIES

G|

.:.' 51 '.:.'
ThH: I AL CE Al =90 BREFAL [

i C I ) L

TEH: ICALCEGUA =90 RRFA] T

Kapitel 4:

Eine schon vereinfachte
Termeingabe ergab das
gewunschte Ergebnis:

FroRe L axLEA S

1616513
1HEAHEE

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

L4.1: Die Lésung wird zun&chst filr z selbst ausgefiihrt, d.h. | z| = abs z =7, R = Re (z) = (Z+W /2, 1= Im(z)
=(Z-W)/(2{) und H= 6= arg(z) =- arctan(R /1) + #/2-sgn(l) (Hauptargument) werden ermittelt. Als Hilfs-
variable wird dabei unter W die konjugiert komplexe Zahl zu z abgespeichert: W = conjg z = (abs z)*2/z :

H+BL=+~ CHbs Sacs 730 cExrpandt Ll ol AR
A+E 1 S a2 A-EBEi S

CIA+Bal CIA+BLl 2 .

RHEL A+ea TOtEd
2z

ThRzICAL dEcUAl ear REFAL - |l oo TRpe | =t IsionlHwF IFHEA | | TEREICAL HEGUA] &9 REFAL & ThHzICAL CE LAl &9 REFAL ¢
cExrandi kDl o=l A ] cExrpandl L) -Lan Tt (HAEM RS RS 1anu
A [_CIH+BiI)2 ] E 1. -1 A Me=sigrumiBl

| =" ili -t apl| & | ———————

AvEL OB [El] 2
Z

ThHzICAL CE LAl &9 REFAL ¢ ThR: IC AL HEGUA] =90 RREA] & ThRzICAL dEGUAl ear RRFAL & 1) | oo TAEs | = ' [=ion [HvE IFHEH |

CHAB MR- xS 1anumi B +H

L

LHbS Sres sl

simPlifxicExpandLilrn

_tanﬂ[%]+n-51ggum(8)

ATEL

- .
—A-Bi,[ | AEL]]

A cnsiRI—sintBY i3

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

FNA TR [T ThI: IS AL CEGUAL & n BRFAL ThH: IS AL DE U Al & F BRFAL ThH: IS AL DE U Al & F BRFAL
LrislobExrisimrlitxick]||[simrlityicExrand il [+ +E simrlifricExrandiRErs
A-E1i A-Ei - - - H
b = gH+EL —A-B1 [ | A+B1|| g rco=iE]
2 2
ThH AL e U AT = aF BEFAL ThH: IS AL G EGUA = an BREFAl & ThH: IS AL G EGUA = an BREFAl & CLET S0 TEAH [T
o=y ae ]l simPplitfricExpandilrl LExrpandisimPliticEzr| [SimrPlifwicExpandilr s}
_[ R+Bi_g-R-Bi [ | ;A+E| [eFc-coscapr+1y eM-¢cos¢By 3%+ (sin(BY| |os(BI 3 +(sinCBY > +1]
= Z2esintBX 2esinl(BY 2esinl(BY
» »
FNA R [T ThI: IS AL CIEGUA] & n RRFAl TRHEICALCEGUAT e REAL ¢ 11 [CLRT =0 TFAAZ [T
eHiL=-cos (LBEr+NS1in BEaf][LExrpandieHi-cos LB+ . . eH=cos BH+x
e ccosBrr?+isiner| M sinces Die Vereinfachungvonl LA, ._:g;
2rsintBd zu eP-sin(B) war nicht

ganz unproblematisch.

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

eH=s1m B+Y =Lan ! (oo r+nsdxs1gnu] [CasY i Ens A ws i gnuml Y axH] [simel1 T H)
A._: : : PR 1 :
K -=intB2 costB2 M=Siarnud n=signumlé ' =siniBx 1 M=Signu
= -l i i — -l i
tant| S25ES ] 1 Z ~ A (tanies )
M F: i | 4
ThH: AL cEaal e an BEFAL T 1) [ IRes | % 1 Isenlnv e IFMEM | Lobrl S0 Al | ATH WA AR CE T A A
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Losungshinweise - Kapitel 4

L4.2: Die L6ésung wird mit und ohne CAS (RUN-MAT-Men() ermittelt, vgl. L4.1:

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

JSFOLRS simrlifxi-Lanl (J5-00] Wi~ 0d+n-28s1gnumioss arrroxr Hhs m=15H
i [TH 29339485
& RS I | rE

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

- simrlitri-Lanl (=]37/-] [F=-00+n-"F=signumL-a3 s arrroxr Hhs m=15H
—13-51 | -[ii]_l | -[ii]_l 189, 1HeEEDS
t_an|5 3 t_an|5 3

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

simrlitxiHbhs £ Hihs a2 simrliltricExrandiHns ] [arrrox HAs

-7 R 2k TR

[Co Tree T ot Teion [HVE FHEN | [ o TRes | 1 Toon HF IFMER | [TEHEICALGEG I eqr BRFAT T 1| [TEHcICALGEGY Al e9n BRFAL T |
e SFOL s e a=an a2l [ECANN L simrlitricExranci=i»
EJE+51 EI§—51 EI§+51+613—51 505(5)-6I§

2

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

[N R

simPliftwicErrpand{y i+

~Lan ! (eSS dES 1 anu

oA Es 1 gnume Y a2 H

3+ 3-5i];
2

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

Sinﬁﬁb-f;IE

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

_tanﬂ[GDS(5)],n'Si9ﬂu [-Signum[sin(5)-elj]
=SSNl =] " AR z
[ TAeaT ot oron HYE FHEN | [CLET =0 TEAN |

RIZTIMAT [CFLRICALEIHWHT [~

simplifytHr+H Ans- =1 5+H Die Vereinfachung von H im CAS-Meni mit approx
. Ao o X . e
_tan-l[l.aﬂl{ﬁ} ] G rsisny 189['L5”"[Lan1c;5:| ]+rr = zu -73,52° war nicht ganz unproblematisch. Es gilt flr
» = | Im(z)=5: 1< 5 <31 = ze D, = we Blatt 1, fir
AT EEr T (AR | IM(2)=-5: 37 <5 S -7 = ze D4 = we Blatt -1
Englf Moo :Dega_ T I3+51+% R — [ ans
omFLlex odes I"‘E'“ L . . L 1= 1[™0. 393
oor 10n (2. =2 mlist 1 E;EME] Emﬂﬂm]
Gri tO0ff Done
Ares 10n Abs List 1
Done
Ars List 1 5.7915 189, 1866€120. BEEFL

L4.3: Die Berechnung e

rfolgt mittels einer geeigneter Listenarithmetik im R

UN-MAT-Menu:

[T An An {2H+ARL . TH+HT KL . -dE—41
||-;m} ||::.n5£}] 1 .HEE}] id+list 1 o
2| 220e6> 2| = 2| danee>- [mlal=]
aluE - 18> aluE - 18> 3[1m eilist 12
Done
22AZ26.4558 Conda eList 1
435165195, 4€65. F1561 e-147. 04221 A. AAARE-131. 331271
[LIeTIMAT Pl ICAL G N & 1
[T AnF AnF Dorne
1 17U, BSE> 17U, BSE> Conda eList 1
F EEI]EE}i| 2 m] 2 EEI]EE}] ) ) Done
aluE - 18> alNE - 18> 32;13 EeF elLicst 1sList 2

o
4251565195, 4 ImF elList 1=2List SDHE
E-55.91561 2PE26. 4858147 A4221 H.BEAAE131. 831210 Done
LISTIMATICELEICAL S HIH] [
Fir Im(z)={-40, 10, 20} gilt: -137 < -40 < -117 = ze D, = we Blatt -6, SES';E”?ZL% scatter
1= ib1s
31<10<57 = ze D, = we Blatt 2, 57 < 20 < 77 = ze D, = we Blatt 3. |-List. tList3

L4.4: Die Darstellung im STAT-Menu erfordert
eine geeignete Betrachtungsfenstereinstellung!

Frequency
AETH 5

¥

|BELPaGhLuﬂ95fEHSLEP
max s .JE

+
scaleil. 25e+AB
dot. 14, TE19e+HA

Ymim i-1e+@S8
mar =3e+HB

h

IR TRIGET o e e [Fel]

= 919812 | 3. & Y=Uur929260. 9

=-|HUH |."THO33 *=-| |9H2. ARSI

Ei=-f. H333H9E - |H "'=-3. | BS5NOUE-|H
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Lésungshinweise - Kapitel 5

Kapitel 5:

L5.1: Die Lésung werden im RUN-MAT-Meni ausgerechnet und mit einer Hintergrundgraphik (Einheits-
kreis) im STAT-Menu dargestellt:

[T AnE [T [T
1 1] leus; I[ 1eus; I[ 1eus;
2| 1e13s; 2| [HEE 2| 1e1as; 2| 1e13s;
3 le-13x EINCEEE Ell1 e - 133 3 le-13x
ulie-us; ulie-us; ulie-us; u
1. B8ERE4S . ABRABL 1.B68ERE1 35, BABKHL 1.80ERE=-135. BEERAL 1. BABAE -45. BEABL
W 137 _ ] _ Torne List || List g|List J[List |
omFlex Mode:re™aL 1.H06BHHEL1SH. BHAHAL| |List Ans+List 1 0. 1011 | 0101
Coord 10k (I I2metinl=Zn"d0, ) ) Dore 2l 12135 | 0. 107 0.0
Grid tOff {{Zre1=2edn- 42, [{Z=e| |ReP List 1=+List 2 3| 1e-133 0. 107 00T
Axes 10k L8 R B B ) ) Dore ul 1e-u5;| 0.0 | 0.
Label tO0ff Dore| |ImP List 1+List 3 5
Risklaw H L Done « HEAHESS . HEARL
] LI=TIMAT eFLACALHIFT & 1| [LITIMAT ICFLACALG WM paFFHIC AL T CEL TOEL-RT T T
Eelrachlungasfensier HrafiktunkL. sFaram - — S E -
wt1Blxcos T SFreichern in. Rdllahlen Sie |
max1 :1 Y1L1B1=sin T ildsreicher L BildsFreicher
scales
dot.  i6.684T761964 | Pictll~Z@A1: 1 | Pict[i~ZE]1: 1
Ymin 5 -1. AL3:
max & Y138
THINER T leTe [Fol [FIoT] EE-n [T 1

'

™

'

=
|/

Y=0. "0 06H| |

S

E=0. 10110618 |

1

|/

F=-0.7101106"H| | Y=0. 1017|068 | |

™
b |

E=-0.10"1106"HI | ¥=-0."107106"H| |

b ./

E=0."I011061HI | Y=-0."107106"H| |

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

=Lallhrarhl =1
Grarkh Tyrre fScaller nswer [»re fLomrlex | 1
mlist tlist LisFrlax tFixd
YList tList3
Frequsncy Hi . .
AbschlieBend die exakte

O = Darstellung im CAS-Meni: [f=a1ras TEREIC AL CE Gl & 90 REFAL T
cExrandidlor cExrandillsxelimdn 40| [cExrand il sxeli=dn4 0| [cExrpandl{ I S=el1=an-d4 )
2, 2 -z, [2i -z [Zi 2 [Zi

2 2 2z 2z Z Z 2 2

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

L5.2: Fir Teilaufgabe a) werden verschiedene Lésungsvarianten gezeigt, b) und c) sind analog zu lésen.
Die exakte Lésung im CAS-Menu ist hier von der Darstellung her nicht in jedem Fall gut zu vereinfachen:

EHSLUE'I"‘ YPE 2 DI'ﬂF'!E'I

solwels E==10 4 37281

soOlwels B==1"24+l 570

SDlugEZ E=-1-A+l 0=

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

i iLc oy m— n Bz N n N
LisFlaw iFixd = fl_l 0 E'r- Zz_Em Eﬁmi g
= p=— it gl =% P
u g Ei—] *_| [+ iz N *r | 5@. F’EF- v
RED TET IEHS ICALCEGUAI SJ1 KERFHI [- TRHEICALCIE G Al = SF REEAL T TEHEICALCIEGUAI =31 EEFHI [-
solwels B==1 2+l 370 [solwel 2 E==1 A+l 37250 | |27 EB==1 2+l 57051 . 20 cErrandieanil |
= e S LE ~ 3 = [=—Cos(2H)—s1int 2@ - ]
v 282 S RO ZzE'JEi—l.EEJEi—li g .
— 1—-1, 1—11 v
ATk [T Ok R | - -l | BES 21z »
== z Mz e
vy 202 202 T | EF==€F fr——— T
] IEHS ICALCEGUAI SJ1 KERFHI [- CLE W IEAH T ATH WA AR CE T A A
GEIPaﬂd{EqHFE}) _ | [cCExFandieanc3an cErrandieani.5h ) cErrandieani.5h )
=cos(ZE+sintEZl0 -1 Bl -cosd2@)  [F.sind2l [[|26)  [-sin(26) J[E-co (263 J3-cos(2E3 ],
2 ¢z _drt ;BB 2 i
[ ] L L

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

cErrandieanid il cErrandieqrnidia cErrandieanioll | [EExrandiegne ol |
cos{2E)  [F.sind2a; ||ndz@ E-cosczm]. —cos{2E) [3-sind2i {an,ﬁ-cosczm].
7 5 t = '{lﬂ ‘2 = imlE = = 'ﬂ] % t = i m
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cExrandieanies s cExPandieanier =12+ AL A H
cost2A) [F.sin(2a; n-:zm,ﬁ-cnscza:-]. nswer Type fLomelex 174 1
i 5 = H 5 } = i |\ |PisFlay tFixd 5 o
F M
ThRz e AL CEGUR] & a7 REFAL ¢ TRz o AL CEGUA] =97 BREA] ¢ FCE] ET ThRz e AL CEGUR] & a7 REFAL ¢

AbschlieBend im CAS-Menu die exakte Darstellung der Hauptwurzel (Winkel im Bogenmaf3):

HbBs H=+r =Lant (=115 0Fn A CFRELLRAN O] A5 00 cExrpandt Ll
1 Zn i oMY
5 = cos[ §]+=in[F] -1
2 2
=0 I ER e e | A TR 0 T 3 TREGICALCEGuAl = REEAL T TREGICALCEGuAl = REEAL T
Nun der Lésungsvorschlag im EQUA-MenU mit Betrachtung einer Nullstellengleichung, dann RUN-MAT-Men(i:
Folrnominal aisb+a153+ s s +36=H ansB+S1x+e = s +3E=H ansB+a1xa+e = s +3E=H
K Lim? an al a8 FERE + au a5 4B %
Gradl4~3817 r I i i i r i i 0 TEEEN 1| IEFEEEZTEIER
2| Da"EE-D.EH2T:
n= & 3| 0a 1N3E+0.984E;
u| -0a113-0.9848;
Frad? 1. 8665 H. SHEA-E,. BEEHL M, 9397+H, 34201
= 1= 11 ECTTICELH] CLF Eord| [ECTTrECRlCLE [Eodl| [EEFT
apab+aimats s s +ap=H Hrhale s Dea T [#nsF [T5
& Comrlexr Modeire™fail IfIe19. >
3| 0. 113640 96UE oord Hly 2| ;. 993> 2[1
Ul -0a173-0.9B6UB; Eri s0ff 3| . 999> | 0. 999
5| -D."EE+0.EUETE Axes Hly uf 1e-16x uf 1e-16>
AN -0.539-0.3u2: Label Hukiki &| ;. 999> : 5| b. 999
M. 3539T7-0. 342601 | S iF1x 1. 0680HEZH,. BEEEL 1. AEEREEH. AEERHL
EEFT
[T [T [T [T
L IMlelg> L 2| 0. 999
2( 0. 999> 2| 0. 999 2( 0. 999> 3| 0. 999>
3| TMEEER 3| 0. 999> 3| 0. 999 ul e
ul1e-16x u ul1e-16x 5| 0. 999
5| 0. 999 ) 5| 0. 999 ) 5 % ) ELT )
1. 06606146, BEAEL 1. 008He-166. BAEEL «HEEBE- 166 BEAEL . HEEHEe - 46, BEEEL
I T I A T Done List JLizt alLis=t alList w]| [SLatlErarhl
1. AAAAE1 2A. BEEEL| |List Ans+List 2 | N 1#19. 3| 0.9386] m.3ug|| |Grark Trre 1Scabber
1H:1.2,3,4,53+List 1 ] ) Done|| = 1| 0. 9992 0. 1136] 0. 98uB] | [=L1st iList3
o Dorne| |ReF List Z+List 3 3 2| 0. 9993 p. 1663 0. 6= | [MList iListd
B Zue{ixlist, 1=2n- 62 Done u 3| 1e- 163 0. 939 0. 3uas| | |[Fresuenc> Ha
ImP List Z+List 4 5 u| 0. 999> 0. 1133 0. 980
Dorne Done H. AAA
LT AT CFialeALe MO T & 1| [LTSTIMAT lcFLaleal a1 EEFAICALG CECTTECRIINE | T o =

Der Lésungsvorschlag im STAT-MenU mit Hintergrundgraphik (Einheitskreis, vgl : L 5.1):

scalesl

dol.  1B8,84761%964
Ymim 1-=1.9

max 21.3

ZHITITRIGISTOISTO [ RCl,

EelrachLurastensler =Latl llind sMarnual
Resid List :fHorne
max s List File tFi1lel

Func Trre :
Erark Func

™y

'

\LA

F=0. 3396326207 =0. JU20201 433

LS

\.

F=0. |"36UBITIE ¥

0. JAUB0T153

7™

™

i

\|

E:=-0. "1I6bOULLYT | ‘*=0. BU2TH1ED9E

= - 9396926201 "= -0. IU2020 | 433

N

Ei=-0. | "136UA | "6 ‘"= -0I. SHUANTTS3

o/

\.

Ei=0. "IBROUULLT | = -0. BU2"TH1ED96R

Die sechs Wurzelwerte wurden wieder im mathematisch positiven Drehsinn entsprechend der
Winkelraumzuordnung dargestellt.

L5.3: Die Zahlen werden im RUN-MAT-Men( in List1 und die Blatthummern in List2 abgespeichert

e a2 T~ AL - [TLasT. 137012 0Hedal =] [Mode : Lome [TE
A2+ 2=, -3+1 r+List || 2HZn-30+List 3 Func T=Fe 1 Param 1 7
1 Lone| |Draw Trre : Connecth 2| 3eani
Done||List 3 Deriwaliwe s0fT 3|2 1B5i
12018, 2 kxList 2 Done u|2eus;
Done amP FHECR:T 5L
Coord 10k L 3. AAHRE - 90 . HEARL
LIETIMAT el AL e N T & 1| [CISTIMAT [CFLAlcAL N - =]
[T AnF [T [T
I[3e-a0; JELE: | E I[3e-a0; [ELS: | H
z EIECELE 2[ 3eami 2[ 3eami
E| AT 3% BT EIEE T
NEITLH u|2eus ufz NET L
5l 1. 5LI.uB1> AN 5 ]
2. ABRARE3H. BEERAL 2. ARARE1ES . BEARAL 2. ARAREdS . HEERAL LdETAE-BA. 14561
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Lésungshinweise - Kapitel 5

L5.4: Die Lésungen zu a) und b) werden dargestellt, weitere Losungen sind entsprechend zu finden.

solwelse==0+1 1.2 |

- d
Im CAS-Menii oy D Firb) erhalt manim EQUA- | © 1 o o am
erhélt man un- MenU (Polynomgleichung)
mittelbar fur a): und dann im CAS-Men(: -17. AARE-5. ABERI
ECTTCELAT CLE [Eord

amd+thEc+oa+o=H
4 bk <

a><3+b>434;=c.><+d=9

ca33140.30B5:

]

-0«B9B-2« 1129:
-lal32+1.BEUL:

2.3310+H. ZAS51

aH3+bHE-;|:H+d=EI
I[ 2.331+0.3085:
E[]

JL-1.U32#1.BEUU:

-H3.8983-4. 17361

a><3+b>434;=c.><+d=9

2=33140.30B5:
-0«B9H-2« 11293
-lal324 1. BEUL

]

-1.4327+1. 86441

a><3+b>434;=c.><+d=9

1
E[E.EEIEE-IIE.Hi
dl2.3513E 127253

2.3313e7. 348061

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

EEFT FEFT EEFT EEFT
amd+bhm e +omto=k amd+bse+oato=k Func T=Fe : Faram
& & Arale P Rad
I[2.3513687.5399; I[2.3513817.5399;
e[- } e[e.aslae-ne.ui 1=k lax HizEF
al2.3513e127.53: 1l
2.3513¢-112. 486061 2.3513€127. S4EBL
EEFT EEFT THIFOTATEH
Solwel sl A=l A+00a2 0 simrlifrigelRighL{ean]| |[gelEighL{ean {3 arFroxr HAsS
o =] o =1 .4327+] . BRdd1
tan| = tan| 7= tan| =
—SE-EDE[% 3@[—1:-:5[#]—; Sm[—cns[#]—;
r “H

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEHEICALCIEGLR
solwe(Z2™3=12+5i.22

simrlifrigetRighbiean| [getRightL{ean{dial arFrox Ans
& el T o i} 2 .3E1EHA A5
Lan-l| == tan-| 5= Lan-l| ==
Z=3ﬁ-cn5[#' il E-ﬁ[cn:-g[ 3(12]}*.5:‘ Sﬁ[cﬁi[#]‘*iﬁ::
a2
Yy - [T*a""[wv
CLF | =l TR-AHE] [ (TR IEALCECURl =N BEEAL & 1| | SLF 1 =W TR-AHzl (I TRM: ICAL CIEGR Al 2an RRFHl T
solwe(Z2™3=12+5i.22 simelifw{getRight{ean ]| |getRigkhL{ean {533 arprox ARsS
& R 3 & a o =B I TIAL
-l — - ==
R E e[ = [rann[5E)
x tan| T3 - sinl —=== 3| |13 -| sin| —== |2
13 -cos = -
L3 2 v B N TEMIICALCECUARI=an BRFAT
TLFR | =W TR-AHZl T THH: ICAL EGLAl =90 BRFAT - || | LR T =0 TRzl T ThHz ITALCERLAl 290 BRFAT &

L5.5 und L5.6: Die Lésungen werden, sofern im CAS-Men( erhéltlich, wieder

als Bild angegeben:

simPlifxiJ{-H2xy simrlifx il C-1) =/ Cxera]| [Hhale HER L
—HE JH_i 1sFlay BB 1=
L5.5b)
TRI: I AL CEGUA] 2T BREAl & TR IcaL cEaual = an BeFAl = U [EEsllc =1 ThH: IC AL CIEGUAl 291 REAT &
Ji=-452 {(-1#9} IDEE: CFE R RN PR
Ti % 1251
L5.5a) L5.5¢) L5.5d) i-|x-y| L5.5f)
e) 7i-|q
THHE [CALCEGUAl £ 90 BRFAT T 1 | [TRRG AL CEaURl & 9n BEFAl T 1 [TEHZICALCEGUAl = qn GRFAL ¢ 1
JO=120+lC-Ha+l (-, F) aFrFroxr HRs S-S0 0=30 SR =50
i H . AAEE+T L HETL L -3 —4
%&Eieﬁi
L5.5g) L5.6a) L5.6b)
TEN: AL clE U Al &9 REEAL & TER: L AL CEGRAl =97 BEEA] ¢ TEN: AL clE U Al &9 REEAL & TEN: AL clE U Al &9 REEAL &
. . 1/2 1/2
L5.6c) Fallunterscheidung: a-b20 = i-(a'b) °, a-b<0 = sgn(b):|a-b| “ .
. .. . 1/2 1/2
L5.6d) Fallunterscheidung fir a#0: a >0 = i/a ™, a<0= 1/|a| " .
. .. . 1/2
L5.6e) i-sgn(y-x) fur x#y. L5.6f) i-|a-b| . L5.6g) -6-3"/|a| .
1.2=M gialist 1=Ym~Mi=L1=sl Mode : LomP [TE
12. AARA] |2 1 I
Seqir=-1.=.1.M.1x+Licst Done 2| TEEER
1 . ReF List Z+List 3 3| ;. 999>
arneg arne uf 1eqm;
L5.7: N=12 ImP List Z#List 4 5| 0. o9z B
one 1. ARARE3A. BEEAL
LIZTIMAT Pl leAL ] - 1) [CIZTIMAT (CFLrle AL -
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Losungshinweise - Ka

Done
ReF List Z=+List 3

ImP List Z2+List 4
List 2

ane
ane

Done
I

LIZTIMAT (CFL I AL Gl H

pitel 6

List IJList afList A|List u
I [T I [T
2 113 0.B6E| .5
3 2lo.999>] 0.5| D.8EB

u 3| lesn; o
5 ul 0. 9992 0. 5¢ 3| 0. BB
. AEEHE ZH. BEEEL

psEFHICAL ST OEL TOELCATIN I

=Laltlhrarhl

Der Index k=0, 1, 2, ..., N des Winkelraumes wurde als Zahlenfolge in List1 abgespeichert. List2
enthalt die Wurzelwerte. Als Hintergrundgraphik wurde wieder der Einheitskreis verwendet, vgl. L 5.1.
Die folgenden Bilder betreffen den Fall N = 2. Die anderen L&sungen tberlegt man sich entsprechend.

Eade T :Enmp e S AnE [T

unc T=Fe tParam . |[-| 1 1
Draw Trre :Conmnech =18 LA PR A PR z -1 ] E[-]]
Deriwaliwve 0ff Lone

BIE lenlconl O T ©

Hauptwurzel = 1. @888

Nebenwurzel = -1. 86888

L5.8: Hierzu erfolgen keine gesonderten Lésungen, die teilweise schon in L5.4 mit angegeben wurden.

Kapitel 6:

L6.1: Die Losungsstrategie sieht hier folgendermaBen aus: Die Indizes (Blattnummern fir z, bzw.
Parallelstreifenindex fir w = Inz) werden in List1 abgespeichert. Die Logarithmen zu a) in List2,
deren Real- bzw. Imaginarteil in List3 bzw. List4, zu b) entsprechend in List5 bis List7 und zu c)
entsprechend in List8 bis List10 (Im RUN-MAT-Menu). Damit kénnen am Ende alle Ergebnisse in
einem(!) Scatterplot (STAT-Menu)angezeigt werden. Als Hintergrundbild (im GRPH-TBL-Menu er-
zeugt) werden die entsprechenden Parallelstreifen gezeigt, so dass die Lage der jeweiligen Einzel-
werte im richtigen Parallelstreifen mit TRACE unmittelbar abgefragt werden kann.

Eamp%ex HD!E=8+E1

Coord 10k
Grid tOff
Azes t0n
Label tO0ff
LisFplax tFixd

(e 3TRadTars]

a)

[T

U "l 330
SL13aB1x

-11.519173881

[T

o| e 019+ C)

3|2 019+
Uf 2 019+

5l o9z
2.8794-16. 21081

t-da-l L2 rslast 1
ane
In €271 2+20L1st 1=m1

orne
List Ams=+List 2
Done

LIZTIMATICELAICALGIHIM] [

[T
113 295>
2| MR
3| 3 295>
U| 3 295>
5l3. 295> i
J.2938-4. 7124

[T
IT-11a5*
=
3| 1« 04>
U= 330>
sliz.giz i
-0. 233987 ToEL

[T
1T 019>
2| REE
3| da 0719
U] da 019
sla. o i
2.8794-3.F2THL

Mode

Func T=Fe
Draw Txre
Derivalive

: Lome
1 Param
: Connecth
P0ff

[T
[da 2955 ]
J. 2955

3. 395>
EN-L1N
3.2958+1.5THEL

L =T, T

[=11a537
-5 23+

1.330>
NENTEN
1.8471973311

[T

[ 01195 ]
o 0195
o 0195
L 01195
2.68794+2. 35A21

L =T, T

ReF List Z+LisL
Done

ImP List Z=List 4
Done
EEI+Z

Done
I

ln fcos &H+1s1in
List 1=mi

LISTIMATCFLY I AL CIHH

EN-LE
3. 395>
3. 395>
5. a5 |

3. 2958+7. 83461

[=11aG}
=TT
|« DT
. 330

13. 613368171

[ 019 ]
o 179
o 179

ENTE
2.8734+58. 63941

List Hhs=+LisL o

Done
1 C-dul2+d=le=0+201
sbo1=m1

List Ans=+List 2

Done

Done

LIZTIMATICELAICALGIHIM] [

293E+14. 13721

-1 1a5F
-S.23F
| DU

13613
T 338328551

ATIA+14. 92061

Ansicht der Ergebnisse

im List-Ans-Speicher, da

nn Vorbereitung der Hintergrundgraphik:

kReF List S=+Li1st &
ImP List S=+List 7
ReF List B+List 9
ImP List S+l ist 1@0

ang

ang

e

EPaf%kfunkL.:V=

LIZTIMATICELEICALCIHWH] [

) T

Sreichern in
ildsreicher

Fict[i~Z@1: Z

Wahlen Sie
BildsFeicher

FIcTl ES-g

Fict[l~Z@1: 2
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Lésungshinweise - Kapitel 6

ININEIGEETolaT0 (ol
Die folgenden Bilder zei

List | Lizt 3[Lise ]| [ETaLGErarPhl W W’
I -8 I.a958) -10.m9) | |[Brarkh TxPe  fScaller = »FEe sscalLler Far *PE :sScaller
g -1| 32953 3. 2958 -w.m12|| |=L1istL tlList3 mList tlListe mList ilLists
3 0| 3. 2953 3.2958) 1590 | |YList tListd YList sListT YList iListid
u 1| 3. 2953 3. 2958 1. 8539) | |Frequency 1l Freauency i1 Freauency i1
5 2| 3. 2953 3. 2958 14 131 Mark Trre o Mark Trre H
5. 2953-1H. 99561
R FHIC AL CTOELTUELRT TN 2 =] = BEHLIGFHEIGF A3l GFHA[GFHEIGF Ha
=Lallsrarkhl s Drawln 2 o = 2 o = a o =
SLatGrarkhs 1 Drawln - - -
sLallirarhs  fDrawln a " a - " a "
dh a o ] o [ [ = [+
] L [ ] L [ ] L o
-] o L] o L] o
T o Tor<] [bEaur| f:=n " =4 0471 955 | pi=2. 079uN |54 | =3, 35K 9uNg pa:a.;ﬂsnasuss ¥=|. 50196326
|BELPaGhLuﬂ95fEHSLEP a) b) C)
ML & 5.
scalesl . . - .
Ldot 16, 83174883 Darstellung der Logarithmenwerte der jeweiligen Teilaufgabe senkrecht
mim -
mar =16

Ubereinander. Angezeigt ist jeweils der Hauptwert im Parallelstreifen Dy,.

gen die Hauptwerte im CAS- bzw. RUN-MAT-Men( (Altgradeinstellung):

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

ln vdreas cExrrpandiln (cos BH+1S| [IR (-d=ld+pad=]lE In {2?%}6519625 48253
= 5 3 . . i
it G 3 %ﬂ-lntzh 1n {cos &@+Lsin &0

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

« A4 7Z2€50. AEABL
ln C-42+L=40E)
Ja l4ZBEd8. 3THLL

HET]

L6.2: Die Loésungen werden im CAS-Menl unter Hinzunahme von k-27i (k = 0, =1, £2, ...) angezeigt:

cExrandicollectiln € -

ln L= +lKmL.ma

cekxrandicollecliln (-

L=l S AR L

M CZE+1L i+ 1lnlEs

2+ i+ lnl sl

TEHZICALCIEGUAI N ERFHl [ |

| 2tee2 |

| 21+2 |

CLEI Zu [F-AHE 1 & |

CLEI Zu [F-AHE 1 & |

CLEI =0 [FaHE

cExrandicollectiln 1+

collechiln L+2KmL.m)

| 2ic+L ]

| 2tors )

CLEI S [FAH 1 - |

CLEI Zu [F-AHE [T

Kombination der Be

L6.3: Die Lésungen werden

sofort insgesamt durch ein

e geeignete Listenarithmetik

cExpand(collect(...,

Interessant ist hier die

fehle
r))

(RUN-MAT-Menu) erzeugt:

RIZTIMAT [CFLRICALEIHWHT [~

[T Anf Anf [T
1 7 I« lIB} Ifl«lIBY IflaUIB>
2| laMIB> 2 2| 1aMIE> 2| laMIB>
3| 1. 993 3| 10993 3 3| 1. 992
U2 djuaTiEr IS u
5| 28 21 N 5| 28 21> i} 5| 28 21 i} 5| 28 21 N
1. 4166+36. 37331 l.4186-1. 32551 H. BHEE+1H. 99361 . BEEE+S . T1241
[T fnF HEFSEFEEEE BV LN ) A
I[1.UIB] 2| 1. uie> Lone
2|l UIB> 3| Im. 99> f1-d4i-,1-d4i,-1>-1--1,~-
3| 10 99> AR T 1ielist 2
U a3 5| 28 21> . . Lone
5|3 ) B | | IIn List 2+2List 1&ni
- BAEE+Z8. 27431 . BABE+15. THERAL [one

L6.4: Die Lésungen zu a)

und b) werden angegeben

(CAS-Menu), weitere Lésu

ngen ergeben sich analog:

cExrandicollectiln 1

Il C1=d1 +E=EmL. mr

aFrFrox HRsS

cExrandicollectiln 1

1nC17s

1nC17s

1. 41e8+36.37331

1nC17s

Clam—tandodr i+=——F Clzm—tan-lodoi+=—0 = —tahtlido -
ThHEIC AL ey Al =90 BReHl - 1) [CLRT =0 [rans | TRHZ ICALCIEGUAL =9n BRFAL T 1| [TRHEICAL G Al &30 BEFAL T

ISR S R BT P

aFrFroxr HRs

lﬂgg?}—tah4ﬂ43-i 1.41e6~1.32581
CLEI T4 [RAH [T TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

©
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Losungshinweise - Kapitel 6

L6.5: Die Losung a) wird dargestellt (CAS-Menl). Weitere Lésungen ergeben sich analog.

cExrandlln (-o+12L 0 +d

ln -0+l r+ZKmL s

cExrandiln (-2+1.2L 2 +H

arFrox HRS

[~tan-[ 12 J+zmcen | ivinf [ L2 +znen | i+lnc13s | [[—tan[ 32 Jen]irine 1| [Froee®+l 26561
M b
CLF L IE-AH I O U LCLEL S [R-aHF | I CLET W [E-aHE] I [ TEH I-:HLEEQUF«IHH EF;FHI [

L6.6: Die Darstellungen wurden z.T. bereits in L6.3 angegeben. Weitere Umformungen sind etwa folgende:

Hoale Eﬁag_ T
HINTS]
IO0fT
IO0fT
IO0FT
LisFplax tFixd

HEFLEEV- TR BV A L ) )

_ _ _ _ ane
{1_41_.: 1-41.-1:-1--1:~-
1isList &

Lone
In List 2+2L1ist l=mibk

L
rETAL

LT AT (CFLAlCAL WM

o 1« U0+

3| 10993

LA TS

5|28 2 A
I6.4AE%E1.53191

[T
2| |« 3un>
3| 10 99*
U112
5| cHa 21+

3. THEHEL. 3THEL

L6.7: Die Aufgabe besitzt wegen der Periodizitat der komplexen e-Funktion unendlich viele Lésungen, die

im CAS-Mend nicht erhalten werden kénnen. Formalist z=1In (e

3-4i ) =

»Hauptwert” + ,,Periodizitat" .

Die ersten Bilder zeigen den Hauptwertz = In (e34¥) = 3-4i+3-27i = 3+2,283185307i an:

ela=dL
-13. 12878368
+15. 2686872344651

S+l 2831833871

1n Ans

LISTIMATICELAICALCIHWML [

aFFrox eti=dL .

arrrox Ln HRS

arprox Ln Lelli=d4L i)

—13. 1ZE8TEIEE+15 . ZHETE,
F

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

Y L 2E31E53ATL

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

Y L 2E31E53ATL

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

Ohne approx-Befehl unterscheiden sich die angezeigten Ergebnisse im RUN-MAT-Men( und CAS-Menu:
Wahrend im RUN-MAT-Meni sofort der Hauptwert angezeigt wird, erhalt man fir z im CAS-Men(
lediglich einen Nebenwert. Die allgemeine Lésung ergibt sich durch Hinzunahme der ,Periodizitat*
mit k-2xi (k =0, £1, £2, ...):

In el i=q4Lia
J+2. 28318536871

In (eli=d1i)

SoOlwelel=g L i=4L 4, 70

| [solweies=e =41+ KnL 1|

LIZTIMATICELAICALGIHIM] [

=341

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

L' =S—11 1]

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

(241 g

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

L6.8 und L6.9: Die Gleichungen definieren die hyperbolischen Funktionen

w=sinhz bzw. w=coshz:

errandilrigloExricExr| [CExrandicsinkh (=+1¥ i3] |errandilriglobExricExr| [CExrandicoskh Ca+1% 300
grtil g=m=vi ghtl p=m=v1 gl p=m=vi gl p=m=vi
z = z = z = z =

(o Tre [ o T Toren [HUF TPRER [ TRes T 2 1 Teian R e [FMEN | [(TEHC AL CEe A eqn GEFal T 1| [CLETZ W [Ern ||

solwelll=iel-e-cLa7d s [solwelll=ties—e-20 2, S0 [solwelll=ies+e-20 7, o] [Ssolwelll=ies+e-sa 2, 20

2=1n[u—714“2+“] 0 vy 2=1n[u——m2"‘] ol [ lPa)
z E=1n| b+ B 2 e=1n| W=7 B
z 2.

I (PR FTTEY . I (PR TSR .

ThHEICALCEGUAI=Sr GEFHl - TRz o AL CEGUA] =97 BREA] ¢ ThHEICALCEGUAI=Sr GEFHl - ThRz e AL CEGUR] & a7 REFAL ¢

eqn(1) ist im Reellen nicht definiert, eqn(2)=arsinhw.

Hier definiert eqn(2) die Umkehrfunktion z=arcoshw.

Rechnung ,per Hand“ mit der Substitution e’ =A (> 0, im Reellen) und Auswertung der quadrati-

schen Gleichung:

W=(H=-1-"HI"¥ solweleantlisH W=CH+1 - Hr" solwelesnidi-H1
i o dauted Al I
b= H o A=} = gl j=—H o A=l 5 B
z z 5
2 -
TEN: AL clE U Al &9 REEAL & IEH |l:F|LC-jEI2|.|P||E‘=|I'| GEFHL - ZLE W 1E-AH | TIEH |¢HLéEC!UF||E‘|h GEFHl -
Anmerkung: CAS kurzt den Faktor 2 in Z&hler und Nenner nicht heraus.
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Lésungshinweise - Kapitel 7 und 8

Kapitel 7:

L7.1: Die Umformung Abs z = (z2)"2 gilt nur im Reellen. Im Komplexen gilt Abs z = (z- conjgz)

Kapitel 8:

L8.1: a) Der Hauptwert in RUN-MAT-Men( und dann im CAS-Mend:

1/2

[ ] (1+1% - Hhale :Fad cExrandiLl-L " 1+L 0 arFrox HRS
. SLIEF tLomelex - i
-1.3172651 731 | [BisrTay THorm E”’E_mg[%_%]_ﬁ 2 -BHTETII-1 . S1TEES2
W
LITIHATICEL S AL cTHM [T E=aITCL ThRz e AL CEGUR] & a7 REFAL ¢ ThRz e AL CEGUR] & a7 REFAL ¢
simrlifxicExpandiettl][eiiln Cl-1o+dKnCl+n ][l Cl-aa+dkmioci+atra] [eciln I1+ZKmL on»
~Zmk+y x| TR R | n 1mezay o [EF
[T [DDS[EJ‘[K—E"'; :5505[21[I{—E+T]+51§; 5.-;m[2n|<—;+T] -1] b)

TEHEICALCEGUAI N BERFHl [ |

CLEI S [F-AHE | & |

CLEI S0 [FaHE [T

TEHZICALCIEGUAI <90 SRFHI [

simrlifxicExrpandieill

ellln L+KmL i 1=dp 0

e BRI e ek Y - i

c) H

e cost 2k = i=—sint 2k

4 F

TEHEICALCEGUAI N BERFHl [ |

CLEI S [F-AHE [

L8.2: a) Abs W, =

b) Abs W,

c) Abs W

o112 o-2k+7l4
-2km

o 27(1+4K)

und Argwk 0

und Arg W

Die Nebenwerte entstehen durch

Hinzufligen der ,Periodizitat” mit

k-2mi (k=0, £1, 2, ...)

und Arg W, = In(2)/2 - /4

/2

Betrag und Hauptargument wurden in L8.1 abgelesen.

L8.3: Mit L8.2 erhalt man Re wk

= Absw -cosw

k k

bzw. Imwk

k

©

Hra ((l=-p2"C1l+1L a2

-H. 4332246
1ln JZ2-m4
) =B, 4358246
Ara (L {1-123)
1.5TETIES

LIZTIMATICELAICALGIHIM] [

= Absw . -

inw_ .
sinw

L8.4: Die vorhandene Speicherkapazitat kann beim symbolischen Rechnen Uberschritten werden
(»Speicherfehler). Im SYSTEM-Men( kann nicht benétigter Speicherplatz freigegeben werden.

{ Dracken Sie:[ESCT

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

e | [ZEmL L CExrand (1 {H+1 3 3+F CExrpandil~C1+E51 4k
. [k L -1 H 1 Ei
Ll Sreicherfenler [ ——t— — -
: = RE+1 AT+ pZ+1 BZ+1
R

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

cExrandiet{ln (1+L )+

el ln CI+L )+LIF N

cExpandieililn 141 2+0]

el ln C1+L )+LIaRN Y

A -1 T 1 -1 I
77 | znee R | D2 f2e1) Znk+2 |A z i+ L g2 [B2+1 ) onk+L
L2(A +1II._,;[ ) e e [ - 3) o b2tE +1]£[ ) o e cos| -1

241 B+l Zv
TEHEIC AL CEGUal =90 BEREFH] O | CLET W [E-aHE] T IEHZICALCEGUAl = bRFHL & | LSLET S [E-aHEl T

Dem Leser bleibt es lberlassen, sich die angedeuteten Formelstrukturen selbst

Kapitel 9:

L9.1: cExpand liefert die umfangreichste Zerlegung:

ausfuhrlich darzustellen.

LrigloExPisin LFeLAL)}

_[Eéairi_e—éairi]-

i
2

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

CErrandisin (relAL )

cErrandisin (re(AL XD

CErrandisin (relAL )

erFlolrigisin (FetAL?

oshir-sinftall-sinir-

B

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

l=intr ~cosie ) J+=sinhir -4

4 F

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

l=1nle ) ) scosir-cos(8 )

4 M

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

iRty icosiAi+sintal -1

B

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T
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Lésungshinweise - Kapitel 9

. BHRE
=in £
L9.2: Wegen der begrenzten Mantissenlange beim numerischen Rechnen +Iﬁi§ggg§%;?ggzgiﬁ
) ) - . , ) . . - ceintssd
(RUN-MAT-Men() erhalt man nur im CAS-Men( das richtige Ergebnis: T TE
-1. 57 TEAS2dE +B61
LISTIMATICELEICALCIHIH] [
1HH+ 1ML+ simrlitriisin fse+ico| [IHE+1HHL+~ } =1.or7 rekaEde+561
18E+188 1 1 186, FRER+166. BEAGL | [cos 2

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

(sin Zre+{cos Zad
H. BEEA

LIZTIMATICELAICALGIHIM] [

1. 15968TATIE+S

+5, 20200 TIFE+4 21
{cos Z2)@

2. 801681 3ESFe+80

+1. 07 TEESE4E+361

LIZTIMATICELAICALGIHIM] [

L9.3: Berechnung im CAS-Men:

S1F LS ZFL)

aFrFrox HRsS

COS L7 Z+L)

arFrox HRS

Co=hi 1)

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

1.5431

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

—=inht1}1

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

. HEEE-1 1751

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

S1fh LSS FLLIR 3

aFrFrox HRsS

LrigloExPisin Ln-2+L ]

LrigloExPilcos (m-2+L]

jo=hi lni3h )

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

1.666T

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

3

3

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

-4i
3

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

L9.4: Symbolische Umformungen im CAS-Menu:

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

explolrigisinkh t1s)-1] [Lriglokzrisinkh (1la-L] lexplalriatHRsy
l=iniZD _[Ezi_E—Zi]i l=iniZD
2

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

CErrandiooskh (1200 LrigloExricosh (o201 exFlolrigiHRS )
o= 022 EZi+e—2i o= 022
s
o TRe [ o T Toren (R TPHER | [ TRes [ o T Teron [HF TEHER | [TEHEIrALCE e Al ear GRFal T
L9.5: Umformung und Berechnung im CAS-Menu:
1HH+ T HHL +2 LCollectisin f=cos ~a||aFrFrrox HRs arFroxr HAsS
18E+188 L siptZAA+2EE1 ) 1.7 TERS34E+S36+2 . 201 HEa+2.301H] 3539 e +551
Z
HH

TEHIICALCIEGUAI <90 GRFHI [

L9.6: Zerlegung im CAS

Mena. Hierbei ist w der konjugiert komplexe Term

Lafn Le+vL -+

LHbs Lan x+v1rac-TLan

Lol ddesLan Catyn xsll

ZU 7.

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

Lan Cr+y L Clban ke id | 32 Clban (i |32
Tantx+yYL? Lanixs+ye? @
[Co TPbaT ot Toron (HYE [PHEN | oo TRes [ =t Tsion (R IEHEN | [TEHE AL CEGyAl &9 BRFHL T
LN CE=rand{RT N ELI LD CEzrandi 1’
- ClTant 4y Sinlml rostK) _[ . _CILan(KH.-' SsinhtY) coshiV)
Landa+idns LanCRtvs CoosCEI I 2Hsinkiy il Landr+i'i Landas: (oos(RY 2+ {sinhiyyZ
z z

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

Wie bereits an anderer Stelle praktiziert, lassen sich der konjugiert komplexe Term, sowie der
Real- und Imaginarteil im CAS-Meni unkompliziert symbolisch darstellen.
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Losungshinweise - Kapitel 10 und 12

Kapitel 10:

L10.1: Die Uberpriifung der dargestellten Formeln bleibt dem Leser iiberlassen.

L10.2: Es ergeben sich unter Beachtung der Periodizitat k-2x (k =0, =1, £2,...) im Realteil von z
unendlich viele Lésungen. Die Periodizitat wird hier im CAS-Men( sofort berucksichtigt!

SOlweloOsS F=0fda

CExrrandieanil

cErrandieaniAl |

SOlWELS1K A==0" 350

F=c.os-1 [ % ] —2mk
[ =—c.o=- [ % ] +2nk

0o
B

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

' ==2mk+lnt3d -1 B

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

L =Cmhk=1ni3) -1 m

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

=—zin 2 )+2nk 5

F==in"1 [ % ] +2mk+mn Y]

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

cExrandieantisy

cExrandieanidr

solwelcosh (1sr=a0r48: &

solwetsinkh (121 =-2"]

Z=2:n:k—%+lnﬁ3:l-i m

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

F=2nkt - 1n(T0 - i

TEHZICALCIEGUAI SN BSRFH] [ |

H Z=i:-:-5'l[%]—2:rcl-c B Z=—5in'l[%]+2:n:k H
Z=—i:-:-5'l[%]+2:n:k E| Z=5in'l[%]+2:rtl-c+:n: 8]
2= I B TR o7 | | M= r e B TR 00 |

In den letzten beiden Bildern wurden die Zusammenhange der Aufgaben 9.4 a) und c) ausgenutzt.

L10.3: Darstellung der L6sungen im CAS-Meni:

cExrandioosTl -2+l 0x]

aFrFrox HRsS

cExrandisinT (-Z2+]0x]1

arFrox HRS

| (L

T b

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

[ .485-1.97T1

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

ol [EE

2
v ¥

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

A5+ LSTTL

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

Kapitel 11:

Hier sind keine Lésungshinweise notwendig.

Kapitel 12:

L12.1: Eine exakte komplexe Lésung kann hier im CAS-Meni mit solve(... nicht unmittelbar erhalten werden.
Deshalb wird der Formelterm A mittels des konjugiert komplexen Formelterms B in seinen Realteil R (verein-
facht dann C) und seinen Imaginérteil | (vereinfacht dann D) zerlegt. C = 0 wird nach Y aufgeldst (eqn(1) bzw.
eqn(2)) und in D = 0 eingesetzt. Jedoch kdénnen auch die nichtlinearen reellen Gleichungen nicht mit solve...
im CAS-Men( exakt aufgelést werden, so dass eine Naherungslésung im EQUA-Meni ermittelt werden muf3:

s

e e T

LHbs HIc-H+E

CHFE b

1

LRV LI T=E O L 2T

[l goayind=-gomeyinc=7|

[esrvia®=zomvinZ=vl

P VR BT, JO Ny

AR ST i3 2=

o

[TRUEICALCEGAlen IGRFAT T 1| [TRH:ICALCEGY AN a0 BRFAT T 1| | oo TAea] ot Teren A IFHEE | | oo TREE] & 1 Tian (R IFFEH]
simPlifricExrand i +]| [cExrpand KX =L CH=Er- L a1 simPlifricExpand il i+
STy TRV E-T S TRV E-T e IR =

| =C eovind=genevind

N PRt oy L

TEHEICALCIECURl a9 RFHT [ 1N [CLAET S [F-ANE I & ULZLRTlZw TEaHF | TH TR R CE T A
cExrandC [+l solwett L= D= U ma Y 8] [SolwetC=ka Y eliminabeCl=H.¥,ean]
Ry eolvel {3-m@ee-mas| | _-l-edean®er S - S
= Ton Tl 1| i i e e S S =0 f
> F3x+3 J-32+3 N
| J-ntaZer .
CLE W IEAH T TRHZ L AL B G el = 3 REEAL T IEH |IZP|LaEC!UFl|'E'=|ﬂ GEFHAL T- ATH WA AR CE T A A

eliminalLetl=H, Y, eantd

Hleichung

arm+beC +CE+d=1
E] [ [ d

aH3+bHEtFH+d=E

el 2 2 el r 1 -3 N - 1
SJ ettt EJ i o [T _wakhlen E[m.mﬂn.msm
-56+3 * FliGleichzeilis 3l -p.217-1.3757i
F2iPolyrnominal
Fiilssuns -T. BHE 3.554143219
cLETEWIEAN [T THUF LA Eo L ECITICECAT CLE [Eod| [EEET
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Losungshinweise - Kapitel 12

aH3+bHEtFH+d=E

aH3+bHEﬁFH+d=E

arm+beC +CE+d=1
E] [ [

aH3+bHEtFH+d=E

d
1 3. 5541 1 3.55U1 C 1 3e1B0; 0 AT 1 3. 5541
-I:I.E"I"I*I.El"IE"Ii a[—u.awn.ansn; |.uuaaem|.aai
3l -0.277- 1437570 3 EINMTEEFETTFER

8. 27 TET4EH53 ~H. T TETAEEPS ) 1. 48339509
+1.3737TaEELL =1. 3737 Ta6EEL TElEH1L €161. 38T rEll

REFT EEFT ECITICELAI CLE [EouA| [EEFT

a%3+bﬂztﬁﬁ+d=9

EfsisE S AR

i T S A e T e

TAEEEA=1. A7 07 roBEL] *l5

— 35541459213 ZTTAT4ERIE  ESTEE7EY | FVTHT4E6EYS  EETEE7E
;[humamgﬁ§: 168EEEEE6E 15EEEEABAEA = SEEREEE | 106AE0EEPE0 SAREEEEY
3 o B

. 483333837
€-181. 33677611
EEFT] CLEI L [F-AH | I T T LG 1 LCLRT S [EAHE] )

Die Lésungen (eine reelle und ein Paar komplexer / konjugiert komplexer Zahlen), dargestellt in
arithmetischer und exponentieller Darstellung (Winkelmodus Altgrad), wurden dann im CAS-Menl
in E, F und G abgespeichert. W ist die Polynomvariable, H das quadratische reelle Polynom.
SchlieBlich wird unter J das Gesamtpolynom (W-E)(W-F)(W-G) symbolisch berechnet und abge-
speichert, vereinfacht und mit der Ausgangsaufgabe verglichen, um festzustellen, wie gut die
Naherungslésung einer Faktorisierung der Ausgangssituation entspicht:

simell T Cil=F o= =] [Cl=F 3= x=+H simell T CC=FEaHr+] EEGERELA N
2 2TTETAEES3N 19695 | 1965952960112 TH22589HS [“ 3554149219][M2,2?? = ?SEEEE@EEIME 1
U SHEEEEEEEE | 16EEEH [ 15EERERRERREREREEEEEH | 1 EEEEEEEEE " SEY SENRRREREER  1EREH
HHM F F W
ATH WA AR CE T A A CLE Lt F-AH T TRHZ L AL B G el = 3 REEAL T ATH WA AR CE T A A
EEGERELA N exFandily exFandily

1226364382910 s

F P95 EEY 41 2B TS5 5]

r2A41 287933591 rad@a7T31

?BBEBEBEBBBBBBBEBEB |

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

MM

J @EBEBBBBBBBBBEBEBBBB{

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

QEEBEBBBBBBBBBEBEBBBB

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

Der zuséatzliche lineare Term hat den Koeffizienten 1,226-10

-9

Der Koeffizient des
quadratischen Terms
75,000.000.01/25 ist
praktisch exakt.

und ist damit vernachlassigbar. Das

Absolutglied ist praktisch auch korrekt 6,999.999.9972 mit einer Toleranz von 3-107. Interessant
ist die Darstellung des Absolutgliedes als Bruch mit Zahlen aus jeweils 30 Ziffern.

L12.2: Im n&chsten Beispiel ergibt der factor(... - Befehl keine reelle Faktorisierung, so dass zwei
komplexe Faktoren zun&chst herausgekurzt werden, um zwei Faktoren mit einem Paar komplexer /
konjugiert komplexer Nullstellen zu einem reellen quadratischen Faktor ausmultiplizieren zu kénnen:

rEacLorts"d+16=H) |

gelRighLierchangeean

erchnangeleancl s =+l

erchnangeleancl s =+l

(Z+i=1=-12{Z) (Z+c-1+1i DO

(Z+i=1=-ix 2l (Z+i—-1+13]

Iz iz =1+ 2] (24011

ZHil-in )iz c14+in 2]

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [

TE: ICALCEGUAl =90 RRFA] T

3 L] HH
IEH |l:P|LaEC!UF||'E'=|h GEFHAL T IEH I-:m.amunleqn EEFAL & CLE W OIE-AH I & U LELEL S0 [R-aHE T
LTS s R IO SEI 1 | o SR ICTS C BRI | CFEE LN, =27
L2+ c—1-idZ) 2+ —1+i ] i-1-1 B (24 —1+i0 2) | p2—oorea g N TR el e X R e

HH

CLE W IEAH I - U LCLETZw [F-ansl | TEHZICALCIERUAl N ERFHI - | [CLET W [F-aH |
exrpandL ]y exrrandLE=l s ) )
b B P i Zum SchluB3 wurden die reellen quadratischen

Faktoren S und T noch einmal ausmultiplizert,
um das Ausgangspolynom 4. Grades zu erhal-

ten (Rechenkontrolle).

L12.3: Das Polynom 7. Grades |aBt sich im CAS-Menu unkompliziert faktorisieren:

rrRacLor ST T+ B+l T al [FAL T =S A=l T = A=Y= [ A T = A =E e T = ==
_ 2 _ - 2 R 2
(z-13ze1-ioczet+io] g [[2em R ) [z 10 gl Bal 1715 Bt )7, g
2z 2 ? 2
| 4 M4 | 4 i
ThHEICaL eyl =R ERFHL - U LELEL S0 [E-aHsl L CLEL S W [EaHE] T
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Losungshinweise - Kapitel 12

L12.4: Die Rechnung erfolgt hier in kleineren Teilschritten, da es sonst zu Speicherfehlern (Speicher-
Uberlauf) kommt. Die Nullstellen sind in exponentieller Darstellung (Winkelmodus Altgrad) vorgegeben.

Wichtiger Hinweis: Jegliche Winkeleingaben in der exponentiellen Darstellung werden stets als
Bogenmaf interpretiert, unabhangig von der SET UP Einstellung! Nur unmittelbar in trigonometri-
sche Funktionen kann eine Winkeleingabe in Altgrad erfolgen! Andererseits kann im RUN-MAT-
MenU eine Ergebnisanzeige (exponentielle Darstellung) sehr wohl in Aligrad erfolgen, aber eben

die Eingabe selbst nicht!

S TS DTN 3 ) || LS ELG T OGN (=T 1 | PRaeT 15 NPT 15}
nswer I=pe tLomPlex R . . - - -E61 i
Display #Norm1 (Z-3e491) (z-3e%%1) (2, JEz—ze‘mlJEz—zemlj[: 13[2 L 5@1][2 EEE]]
Z Z
e M 4
AT CLE L R-AH I & UICLET S F-ANE I & HISLET ZW [R-aHzl |
591}){2-.§e{-6E1)1+P exrFandiF s chlEDL(?:Z)
ij[z 3'5@1][2 35@1] e, 5328 1572% 1414 26+[-66E1_3e451_2636i
z 7 4 4 z
" > >
CLE W IEAH T TRHZ L AL B G el = 3 REEAL T TRHZ L AL B G el = 3 REEAL T

Es werden Faktorpaare aus komplexen / konjugiert komplexen Nullstellen gebildet. Das Polynom
6. Grades wird in P abgespeichert und mit collect(P,Z) vereinfacht. Die Winkel erscheinen formal
in Altgrad, obwohl sie der Rechner als Bogenmaf interpretiert, wie die folgenden Bilder zeigen:

eliBl i =l =361 1 1+H

simrlifrierrlolrigiH

[ S TS T b ) =

simrlifxicErrpand (B

[Z—2e™301] [ z-peiel]

2 a4 .cos[ 24599244

I

(Z—3e~ 1] [z—zet™1]

26 cos[ 2128 ] .z40

I

CLE W IEAH T TRHZ L AL B G el = 3 REEAL T TRHZ L AL B G el = 3 REEAL T ATH WA AR CE T A A

BHL A= Dl R 0 | [simrlifricErrandC simrlilfxicErrpand{Hi30
T 5 Fiswer [ ¥rFe s Lomrlex

[z é 291][2 .352@1] 2 cos[ 18898 )20 | [RTSRTE, 77T tHormt o | Aot cost3e) -Z4a

ATH WA AR CE T A A TRHZ L AL B G el = 3 REEAL T pEdFEag ATH WA AR CE T A A

Die Umschaltung auf Bogenmaf3 (Rad im SET UP) bringt die korrekten quadratischen Faktoren
hervor, die in D, E, F und G = D-E abgespeichert werden und dabei cos-Terme mit den korrekten
Winkeangaben (in Altgrad) enthalten. Der Rechner hat die Winkelangaben der e-Funktion nicht
umgerechnet, da Bogenmaf eingestellt war (etwas verwirrend, aber nachvollziehbar).

simrlifricErrpand(Bi+E

simrlitwicErrand{Li+F

collech{D=E, £330

2 cost45) - 249 P2 oz ey 24 P36 (oos (36232 - toos | [RioeT oy C fHome T
2

TEN: AL clE U Al &9 REEAL & TER: L AL CEGRAl =97 BEEA] ¢ ZLE L IE-AH | EAIET
Wird nun, nachdem die Winkelangaben korrekt in den cos-Termen stehen, Simpllf?(GHG -
auf Altgrad umgeschaltet, interpretiert der Rechner im nachsten Umformungs- [+ (31843 2+13)25+ (-
schritt die Winkel korrekt als Altgradangaben. L
Die letzten sechs Bilder enthalten das gesuchte Polynom 6. Grades:

CLET S0 [FAH [T

simPlifxicollecliF, 20

collechil, sa»H

simPlifricolleclhiaxH,

simPlifxicollecLiE=H,

z_ 2,1
A

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

2 _Z. 1
53

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

Z.:.Jr[s@,eﬁ,z?ﬁ,l?a
4 7 4

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

4
MM

[3@,95,2?@,1?5]22
4z 4 @ 4

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

simrlifxicollech{G=H:|[simrlifricollect{GxH. | [simrlifr{collecth{E=H: | [simrlifx»icollecl{G=H,
F3[1E 275 STIZ 53] I [—95_ _ﬁ] [ [ 5, 9lZ @] 4,0 '_] 4. E-FE_ 3755
‘2 3 3 42:; 3 3E4Z+34ﬁ::34ﬁ+2+2+4Z+[}‘E+[E3-I_E]Z+9

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

© CASIO Europe GmbH Norderstedt

Paditz:

Komplexe Zahlen 91
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Kapitel 13:

L13.1: Im Periodizitatsintervall -1 <x < 1(x # 0) kann f (x) durch f(x)=sgn(x)={

stellt werden. Die Periodendnge T betrdgt T=2, dh. w=27n/T="7x.

T/2

¢, =1T ff(x)e'ikx“’dx =1/2 fsgn(x)-e'ik”xdx = 1/2-(

1

0

-1,-1<x<0,
darge-
1, O<x<1,

1

f—1 . kMg +f1 -e'ik”xdx)
0

-T/2 -1 -1
172l s1anumtmr=el-KEn| [Fa=el-KaLAr o mo =1.10 1A2xC S =1xel ~RILAN s Mo
nswer [»re = LomPlex 1 - mKi: .—Fi-
: _ s - _ i, =FiE i €& i
Liselar Herml " o B L e A ] | e e
_1 ' -
7 7 2
AT TEHZICALCIEGUA e9p BRFH] [~ | [CLR1 Fu [F-aHFl T TH TR R CE T A
Fa =l HIF Il -RaLals | 1= -Knimiama . Taas0C simPliftwicErrpand{Cal K=K
JII-{+ Mk + Tk nl{+ nk * Tk, nk
2 2

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

NI EETE S EATEE

A

Es gilt mit cos(kzz:):(-1)k die Darstellung ck={

0, k gerade (k#0),

-2i/(km),k ungerade,
und o= 0(k=0).Essei k=2m+1.
IEH |l:P|LaEC!UF||'E'=|h GEFHAL T
ZM+1=H =H=H =ALSnEL e oL s Hye Bn| [HaoL =) ~HtelBEnL = Ei=D
1 -1 [E:J':CEI'HIDHi eTl—2M 1% ﬁnc—zm—nxi]_
THEL e S T 1
n v n
IEH |l:P|LaEC!UF||'E'=|h GEFHAL T IEH |l:F|LaEI2UP||E‘=|I'I EEFAL & IEH |l:F|LaEI2UP||E‘=|I'I EEFAL & CLE W OIE-AH T

simrlifxicExpandlDr =] [cExzrand G230 a0 M. Ha M
=dsininE+ZnM=d =4 sinmea+Zuai & .
mhE=2M=12 TE=2M—12 3 [—4-51n(n:x:+2nr‘1><)]
mwi=ZM-12
=1 .
Damit lautet das
LRI =u [en Tl [ =y eand | EEaema=wrera 1| Ergebnis wie folgt:
k= oo " m= oo (2ma
* IKTTX * 1(2m+1)7Tx
s(x) = -2ilr > (1/k)-e'*™ = -2iigr > (1/(@2m+1))-e @+
k=-00 m= =00
(k ungerade) (k =2m+1)
m= o0
= 4/x > (1/(m+1))-sin((2m+1)7x) .
m=0
simPll Tl My M, Mads] [EC0 Mo M, Haa=Y] errandisimP Ll TrCatla P [&Cla Ma . Mo =Y
d=sintmeal FJacintmmr desinimxr  d-sintInxr | [d-sintmxr  dsinC3mm)
n n n ’ Zn n ’ Zn
N=0 N=1
Yo lbr [etrlvinl o] Yo lbn tnlyinl o] CLE ST TRAAG] [T 1 [CLETEu TRaRE |
cxpandisimnPli T la Do M) [l Mo M M a»% 3 k]
decinim=d desin{Snxd |psinionsd  deciniImal ]
n ) Sn i Sn ) In @
¥ N=5
N=2
cLETEW TR A | | A R [T cLETEW TR A [T
cxpandisimPll Tela Do M) [2iD: Mo M My aa»%dg s DL M Ha M d Y EelrachLurastensler
decinim=d desin{limxmd b, desindOnsd desiniTn] |dsin{Suxd desin{3Inx] .
n ' 1in ' n ' ™ on ' 3n D ety
M WM M| ot :8.04751984
Ymim 1-=1.9
max 21.3
cLETEW TR A | | A R | I A TR AT [T INITITRIGETOIETe [Rel]
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Losungshinweise - Kapitel 13

HS1F LA ns
Eg d=sin {nMH}fn+4ﬁs

YATAYA

L

: y
yE! YE:

ELICEL [EEntr]] Ei=n ELICEL [EEnt |
HratikfunkL. i ¥= EAratikfunkL. %=

Yi=dxsin (m==i1sn
?2 4x§1n {an}{n+4xS

Yi=dxsin (m=x)sn
Yi=dxsin (m=s)-m+d=s
HS 4%51n (nxﬂ){n+4XS

)LL)

ELIDEL

E=n =0

L13.2: Diese Aufgabe ist zunéchst eine gute Ubung, die Wirkungsweise der Int-, Intg- und Frac-

Funktion kennenzulernen. Die Funktiony = f(x)=

wert -1/ 2 angenommen:

Intx+Fracx- Intgx-1/2 = x- Intgx-1/2 ist rechtssei-
tig stetig, d.h. in der Unstetigkeitsstelle wird immer der von rechts herkommende untere Funktions-

IRl w=-Inlg siFrac =-|[ipt——t=—l -l |F= Termsreicher ==] [1+=
(1+Intg m=-Int =2{1-Fr||t]1SFeickhern 1n [ f12{Inl #-InLs =3Fra Aufrufen aus 1
ac ma+l-sd a Termsrelcher gzl Termsrelcher
EH
fL1~2B18 1 fut fLl1~Z@]1% 1

fs:

fE=

ToIECL] fn
L+a P -1| Im Periodizitatsintervall 0<x <1 kann f(x) durch
(Int m=Intg =ixFrac m=||{Int A-Ints =iFrac =- i ;
(1+IHL§| é-InL YAl =Fp {1+>I<E-:L? é_IHL YYF]=Fp f(X)= x-1/2 dargestellt werden. Die Perioden-

+ ac +

lange betragt jetzt T=1,d.h. w=27x/T=2x.Es

gilt o=

0 (k= 0) und mit cos(2kxm)=1, sin(2kr)=0

1T f fr)e* gy = f (c-1/2)-e 2Ky = i1 (2kr), k#0,

0 0
JUlm=1"d el =KEEdnL e m| [Fel -KRdmL st . . o 1030 simPliftricEzxrpandiCri+] [CExPpand i 30
- =-ZnKi- =Zmki: —ZmnKi costenKi=siniZnKd sd+n| [{KitcosiZnKd Ki+sind?
i 1 1 e 1|1 +E i€ 5
TEHEICALCIECURl e GRFHT [ I ICLET S0 [F-aHF T TEHZICALCIEGUAI e iRFH] [ I TCLET Fi) [F-aHF |
cExrandLCy sl exrandL =+l lexrand =+l exrand Ll
mE D sKd+sin{2mk ) «Kh-1 i cos(Znki«i_ sind2d kKD 1  CosCZnEDr =3 GDS{EHK} sin{ZnkKh 1
qmk 4k ) Gk 2.2 22 22 22
Ly o [ A=K drk o L4 drk o5 a4
CLE W IEAH T TRHZIC AL E Gl = ah FREFAL - TRHZIC AL E Gl = ah FREFAL - TREGICALCEGuAl = REEAL T
M=K D C NI e T
E &

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

Abspeicherung der Partialsummen des Fourier-
polynoms unter der symbolischen Variablen S:

a1 AKmaRe KR mL <. K| K. =M. =10+ {a ~ A AKn=ed| DEedK=dni s, K. 1, Mi+S

_El [Eznxmi]Jr% [Eznl EHHH]i]_‘_% [Eznﬁmi] EHHH]i]_‘_% [Eznﬁmi]

Vot ZmE Fo1 M EEHK Ko1 Z2mk EEHK Ko1 Z2mk

TEN: AL clE U Al &9 REEAL & CLRE ST TEAM [T 1) [CLETEy TEads |

simrlifxicExrpandi=)+Y| [cExrandlsi»Y1 exrandisimrliTeicExra| [CExPand iz =Y

—sin{Zm=a —sinZmsl —sindnxl siniZmRy —sin{dmxl sin{Zm=l
n n 2n by 2 s

N=1 N=2
Yo lbn tnlyinl e ] LR ST TEAHE [T TEHZ AL CEaUAlEIn RFHT ¢ || [CLETZ0 TR Azl [T
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Losungshinweise - Kapitel 13 und 16

errandisimrlil TricExral [CExrand =43 errandisimPlil fricExral [CExrand sy s a+4d
—sintemm? sintdmxy s1| sintdmsl sinCZmEl —SintEmmr SintEmx) S sintdmsr sSintZmEd
am Zn Zn s 41 An Zn s
¥ ¥
N=3 N=4
CLETEU TERA [T 1 [CLETE0 TEags [T 1 [CLEFw TEens [T 1 [CLEFW TEans |
LGratikfunkL. Y= HratiktunkL. %= HratiktunkL. %= HGratikfunkL. Y=
S1F LA -] Wil= YWil=-sin (Z=m=Rlom YWi=-sin (Z2=m=xlsm
==s1f LARmEE IS CEEN Yi2=—51in {4¥n¥H}f{2¥n YWi=—simn (d=m=nds 2=
Yi=—sin (EEmEERIAC3ER & -5 S Yi=—-=1in (Exan)X(an
ng-siﬂ CBam=RI A dmn ng—51n {anxH}f{4xn = ; it B
yE! il : b
ELICEL [FEe| (ZELTDEL [LEAL] ELIDEL pEas | [ZELTCEL Il
k= ] k= w=n k=0 w=l k=n w=l
exrpandisinPllTricExral [CExrand iz 2 +%o H = EERE- NN EL = cExrandiSr Yo
—sin{16m=) sinCldm=h sin{lZn=r sinCl@m=) sinlEmRr sin{émsy Si sim{dmxl sin{Zm=l
2n T &I an 4n in Z2n s
HH HH HH
N=8
TEHEIcAL ClEaAlEan ERFHT ¢ | [CLRT S0 [FARE | A AR [T 1 [cLETZu TRans [T
Dieses Beispiel ist dahin- [Bef.rachlunssfenster Brafikiunkl, s v=
. YWil=-sin (Z=m=Rlom
gehend interessant, dass maz i Wa=-Sin LdumenioiZan
. . : =-S1ir B8 SR RS |
alle Rechenschritte im ot "i8. 03174503 P T
- - minm == [SES N
CAS-Meni ausgefihrt [*0I0 i 7754
IMNNEEETo ETo Rl =0

wurden: Von der Integration
der Fourierkoeffizienten,
uber die Termumformung,
Abspeicherung der Partial-
summen bis hin zur gra-
phischen Darstellung.

Kapitel 14:

k= oo

s(x)=i/(27) kg (1/k)-e'2k7x _

(k #0)

Hier sind keine Lésungshinweise notwendig.

Kapitel 15:

(1 /k)-sin(2kx)

L15.1: a) Die Betragsungleichung wird zuerst im CAS-Menl umgeformt und dann im GRPH-TBL-
Menu Uber eine Ungleichungsgraphik (Flache zwischen oberem und unterem Halbkreis) dargestellt:

AERLES Hhgle HEE| Hibs o=2AaL3 simelitricExrandieant]
i =i = Lo =71 <
1 23 A+ 1=-2 13 1] |(K—2)2+?2£3

TH TR R CE T A [E ) TRHZ G AL CE el =9 IREFAL TH TR R CE T A
SOlwetegniAa, W | IGratikiunkLl. s %< EelLrachLunasfensler Hr T
J_____E__i HIE JOFE=(m=20E 0
=N =T H B max1 7
H I=H
LG H dot.  1E.HA5553555
LEH Yminm i =3. ahbe 3]
Li=H maxr Displax fHorml
[TRH: e AL Ecal =97 GEFAL T 1 IO TRIGEToeTe [ReL] [(CoJCrs]
|BELPEGHLHH95fEHSLEP
¥ ¥ max
scale 1
ot fE.11111111
W |¥min P =3.5
CHYSTEE max 3.5
TERCERIGbrETCHG-FLU TAEL] & | IR ETo =T [Rol]

Zuletzt wurde mit ZOOM Square der Kreis (Innengebiet mit Rand) unverzerrt dargestellt.
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Losungshinweise - Kapitel 15

L15.1: b) Es handelt sich um das AuBBengebiet eines Kreises um M(-1,0) [F¥¥izz

mit R > 2. Fir die graphische Darstellung wird die Parameterdarstellung  [*+¥1

von Kreisen mit mit Radien gréBer als 2 genutzt, wobei die Radien tber

die List1 (im RUN-MAT-Men( abgespeichert) sofort in die Formel fiir die

Kreislinien eingehen: WA NANR ) ||

(Hibhs CoA+1aae A llesimrliTricErrandieant| [cExrandieqn il il |[seairarsdalannfn . dars
_ = o o List 1

CIRAVIHL 50 Of [ox+1 =<0 e B [tx+13+a 2] Done

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

LIZTIMAT [CFLAlCALCTHIMT ¢ 1

EPaflkfunkL..PaPam
Yiz=l{3a=y 2
W2a (I k-Fad]
RLAIB-1+List l=cos T

Wrdi
[EECTCEL [TTPE IGMEMTERGT T I

Eelrachlunsstenster

min -8

maxr =4

scalesl

dot  fH.BT7T9365AT
Yminm i -=2.3

BeLPachLungsfenELEP

HS|
max .5 2831853
FLohi Z2n-SH

i@
W&

L15.1: ¢) Hier handelt es sich um einen Kreisring um M(-1,-1) mit 1 < R < 4. Es wird im wesentli-
chen wie in Aufgabe L15.1b) vorgegangen:

LIZTIMATICELAICALGIHIM] [

SE9iY-Yalalads. 1dorsl|[Gratikiunkl. s Faram
ist 1 Yla—J(Z@-Cx-2a2)
Dore| W2Lf (38— {x=-232%

wL3E-1+4L1ist 1&=cos T

L15.2: Hier handelt es sich um einen senkrechten Parallelstreifen,
der graphisch Uber x = ¢ = List1 dargestellt wird. Die c-Werte
werden dabei als List1 im RUN-MAT-Menu abgespeichert:

R T T G R
st 1

Done

LIZTIMAT [CFLAlCALCTHIMT ¢ 1

HratikfunkL. s ==C BelrachLungsiensLer
Y=l Z2={xn=202%
W2a[ (I k-Fad] max = ¥
aL3=-1+list lxcos T scaleil
Y1Z=-1+Licst 1xsin T dot. fE.ATIZASAT
%EIE.-_ Wmim 8 -3

: mar =3
[CELTOEL [TV [GRIHPERRT T 1| (IR ERG T o e o T Rel]

| H

=-3. |U|582653 =0

I
I
|
I
i +
I
I

Fi=3. |UI15927653

=0

L15.3: Die Ungleichung wird offensichtlich von ,gro3en® z-Werten erfullt, die hinreichend weit ent-
fernt von z = 0 und z = 1 liegen. Damit handet es sich um das AuBengebiet zur Cassinischen Kurve,
die eine Gleichung 4. Grades in x und y ist, wenn man zur reellen Dar-

stellung Ubergeht. Mit dem solve(...

- Befehl (CAS-Menu) kann diese Glei-

chung nach y aufgeldst werden. Die vier L6sungen werden als Funktions-
terme Y1 bis Y4 abgeseichert, wobei nur Y2 und Y4 reelle Funktionen sind.
Genau mit diesen Funktionen werden der obere und der untere Teil der ge-
schlossenen Cassinischen Kurve gezeichnet.

s

1

CLEI T4 [RAH [T

tHbs Ci=1xiciHhs fic=|

Hbs fo=1adciHhs £xe=1

simrllfricErrandieant]

cErrandieancl |

LKL S IKEYE-11
>

i 102 g I i-1132=1
" >

[ TFesT o 1 Teion [HF [FIEN

CLET L [F-AHE [T

(22 ] [em-12%402 =1 g
>

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

21 em-122402)=1 g
"

CLEI T4 [RAH [T

errpandieqni |

exrrandLeaniAa |

collechieaniis.Ya

collechieant i) |

Aot pan Iy e e g
>

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

gl T tey?oy g
"

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

[ Tt It
»

TEHZ ICALCEGUAl 290 RFA] T

+1 vttt g
4

ThH: IC AL el Al =90 BREFAL [

solwetegnidi. ¥

solweleanids. Y

solweleanids. Y

solwetegnidi. ¥

—J-4HE+4H—2J—4H4+B
» B

T e
ol = » H

Z
24l zwZ-gu+1 ) +a-7
) 5]

LY

—.I-4><?+4><+2J—4><“+E

e

r ..H| -
TEHEICaL ClEaATEIr BRFHl [

L Ao - T
TEHZ AL CEGUAI S0 BEFHI [

r: TP

)
v o

TEH: IS Al SE LA E"Il'll EFHI [

ThH: I AL DAl =90 BRRFAL [
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Losungshinweise - Kapitel 15 und 16

solwetegnid, WD colweleqnidi., ¥ geLEighL{eqn o i+Y¥]1 geLEighLieqrnCE i+Y
‘ ‘. o o A = inl 'I_ll‘.
Cortos g J J |
J_qHEMH_E gty = | Y ot o e —4H4+8H3—;1 —l=4uZequ4 —4H4+8H3—;1
" J-4H2+4H+EJ—4H4+BH < <

r . T r T E

ThH: |G AL CECY Al =90 BREFAL [ TER: L AL CEGRAl =97 BEEA] ¢ Yo lre Ftnlvenlonl CLFI =0 TRANG [T

gelRi1ghLieani s +53 EEL LSRR EL HratikiunkL. i %= EelrachLurastensler

e IR | R o s e oh :
J—4><2+4><-2 —quteguiogq .I-4><?+4><+2 —qutegnd-qd (5SSt aneag || togletl
Z M 2 ¥ ERET e =4 dot H@.H23BHISZ

=B Ymim 1-=1.9
Y& max 21.3

CLEI[ U [RAN T ELRT = TFanga | ELICEL [En]| GHOIRIGE TR =10 [Rel ]
colwe g s =, s | [solweiYdCxd=H, s

‘ F’;F—__"‘\ ; I{f_,,_e{aﬁi_\ = k= = Yy
=i, 1 m| k=151

hxﬂn_qﬂﬁ__,«f’; " M‘mx______f,;ri . 22 22 m

r=£§+é— m

p=n.5 = -fl. BEEOR2SUOTT | 0.5 =i, BEROZSU0I Yo lrn tnlyeal wnl Yo lre Ftnlvenlonl

AbschlieBend wird Uber das GRPH-TBL-Men eine Ungleichungsgraphik fiir das betrachtete AuBengebiet
dargestellt, wobei die untere Schraffur als Hintergrundbild abgespeichert wird, da nicht beide Schraffuren
gleichzeitig gezeichnet werden kénnen. Der linke und rechte Scheitelpunkt werden exakt ausgerechnet:

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

gelRighLCean 1k r+H aFrFroxr HRs gelRighLiean{l1 s +E arFroxr HAsS
=5 1 HH LB 1SR E922T 5 1 1. 612023929
=z 2 FF

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

[ CEL Redd WGHEMIDEALT [ |

- -

HratikfunkL. s ¥=

Yl=={=drmn"Ztdnn=2x=l -
Yef=({=drmndtdnn+Zn -

Sreichern 1R Wakhlen Sie
i BildsFreicher gr BildsFreickher
Fict[1~261: 1 g Fict[i~26]1: 1
EICT EE-5 [T Hene[FICT pi=0.5

EelrachbLurasiensler
max =

16,2
ga.a%??????
m3ax E £

IHITIIEIGIZTO ST | Kol

Wie &ndern sich die Umformungen und Graphiken fiir die Cassinische Kurve |z -i|-|z|=1?

Kapitel 16:

L16.1: Zuerst wird die Ausgangssituation in der Z-Ebene dargestellt:

HratikfunkL. ir= BelLrachLungstensLer EelrachbLurastensler
Y182, [H.2] Ymin f=H.5
= max 2.3 max =
ra. scalesl scalesl
rd: Tamin =@ dot, i8.084761964
ro: mazx im-d4 Ymin i-H.35
[d=H FLochiB.B3926599 mar 2.3
[ZELTCEL ITFE IGMIFICERGT - 1 T EIaEToIE o (Rl ] [FIoT] [Fe-i] [T
— - LM i+L1st 1 =LallhErarhl =sLal Mind s Manual
Sreichern 1R one| |Grarkh Trre  fScaller ||Resid List  Hone
Bildsreicher (E, 2. 2.8 it 2 mList tListl List File tFilel
one| |vYList tListZ Func Tzre e
Fict[l~2B]1: 1 Frequency L Grarh Func  0ff
[
FICT] [FE-5] [T MAT u] = Hen[FICT
Lizt Juizt afuist izt u Die obere Quadratseite wurde als Y1=2, [0, 2]
[T . . . .
4: S ¥ definiert, die rechte Seite als Poarkoordinaten-
ittt 3 darstellung r2 = 2 / cos0. Das Quadrat wurde
= # als Hintergrungbild abgespeichert. Die Eck-
el o CELTOECATIRET © 1] p=2 e punkte wurden als Scatterplot angezeigt.

Die imaginare Achse ( P3(0,2) - P,(0,0) ) geht bei w = z2 in die negative Achse Uber, die positi-
ve reelle Achse ( P,(0,0) = P,(0,2) ) geht bei w = Z% in die positive Achse Uber: -4 <w < 4.
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Losungshinweise - Kapitel 16 und 17

Die Parameterdarstellung fur P,(2,0) — P,(2,2) lautet Z(t) = 2+it, im Bildbereich w = -t2+a+4it:

SEL S

CExrandCs e s+l

ELET: T 5

4T+411

T1+2

TEH: IE Al o e il =90 BREFAl T

T 1= T2

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

T4

T

Yol [xenlyEnl 0l

Yol [xenlyEnl 0l

Die Parameterdarstellung fur P,(2,2) — P3(0,2)

lautet z(¢) = £+21, im Bildbereich w = t%-4+4it:

THrLss

CExrandCs e s+l

TT—4=717

dT+NL

T+21

Yol [xenlyEnl 0l

T2 44Ti

TEL: L ALCEGUAl =90 REEA] T

T2-4

T

Yol [xenlyEnl 0l

Yol [xenlyEnl 0l

Erafikfunkl. iv= Eelrachlunsstenster EeLrachlungsstensLer Uariahle : Range

= mim i-E.3 raw TxFe : Connecth

B3 max =g max 158.3 Grarh Func  f0FT

nLZEBT™ -4 scaleil scaleil Duwal Screen sO0ff
YLZE4RT dot. f@.8T7142857 Tamin &M Simu rarkh i0ff

: Yminm i-H.3 Derivatiwve f0fT

: maxr 8.3 FLCheH.

ELICEL FEe ]| EEINEIG ETo s To T ReL] MenelFIET

Kapitel 17:

Damit ist das Bild des Quadrates ein dreieckférmiges Gebilde, das aus
zwei nach links bzw. nach rechts geéffneten Parabelédsten gebildet wird!
Das Innengebiet des Quadrates geht wieder in das Innengebiet Uber.

L17.1: Lésung im EQUA-Menl, RUN-MAT-Menu oder CAS-Menl méglich:

EIH:":"‘E:]H'\""‘EI:Ezdﬂc amatbryY+lne=m amatbryY+lne=m armtbhrY+Cm s =dm
1 i z TP B |||||||||Iq H - 0] -i
E[ il 1 gi 1+i v[ 1+i v[_m] v[ 1+i
3 -i il u 2 il 2 il 2
-1 -i EQUA-Menl 1+i A
ECITIDELAT CLE Eodl [EEFT EEFT EEFT
Del Mal H 4433 Wi ___1 Lot dE=3+71 |
L 1 i = i
CMat, AY-X[L3+20 10141 e[‘m LIV Z=SHI g
[-111 3 o
Lone
RUN-MAT-Ment -1
HATI] cLETEW TR A [T
He+1M+1s=1+1 | -1+ +4s==1 | [olwelieantli eqnids |2 eantir i imavadl il
+r71=1+1 Bl FHi+d =1 B <=1 | =i 4]
["=F . 3l |P=# 5|
CAS-Menl
CLETEW TRAH T 1 [eLE =0 TEans

L17.2: Lésung im CAS-Men( mit dem solve(... - Befehl méglich. Im Nenner der Lésungsdarstellung
tritt dabei der Term STi+4S+4 auf, so dass z.B. die Fallunterscheidung a) STi+4S+4#0, d.h. T=4i
oder S#-4/(4+Ti) bzw. b) STi+4S+4=0, d.h. T#4i und S=-4/(4+Ti) zu treffen und auszuwerten ist:

Leata [ Re= 5+

HetlW+d1o=1+1

sty +ds==1 |

SOlweti eani it eanieis

YT A=3421 H

+Z21=1+1 a

K7+ ER=—1 B

—(-T-d+411
—A5+(-ST+d1*1 m
—((1+i)ET+{d-FilP

—AS+H(—ST+41)

LR BI=E R vl T
[TEHGICAL el ear GEFAL T 1| [TEHGIeALCEGuAlean lREFAL & 1| [TERGlcALoEeuel ean REFAl - 1) [TEHEICALCIEGUAT S IGEEH] -
RN I, N FEERLEFF AN Y et E N T I simPllfvieanCIHa)
+41r1 L _({1+ir51+id-61r2 | ET+id-circ+e—d4ir1 & Titd+da
T+dir1 ) | —asti—oT+d M| kErT-ST+410 1 WM K=_5T3-95-4 E
M T+C4-Ea25+E-4i2i L (=2+210ES+((~3-2i | M+ ((-3-2i)5-1)1
e (S T+410 1 m —AGH -5 T+ 1) i EHi-ST+4i01 = usw.
¥+ —F=FiE—i)i v
AR 1l CLEL sy Eans 1| CLELEw Eam 1| ORI E Al ear GEFAL & 1
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Stichwortverzeichnis

A

Ableitung, symbolisch, partiell (CAS) .......... 60,73
abs (Untermenl CPLX) .....ccccoiiiiiiieieiiieeee e 7
Absolutwert einer komplexen Zahl ..................... 7
Addition komplexer Zahlen ............ccccooeieveeennnne 7
Additionsregel (komplexe Zahlen) ...................... 8
Additionstheoreme (trigonom. Funktionen) ... 9,19
Aquipotenziallinien ...........cccoeveeeceecererenenne. 68
allgemeine reelle Potenz ..........cccoccvveviiiiiieennn. 24
allgemeine komplexe Potenz ...........ccccocceeeeene 37
Altgrad (Deg, Winkelmodus) .........cccocoveriveeennen. 7
ALGEBRA-MENU ...coeovieieiieeie e 71
Ans (Ans-Speicher) ..., 33,41
ANSWET TYPE ..o 28
approx (Befehl) .......coooeiiiiiiiiiiiieee 10,41
Areafunktionen ..........coeeeeeiiiiiiiiiieee e, 52,86
aArctan ..o 10,19,25
Arg (Untermeni CPLX) ......oocoviiiiiniiieeiieee e, 7
Argument einer komplexen Zahl ..............cc........ 7
arithmetische Darstellung (komplexen Zahl) .. 7,28
Arkusfunktionen .........cccccoeiviiiiciiii e 48
AUSZOOMEN ..eoeivieeeeeeeeeieeeeee e e e e e e e 63
B

Basen (Logarithmus) .........cccoeieiiiniiineeee, 33
Befehle, geschachtelt ...........cccocoiiininien. 14,31
Betrag einer komplexen Zahl ......................... 7,60
Betragsfunktion (ADS) .......cccociiiiiiiiee, 35
Betragsungleichung ...........ccoceeiiiiiiiiiiiieeeeee 63
Betrachtungsfenster (V-Window) ....... 27,35,57,65
BildbereiCh ......covvveeeeiiiie e 32
Binomischer Satz .......ccccccevviiiiiiiccceeeeeeee, 18
Blatt, Blatthummer .............coovneeel 16,29,37,39
Bogenmal3 (Rad, Winkelmodus) ................... 7,23
C

CAS-MENU ...eeeiiiiii e 9
Cassinische KUrve .......cccceeeeeeeeeeeeeeeeeennn.. 64,95,96
Cauchy-Riemannsche Differenzialgleichungen 60
cExpand (Befehl, cExpnd) ........ccceviiieiennnne 9,38
collect (Befehl, collct) ......cceeveeeeeereeeiiiiiiiines 9,56
Comp (Zahlensystem - Mode - SET UP) ............ 7
Complex Mode (Zahlenformat) ............... 11,23,24
CONIC-MENU ...oeeeieiiiiie et 66
Conjg (konjugiert komplexe Zahl) ........ccccccuueeee. 8
COS-FUNKLON ..coviiiiie e 41
COS-Reihe ... 10
cosh-Funktion .........cccccoovvviiieiiniiiinnnnnn. 43,51,52,86

CPLX (Untermenll) ......ceeevviiieeeeeeiiiiieeee e 7
Cramersche Regel .........cocovciiiiiiiiieeceeee 71
D

Darstellungsformen komplexer Zahlen ............... 7
Definition komplexer Zahlen .........c.cccccoceeeennnen. 7
Definitionsbereich (Syntax) ........ccccoviieeeeinnneen. 65
Deg (Altgrad, Winkelmodus) .........ccccevceverierenne. 7
Determinante (Matrix) ........cccocverieeinieneiienene 70
diff (komplexe Ableitung) .........cccceeeuneen. 60,61,73
DIN-gerecht, Hauptargument ............ 17,23,25,37
DIN-gerecht, Hauptwert ..........cccccoeeeiiiiiieenns 30
Division komplexer Zahlen ............cccccccevvinnenn. 13
E

e-Funktion, komplexe .......ccccceeeeiiiiicciiiiieeeeen. 21
e-Reihe ... 10
Ehrenrettung ......ooooiee 26,31
Einheitskreis ... 72
Eins (als komplexe Zahl) ..........ccccceviiiniinnnnen. 13
Einweggleichrichtung ..........cccoovviiiiiinnieees 57
Elektrotechnik (Anwendungsbeispiel) ............... 68
EIlPSE oo 62
[T o | PP TP 56,62
EQUA-MENU coeneeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeen 54,55,71
ERROR ... 35
Eulersche Formel .........ccoooeiiiiiieerinnnnnn. 10,21,39
exchange (Befehl) ........cccooiiiiiiiiiiiee 68
Exemplar einer GauBBschen Zahlenebene ... 16,29
Exponentialfunktion .........cccccccvviiiiiiicinnnee. 21,72
exponentielle Darstellung (komplexe Zahl) . 10,28
expToTrig (Befehl) .......cccovviiiiiiiiiiieieeee 10
F

factor (Befehl) ..oovveeeevecieeeee e, 14,15,53
Faktorisierung (CAS) .....ccoocoeiiieiiiiieennn 15,53,56
Feldlinien ........ccveeeiiieeee e 68
FMEM (Termspeicher) ........ccccoviviiiiiiiiiiennnnen. 36
Fourierkoeffizienten (komplex) .......ccccccevvuneeenn. 57
Fourierreihen (komplex) .......ccccoeieeiiiiiieennnnnns 57
Frac-Funktion (Nachkommastellen) ................. 59
Fundamentalsatz der Algebra ...........ccccoeeeneen. 53
Funktionentheorie ........c.ccocoveiiiiiiiieee 60
G

GauBsche Zahlenebene .............cccoceeee. 7,11,33
Gegenuhrzeigersinn ..........cccceceiiiieeenieene 16,27
Geradenstlck .........eeevvviiiieiiiie e 66
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getRight (Befehl) .....oceeiiiiii e 67
Gleichheitseigenschaft (komplexe Zahlen)..... 8,10
Gleichungssystem, linear .........ccccoccoeeennnes 15,70
Graphik-Hintergrundbild ............ccccoviiniiennne 69
GRPH (Untermeni) .......ccccoveeevieiinieeenieeee 12,67
GRPH-TBL-MenU .......cccceevverenieennne. 17,22,35,43
H

Halbebene .......ccoooveeveieiiiieee e, 27,64
HalbKreis .....coovevieeieieeeeeecceeeeeecee e, 62,66
Hauptargument ............ccooonnn. 17,23,25,26
Hauptargumentbereich ............ccccoiiinnnenn. 7,11
Hauptwert (Logarithmus) ........ccccceeeiiiiienennnne 30
Hauptwert (Potenz) ..o 37
Hauptwert (cosh-Funktion) ..........ccccoiiiiniiennne 51
Hauptwurzel von -1 ... 8
Hauptwurzel einer komplexen Zahl .................. 24
Hintergrundbild .........cooooieiiie 69,78,81
Hyperbolische Funktionen (HYP) ................ 43,51
I

iMaginare AChSe .........ccocoeviiiee i 7
imaginare Einheit ..........cccocooiiii 8
Imaginarteil komplexer Zahlen (ImP) ........ 8,27,60
Index, INdiZES ....cooevvevviiieiiieeeeeee, 16,22,37
INnengebiet .........ooeviiiiiiei e 69
Int-Funktion (Vorkommastellen) ....................... 59
Intg-Funktion (Ganzzahlfunktion) ..................... 59
Integral mit Parametern .........ccccocoeeiiiiiiieeens 57
Inverse Zahl bei Addition ...........ccccceevviiieeennns 13
Inverse Zahl bei Multiplikation ..............cccec....... 14
J(Integral) c.c.cveeeeeececeeeeeeeeeeeeeee e 57,61
K

Kartesische Koordinaten, Transformation .......... 9
Kegelschnittgleichung .........ccocoiriiiiiinicees 66
kleine Geschichte (etwa drei gleiche Antworten) 46
komplexe Basis einer Potenz ..........ccccocceeee 37
komplex differenzierbar ...........ccccoeeeviieneiinnnen. 60
komplexes lineares Gleichungssystem ....... 15,70
komplexer Logarithmus ..........cccccevcevencenennnen. 30
komplexe Polynome .........cccccovvieeeiiniienneennee, 53
konjugiert komplexe Zahl (Conjg) .........cceeenee. 8,60
Koordinaten des Funktionsgraphen ....... 65,67,68
Koordinatenpaar ............ccceeveeiiiieenenniieeee e 7
Koordinatenumwandlung, Transformation .......... 9
Koérper der komplexen Zahlen .............ccceeeneee. 7
KreiS oo 27,62,64,66
Kreisumgebung ........cccooviieeee i 62

KUIVENSCNAT ...oeeiiiiiiiiee e 69
L

Lage der komplexen Zahlen ...........cccccovceeennee 12
Lineares Gleichungssystem (im CAS-Mend) ... 14
Linearfaktoren eines Polynoms .............cc......... 53
ListAns-Speicher .........cccooccivvveeennnnnn. 11,26,32,38
ListAns-Liste eingeben ..........ccoovviieiiiecnnnenn. 22
Logarithmengesetze .........ccoccoveiieiceiicieeneen, 34
Logarithmus, komplexer ............ccccuvveeeeeeenn. 30,72
M

MatAns-Speicher ..., 70
mathematisch positiver Drehsinn ........... 16,27,55
Matrix, invertieren ........ccccooevveieieiiiiiiieeeeeeeee, 70
Matrix-Editor .........ooovviiiiiiiiie 70
Mehrdeutigkeit (Logarithmus) ........cccccceeeiiinenn. 34
Menge der komplexen Zahlen ..............cccoeenneen. 7
Mittelpunkt (Kreis) ........cccoveeiiiiinieneiieees 62,66
Multiplikation komplexer Zahlen ..............c.......... 7
Multiplikationsregel (komplexe Zahlen) .............. 8
N

Nebenwert (Logarithmus) .........ccceeiieiinennnee 30
Nebenwert (Potenz) ........cococeiiiieiiiei e, 37
Nebenwert (cosh-Funktion) .........ccccoceeennnnne 51
Nebenwurzel einer komplexen Zahl ................. 24
NOrmMalform ......oeeeveveeeeee e 42
Null (als komplexe Zahl) .........cccocoeeiiiiiniennnnee 13
Nullstellen komplexer Polynome ...................... 53
Nullstellengleichung ........c.ccccooiiiiiiniienens 54,55
Numerische Berechnungen (NUM) .................. 44
o

Optionsmen( (Funktionstaste OPTN) ........... 7,44
P

Parallelstreifen .........ccccccvviiieeenns 22,30,32,49,64
Parameter (Gleichungssystem) ..........c.cccceoueee. 71
Parameterdarstellung (komplex) ............ccoc...... 65
parameterfreie Darstellung .............cccoeeneeee. 65,67
Parameterintegrale ...........ccccooeiiiiiicieiee 57
partielle Ableitungen (CAS).......cccecoveiiierinieenne 60
Partialbruchzerlegung ........ccccoeveiiiiiiene e, 56
periodische komplexe e-Funktion ................ 21,33
Periodizitat (komplexe sin-Funktion) ................ 44
Plattenkondensator ........c.ccococceiiiiiiieiiiiiiieeen, 68
Polarkoordinaten, Transformation ...................... 9
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Polarkoordinatendarstellung ..........ccccoceveeeennee 68
Polynomgleichungen (POLY) ......ccccceiiiiieennnne 53
Potenz einer komplexen Zahl ...................... 16,73
Potenzgesetze .........ccooeeiiiiiieiiiii e 20
Potenzial (komplexes) ......ccccoveeiiiiiiiieneiennnen, 68
Punktmengen (komplexe) ........cccccevvvieeneinnnee. 62

Pythagoras, trigonometrischer, hyperbolischer 45

Q

Quadranten im Koordinatensystem .................. 10
Quadrat ........cocciiiieiie e 69
Quadratisches Polynom ...........cccccovviieeneinnneen. 53
R

Radius einer komplexen Zahl ..........c...cceeene 23
Radius (Kreis) .....cvveeeveeiicccciiieeeeeeeeeeeenn 27,62,66
Rand .....cooiiiiie 69
Real-Modus .........coooiiiiiiiiiieee e 24
Realteil komplexer Zahlen (ReP) .............. 8,27,60
Rechengenauigkeit ...........cccocoirieeicieiieeee 47
RechteckKUrve ... 59
reelle AChSe ......oooiiiiiii i 7
regular (Funktion, Matrix) .........cccoceeeriiennne 60,70
rewrite (Befehl) ... 68
rFactor (Root-Faktor-Befehl) ..........cccccoviniennn. 53
Riemannsche Flache ........cccccceevveviennnnnn.. 16,21,37
S

S&gezahnkurve .........ccoccoeiiieeiiieecccee e 59
Satz von MOIVIE .....eeeeeeeeeiieeceeeieeee e 18
Scatterplot (GauBBsche Zahlenebene) ..... 11,20,27
Scatterplot der Zahlenpaare ............ccccueeenee 11,33
Select (Untermendl) ........occceeeiieiiiieiinieneiieeee 12
SET UP (individuelle Voreinstellungen) ............ 10
Signum-Funktion (sSgn) ......cccccecvvvrineens 19, 35,36
simplify (Befehl, smplfy) ........ccccooviiiiiiniiiniinenn 9
SiN-Reihe ... 10
sinh-Funktion ..........cccooooviiiiiiniieiinnnnn. 43,51,52,86
Sinus-Funktion .........cocovveeiiiiiiieee e, 41,73
Spaltenvektor .......c..eeviviiiiiii 70
Speicherfehler ..........cccocvviiiiiiiiiieeee 39,40
STAT-Listeneditor ........ccooceviiieiiiiiieriee e 12
STAT-MENU ....oeveiiiiiiiieiee e 11,22,32
statistische Grafik ..........cooovveveeiiiiiiiieeeees 11,20
Subtraktion komplexer Zahlen ..............c........... 13
SOIVE . 14
T

Taylorentwicklung .........coceveeeineeeee e, 10
Taylorpolynom (CAS) .....ccooviieeiiiiiiiiee e 61
Termspeicher (FMEM) .......cccoooiiiiiiiiniieene 36,41
Tracefunktion (TRACE) ......cccceveiiiennnnenn. 12,35
TRIG (Untermentl) .......ccoeeveiiiiieneieee e 10
trigonometrische Darstellung (komplexe Zahl) ... 10
Trigonometrische Funktionen (komplex) .......... 43
trigToEXp (Befehl) ...ooovveiiiiiiiiiieeeee 10,45
TRNS (Untermenil) .......occoeeeiieiinieneniee e 9
TUTOR-MENU .....eveiiieiiieieiee e 71
U

Umgebungsradius ...........ccoeeeeiiiieeeeniniiieeeennns 62
Umkehrfunktion, trigonometrische .................... 10
Unbeschranktheit ...........cccccoiiiiiiiie, 44
unendlich groBe komplexe Zahl ...........cccccocveeee 7
ungleichung .......oooeeeeeieeeieee e 62
Urbildbereich .........ccoeeeeiiiiiiiiieeeee 32
Vv

V-Window (Betrachtungsfenster) ............cc........ 27
VeKtorreChnuNg .........cocvvveeeeiiiee e 36
Vorzeichenfunktion ...........ccccoevvivivieviveivnnnnes 19,35
verbundene Datenlisten ..........cccoccveeiiiieeeennnen. 11
w

Wertebereich, arctan-Funktion ......................... 10
Winkel einer komplexen Zahl ............ccccceeeenns 7
Winkelabstand ..o, 27
WINKEIMOAUS ....coevveeeeiiieceeeeeee e 7
Winkelproblem .........cccooviiiiniee e, 42
Winkelraum .......coocovvieiiiiiiiiiieeeeeeveeeees 16,29,64
Waurzel einer komplexen Zahl ..............ccceeneee. 24
Wurzelfunktion .........ceeeiiiiicccieeeeee e 35
WUIZEIWEME ..o 27,56
Wurzelziehen .........ovvveiiiiiiiceee e, 73
X

X =Konstantenterm .........ccoeeeevviiivvveieeeiennne. 64,95
y4

Zahlenfolgen ... 22
Zahlenformat (Complex Mode) .........ccceevueennee 11
&= 1] (=T o] (o)1 o 1= U 8
Zahlenliste (komplexe Zahlen) ...........ccccee.n..e. 11
Zahlensystem (Mode) ........cccccevrieieriiireiiieeeenieenns 7
Zehner-Logarithmus .........cccccoviiieeiniiiene e 33
Zoom-Square-Befehl ...........cccooiiiiiininnnnn. 63
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