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Internet: http://edu. casio. com

Beispiel aus der Analvsis

hMan berechne die Schwerpunktskoordinaten eines Korpers mit

der Dichte p=p(x,¥,z) =}f2 , der von folgenden Flachen begrenzt
wird:

2 und x+v+z=0.

Z=X2+y’
Losung:

Das nach oben getffnete Rotationsparaboloid und eine schrag
liegende Ebene schneiden sich.

Der Korper liegt unterhalb der Ebene und oberhalb des



Paraboloids.

Define zl(x,y)=x2+y2

done
Define z2(x, y)=—x—-y

done
Veranschaulichung:
3D-Grafikl Paraboloid—Ebene (parameterfrei) I,
Define xst3(s, t)=s¥cos(t)

done
Define wvst3 (s, t)=s¥sin(t)

done
Define zst3 (s, t)=s 2

done

3D-Grafik2 Paraboloid=Ebene (mit einer ParameterdarstelhB‘ L

Schnittkurve Ebene=Paraboloid:

mﬂve({z=xz+y2,x+y+2=0},{X,y,z})
H _ _—(\/—4-x2—4-x+1+1) _ \f—d-xz—ﬂ,-xﬂ 1} ‘ _
X=X, V= , Z=—x+ +=1, | x=>
2 2 2
Die mehrdeutige CAS-Losung ist wenig hilfreich (x frei
wahlbar).
per Hand:

zl (X, ¥)=22(x,¥)
zl (x, v)=—x—-¥
Fiir die Schnittkurve gilt

x2+x+y 2 4y=0



Mit quadratischer Erganzung:

2 2 2
y [l] y [l]_ [l]
X +2m2mx+ 2 +v +2m2my+ 2 =2% 7] d. h.
die Schnittkurve liegt iiber dem Kreis mit dem Radius

1 _1

V2 2
2 2 2
o) o) ()"

Damit liegt der Koérper in einem Kreiszyvlinder iiber der

v2 und dem Mittelpunkt M[—%I—%]:

Kreisflache des beschriebenen Kreises.

Define xstd(s, t)=—%+%ﬁ#cos(t)
) _ 1.1 )
Define wstd(s, t)——§+§ﬁ*51n(t)

Define zstd(s,t)=s

3D—-Grafik3 Paraboloid—Ebene—Zylinder

21
T2 e

Beschreibung des Raumstiickes in angepassten

Zylinderkoordinaten:

Define x(r, (p)=—%+r#cos(tp)

Define v(r, (p)=—%+r*5in(cp)

done

done

done

done



done

mit Uiri%ﬁ und 0£@=2x

sowie (x(r,®))2+(y(r, ®))2€z<—x(r, ©)-v(r, @)

Damit ergibt sich folgender Integralansatz fiir die Gesamtmasse
m, wobei die Funktionaldeterminante r der

Koordinatentransformation zu beachten ist:

1

2@ 2r p=x(r,p)-v(r, @) 2
m:=f f f (v(r, o)) “*¥rdzdopdr

0 0

(x(r, ©)) 2+(y(r, )2

Das CAS liefert sofort das Ergebnis, welches nun in
Einzelschritten dokumentiert werden soll:

Die inneren Grenzens:

(x(r, ©)) 24+ (y(r, @)) 2

[r-cos(cp)—%] 2+[r-sin((p)—%] ?

—r+cos{p)-rsin(ep)+1

Der Integrand, wvon z unabhingig:

(v(r,®)) 2%r

I+ [r-sin((p)—%] ?

Das innere Integral:

—-x(r,p)=-v(r, @)

(v(r,p)) 2:i:rdz
(x(r, ©)) 2+ (y(r,))2



_ 1312 precos(@)-resin(¢p)+1
r-[r*sm((p)—f] #f 1dz =

[r-cos(cp)—%] 2+[r-sin(fp)—%] ?

I [r-sin((p)—%] 2#

2
[ (z|z=—r+*cos{@)—-T+sin(p)+1 )—[zlz=[r-c05(¢p)—%] +[r-sin(tp)H

Vereinfachung mit den eingesetzten Grenzen:

2
(z|z=—r+*cos{p)-r+sin(p)+1 )—[z | z=[r-cos(fp)—%] +[r-sin((p)—H

132 . 132 .
—[r-cos(cp)—i] —[r-sm(cp)—il —r+cos(@)-r-sin(p)+1

simplify (ans)

- E

Der Integrand fiir das mittlere Integral:

re [r-sin((p)—%] 2*[—r2+%]

2
Y _13“, 2_l]
r[rsm(tp) 2] [r 2
Die Integration:

]inr- [r-sin((p)—%] 2*[—r2+%]dfp =

2R 2
I —r2+%]#] [r-sin(tp)—%] dep
0

das Integral:

jiﬂ[r-sin(tp)—%] 2n:iq:-



4-r2-n+4-r+2-?{_
4

factor (ans)

(2-r2+1)-n
2

Der Integrand fiir das aul3ere Integral:

2
(-r2+1) (2:1%41)n
r I +2 - 4 2

—r-[rz—%]-(Z 2+1)
2
simplify (ans)
—r5-n+%
Der letzte Integrationsschritt:
V2
] —r5-:n:+%dr
0
R
24
Die Schwerpunktskoordinaten ergeben sich nun wie folgt:
von oben:
Define x(r, cp)=—%+r*c05(tp)
done
Define v(r, (p)=—%+r#sin((p)
done
1
r 2x p—x(r,@)-y(r, @) 2
m] ] ] K@) (3, @) Prdz

(x(r,p)) +(3’(r cp))



1

F

27 r—x(r, p)—-v(r, @) X .
IILI ] ] F(I‘;(P) (v (r,@))“rdaz
(x(r, ®)) 2+ (v (r, ®)) 2

1
272 fon xtr. v () (v(r, @)) 2rdzded
m] ] ] Z*L¥ L, P razaqadr

(x(r, @) 2+(y(r, @))2

Die Teilschritte sind entsprechend der Masseberechnung

auszufiihren.

Ergebnis:

) |

155 ]

B3| =
.hlm

Schwerpunkt S [—

b

Didaktik:

Durch das CAS besteht eine gute Rechenkontrolle der Teilschritte
und fiithrt zum fehlerfreien Rechnen. Durch die 3D-Grafik wird
das riumliche Verstandnis gefestigt. Gleichzeitiz werden die For—
meln fiir die passende Parameterdarstellung geiibt. Die Arbeit
mit CAS-Software bzw. CAS—-GTR wurde mit einer Lehrplanre—
form (2004) in den sdchsischen Gymnasien verankert. Die
Arbeit mit diesen Tools wird dort, wo es sinnvoll erscheint, in

der Hochschule fortgesetzt.
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Die eActivity ist ein spezielles Arbeitsfenster, in dem wechsel—
seitizg Textverarbeitung und mathematische Berechnungen
ausgefithrt werden konnen. Zusitzlich konnen verschiedenartige
Hintergrundfenster eingebunden werden, z.B. 3D—Grafiken (mit
Grafik—Editor und eigentlicher 3D-Grafik). Das Gesamtdokument
kann als pdf generiert werden (z.B. mit der Freeware
PDFCreator 2.1), um es den Studenten als Handout oder zum
Download zu geben. Die eActivity kann direkt als vcp—File fiir
die Studenten bereitgestellt werden, welches dann unkompliziert

per USB in den CAS-GTR importiert werden kann.

Download pdf
http: f fwww. htw—dresden. de/~paditz/ InnovativeLehre2015. pdf

Download wvcp

http:/ fwww. htw—dresden. de f~paditz/ InnovativeLehre2015. vcp

Das wvcp—File kann mit der kostenfreien Testversion (90 Tage)
des ClassPad=Manager Subscription fiir ClassPad I (OS5
02.00.4000) gedffnet und bearbeitet werden.

Download ClassPad=Manager

https:/ fedu. casio. com {freetrial fen /freetrial list. php



£ Edit Arbeitsblatt

Bz [E)2a]- |

Blatt1 [Blatt2 [Blatt3 [Blatt4 [Blatt5 |

021=X2+}T2 [
() z2=—x-vy —
2 H

(hzd: 0

(hz5: 0

(z6: O

oz 0

- z Fenster-Einst.

i z8: 0

29 [ Speicher

2101 0 xmin ¢ ]

i max 3

Ozll: Gitter 150

'.___.'212: a ymin =3

(zl13: 0 max '3

izl4: 0 Gitter :50

2150 ain =3

- may 3

"':"'216' d 0K Abbrechen || Vorgabe

foz17: 0

z2l=x"2+v"2 | | By
2n  Reell -




£ Edit Arbeitsblatt
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£+ Edit Zoom Analyse ¢

el alal:

Blatt1 [Blatt2 [Blatt3 [Blatt4 [Blatt5 |

(zl: O O

O Z22=-X-¥ [
Xst3=s-cos(t)

() Yst3=s+sin(t) [
Zst3=g2

Xst4=—%+%-ﬁ-cos (t)

@ Yst4=—%+%-ﬁ -sin (t)

Zstd=g
(1z5:
(1zB:
oz
(z8:
(z9:
z10: O
(hzll: 0O v

O 0o OO d

z2=—X—¥ | | O
2n  Reell T




£+ Edit Zoom Analyse ¢
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