6.HA E3.9,10,17,18,20 S$52014

Aufg. E3.9:

Losung nach Bartsch (22. Aufl.) 5.592
PDG vom Tyvp P¥ux+Q¥uy=R

a) mit P=X2, Q=—3r2, R=u

aus der Proportion dx:idy:idu=P:Q:R

gewinnt man zwel charakteristische Dgln:

Z.B.
dv/dx=Q/P und du/dx=R/{P

2

dSolve(y’=—}f2 fxe,x,v)

X

d.h. w¥= (Charakteristik der ersten Degl. )

X"Cl_].
und

2

dSolve(u’=ufx“, x, u)

v

{u=e_

d. h. u=a|£=,-_1"Ir X%C, (Charakteristik der zweiten Degl. )

Hieraus folgt:

X

= x+const(1)-1

!

X “.const(1) }



Cl=l+l und Cp=uxel/X,
X Y

Sei nun w=w(C,, Cz) eine beliebige Funktion von C; und C; mit

stetiger Ableitung.

Dann ist w(C,, C;)=w [ %+% , e 1/x ] =0 die implizite Darstellung
der Losung.

explizit: u(x, y)*el/X=y [ %+% ] » v=v{(C;) beliebige Funktion

von C,; mit stetiger Ableitung.

Zusatzbedingung:

¥ 1
IF ‘ =(t |, tER, ergibt:
ul |2

1

t2#91=v[1+%], d.h. mit 5=1+l hat man v(s)=—2#e.
(s—1)

t

Damit ist
u(x,y)#elﬁx=v[l+l]= 1 Xe
X ¥ 1 1 2
(1)
X ¥
und schlieBBlich
u(x, y)y=el=1/%x 1 - 1—1!x*[1+l_1]_2
(1)
X ¥




Probe:

-2
Define u(x, y)=el_1 ‘FX#[l+l—1]
X ¥
done

u(l,t)

2 2,.d

(u(x,¥))=ulx,v)
dy

x4 (ux, v)) -y
dx

-1 -1 -1
2.)(3.?3'&—3; +1_X2'(X'F3+}’3+X'F2)'e_x +1_ o—X tl

(xy=x-y) 3 Ceoy=x-y) 3 ) [l+l-1]2
X ¥
simplify (ans)
-1 -1
X2_F2_e—x +1_ e~ X +1
ooy 2 2
(X y—x-V¥) [l+l—1]
X ¥
judge(ans)
TRUE

b) mit P=y, Q=—x, R=2Zxvu

aus der Proportion dx:idyvidu=P:Q:R

gewinnt man zwel charakteristische Dgln:

zZ. B.
dv/dx=Q/P und du/dx=R/{P

dSolve(v'=—x/v,x, ¥)



{F=—J—x2+2-const( 1), y=\/—:~:2+2-cc-nst( 1) }
d.h. y2=—x242.C=—x24+(,

dSolve {u’=2xXu, x, u)
2
{u=ex «const (1) }

2
d.h. u=eX -C,

2
Dann ist W(CI,C2)=w[y2+x2,u#e_X ]=U die implizite

Darstellung der Losung.

L 2 (v24x2) . v= . :
explizit: u(x, v)*e =viyv<“+x<), v=v((;) beliebige Funktion

von C,; mit stetiger Ableitung.

Zusatzbedingung:

iyl

2
tke T =v(2><t2), d.h. mit s=2xt2 hat man
v(s)=tvs/ 2xe 5/ 2

tER, ergibt:

Damit ist

2 2402
u(x, y)ke X =v(x2+y2) —+J (x2+y2) ;2*9—(x +y2) 12
und schlie3lich

2 2..2
U(X.}’)=iv{()§2+y2),’2*ex *e—(x +v ]IZ



2_.2
Define u(x,y):J (Xz+y2)f2#e(x -y )12

done
uft, t)
|t]
d d _
vX— (u(x, ¥))—=xxX—(u(x, ¥) )=2xxyxXu(x, v)
dx dv
XZ_FZ x2—y2 ] [
velyV 2exee 2 +x-\/x2+y2-e 2 -\/2-(X2+y2] _X¢ vV 2.y
2. X2+}F2
simplify (ans)
X2_ 2 15{2_ 2
X*y*e 2 \/2 2+y =X*¥*e 2 v'(2 2+3,='
judge(ans)

TRUE

Aufg. E3.10

das wvollstindige Integral wird aus einem Tabellenbuch

entnommens:

Polvanin / Zaitsev / Moussiaux:



Handbook of first order partial differential equations
I[SBN 0-415-27267-X (2002)

S.396, PDG 14.4.2.8
(ux) K (uy) P—F (x) g(y)h(u)=0 mit k=1, n=2, f(x)=1,
g(y)=1, h(w)= us

TR 0
——d=c“]kf y dx+ ]nf ) dy+C
,[Dk+n () u= (CyJ - {x)dx (Cl)k g{v)dv+C,

d. h.

Define h(u)=u3

done
Define f(x)=1
done
Define g(v)=1
done
12k
1
22n
2
DelVar u
done
IEW“:(C”H[E]{ f(x)dx+(ci)kfgﬂ\/mdy+c2

_r 2,
In(|u|)=C1 X+C2+Cl



solve (In(|u|)=C1 22402+, W)

1’
{um—eCl2ex+C2+C1 Loy | _ C12.x4C24C17 Loy}
Losung:
u(x, y)=teCl2x+C2+C1 ™ Loy
Probe:

2 -1
Define U(X,}F)=ecl +N+C24+C1 7 oy

done
2
(u(x,y))S—Jl(u(x,y))x[il(u(x,y))] =0
dx dy

o3 (C12ex+c2+c17oy) _ c12ex42. (C12exc24C17 Loy ) 4C24CTm
simplify (ans)
o3+ (C12ex4c2+C17Ley) _ 3-C12-x+3-C243-C17 Loy,

judge (ans)
TRUE

Aufg. E3.17

a) a=1, b=—sin(x), c=—(cns(x))2

ergibt: b 2 —ac=1>0, hvperbol. PDG

charakteristische Dgl.:
v'=—sgin(x)*1 ergibt die Charakteristiken



v(x)=cos(x)+x+C;, und v(x)=cos(x)-x+C,

Koord. =Transf. mit g{(x, v)=const. und h{x, v)=const. ergibt

k=cos(x)+x—v und wv¥=cos(x)—-x-v

Ableitungen:
Ux=Ux¥+ {—sin (x)+1)+Up*k+ (—sin(x)—1)
Uy=Ux¥+ (—1)+Us%- (1)

hieraus:

Uxx=Ux¥x¥+ (—sin(x)+1) 2+2UX*Y*- (—sin(x)+1)%{—sin(x)-1 )+UH
+Uxke (—cos (x) ) +Uy*: (—cos(x) )

Uxy=Ux¥g¥e (—sin (x)+1 )k (=1 ) +Ugkyke (—sin GO +1 )%k (—1)
+Uxky*e (—sin(x)—1 )% (=1 ) +Us¥p¥+ (—sin (x)—1) % (-1)

Uyy=Udkoke (1) 242U k% (=1) 24U k% (=1) 2

Einsetzen:
Uxx—28in (X)) Uxy—(cos(x) ) 2 Uyy—Cos (X ) uy=

Uk (—sin(x)+1) 2+2UX*Y*- {(—sin(x)+1)*(—sin{x)-1 :""UY*Y*H
+Ux*e (—cos(x) ) +Usp*k+ (—cos(x) )
+25in (3) K {(Ugkke (=sin (x)+1 ) +Ukp¥e (=sin (x)+1 ) +Ux¥ ke (—si]B

{ (sin(x)) 24 )k (U4 2U ok kU k)
+cos(x) (Ugk+Uyp¥k) =

0+ Usksk+ 0 Ugky skt (=242 (sin (x) ) =4 (sin (x) ) 242 (sin (%)) 2—2;H

d. h.



=AU ¥ %=0 bzw. Ug¥%=0.

Integration nach w:
Uxk=C (%)

hieraus:
a

U{xk, y*}:f C{k)dxk+B(vk)=A(x¥k)+B (vk)
d

Ricktransformation: A,B bel. wahlbare 2mal diff.—bare
Funktionen:

ulx, vy=A{cos{(x)+x—-v)+B (cos (x)=x—-v)

Beispiel: A(t)=txel, B(t)=vt

Define u(x, v)=(cos(x)+x—y)*eC0S (X)+X=¥ 4/ coa(x)—x—v

done

2 2
42 u(x, )) —2msin(x)mi[i(u(x, v)) ]—(cns(x) y 2% 9% (4
dx2 dy Ldx dy2

(cos (x) +x—y) + (sin (x)—1) 2.0C08 (X)) +X=Y 9. cgin(x)—1) 2.£05 (p

expand (ans)

—(cos(x) ) S+eC08(XIHX=Y 1. (cos(x) ) 2.0°05 (X HX—V vl (cos(x

simplifv (ans)

0=0



b) a=x2, b=-xy, c=y2

ergibt: bz—ac=[], parabol. PDG

charakteristische Dgl.:
Xz' (v") 2+2x-y-y’+y2=0, d.h. (x-v'+v) 2=[]
dSolve (x+v"+v=0, x, v)
{}: const{1) }

x|

ergibt eine Charakteristik
v(x) =%-Cl und v(x)=C,; (frei gewahlt)

Koord. =Transf. mit g{(x, v)=const.=x+v und h(x, v)=const.=y:

Wk=x+v und y¥k=y

“d(x-y) _(X V) H

dx

et d

E(F) — (F)

Mit der frei gewihlten Charakteristik muss die det—Bedingung

(2.2) tberprift werden, die die umkehrbare Eindeutigkeit der

Transformation sichert.

Bem. Oft ist h(x, v)=x oder h(x, v)=v eine geeignete zweite
Charakteristik.

Ableitungen:
Ux=Ux¥+y+Us*+0=Uxk-¥
u;gr=UX:h * X+U3r* +1 =Ux* * X+U3r*



hieraus:

Uxy=Ux¥x¥ v x+UxkypKe v +Uxk

uw=UX#X:u-x2+2UX#yx-x+Uy#¥x

Einsetzen:
2 _ 2 —
X “Uxx—2X¥VUxy+y “UyypHXux+yuy=

2

%2 eUskskoy 2= 2xy+ (Ushskoy s x+Usky ko y+U k)

+v 2 * ( UX*X*'X 2 +2UX*y*‘X+Uy*¥* )
+X'UX:+:'F+}“ ( Ux*'X+U3,r* ) =

y2.Uyky+y-Uyk=0, d.h.

1
Uy*y*+ }T_* Uy*= 0

Integration als gewonhliche Degl.
dSolve(U”+%#U'=U. v, U)

{U=In{v)+const(2)+const (1)}
Somit
U ek, vk)=In (vk) -Cy (aok)+C(30k) und

u(x, ¥)=In(|y|)+C, (xy)+C.(xy)

Beispiel: C, (t) =tkel , Co(t)=vt

Define u(x, y)=In(v) x-v-eX¥Y+Vx-y

done



2 2
x2. 9% (u(x, v)) ~2exeyed [i(u(x.y)) ]+y2- d (u(X.F))+XH

dx2 dy dy2
3 3 ] .
%2l 4exey S (x09) 2 eIn(y) X Y48y 2« (x-3) 2 <In(y)-eXY—y2 I
3
4+ (x+¥) 2 B
expand (ans)
0=0

c¢) a=1, b=-1, c=1 ergiht bz—ac=0, parabol. PDG

charakteristische Dgl.:

(v') 242y"+1=0, d.h. (y'+1)2=0
dSolve(v'+1=0, x, ¥)
{yv=—x+const(1)}

ergibt eine Charakteristik
vi{x)=—x+C; und x=C, (frei gewihlt)
Koord. =Transf. mit g(x, v)=const.=x+yv und h{x, ¥)=const.=x:

wR=x+y und yv¥=x

d d
“dx (x+v) dy(x-'-y)
det

d d

dX(X) dy(X)
Mit der frei gewihlten Charakteristik muss die det—Bedingung
(2.2) iberpriift werden, die die umkehrbare Eindeutigkeit der

Transformation sichert.

Ableitungen:



Ux=Ux¥k+1+Uy%ke 1 =Uk+Usk
Uy=Ux¥+14+Uzpxk+0=Ux %

hieraus:
Uxx=Ux¥ b+ 2U K+ Uy kyk
Usey =+ U 25k
Uyy=Uxkyk

Einsetzen:

Uxx— 2UxyHiyy=

Usxcak+ 2 Uy Uy k— 2« (Ugkk+Uxky k) +Usky k=
Usky%=0

Integration:

Uy#k=C (x%)

erneute Integration:

U ek, vy =y-C(xxk)+D(x0%)

und

u(x, v)=x-C(x+v)+D (x+v)

Beispiel: C, (t) =txe® , Ca(t)=vt

Define u(x, v)=x+(x+v) XY 4y X+y

d2 d
—(ui{x,v))-2-
dx2 dy

dy2

2
4 (utx, v)) ]+d—(u(:~;, v)) =0
dx

done



3 3 3

A2+ (x+y) 20XtV pdoxteye (x4v) 20X V4160 (xx+y) 2 c0XTV 4§
3

4+ (x+v) 2

expand (ans)
0

0

Aufg. E3.18

a=1, b=1, c==3 ergibt bz—ac=4>0, hyperbol. PDG

charakteristische Dgl.:

(v’)2-2y’-3=0, d.h. y’=1%2
dSolve(y'=3, x, ¥)
{v=3+x+const (1)}
dSolve(¥’=—-1, x, ¥)
{y=—x+const (1)}
k=x+y und yk=3x-¥

Ableitungen:
Uy=Ux¥k+14+Uz% (=1 )=U;k~-Usk

hieraus:

Uxx=Ux¥k+2U %%+ 3+ Uy %% 9
Uxy=UxkK+Ukgke (=1) +3Upkk+3Upk%ke (=1)
Uyy=Usgkgk+2Ugkgke (—1) +Uky%



Einsetzen:

Uxxt2Uxy—3Uyy=

UsKxK+HB6 Uy R+ Uk K+ 2 « (UK ok+ 2 Uk k—3U Ky )
=3 (U k—2U K+ Uy k) =

16Uky%=0

Integration nach %, dann nach x*:
Ugk=C(x*¥) und U=A(xx)+B(v%x), d.h.

ulx, vI=A(x+v)+B (3x—v)=A(x+v)+D(x—-v/3)

Anpassung an die Anfangsbedingungen:

u(x, 0)=A(x)+D (x)=3x2
uy (x, 0)=A’ (x+y)+D’ (x—-v/3) % (~1/3) | y=0
=A’(x)-D’(x) /3=0

dSolve ({A’+D’=6x, A’™-D’f3=0}, x, {A,D})

ol ol
{A=3jf +c0n5t(2),D=gff +c0n5t(1)}

A(xﬂr):WH]l, D(x-y/3)=2"X/3) 2 vca,
Define u(x,y)=gt£%fil%+01+9'(xfg’3)2+cz

done
ulx, U)=3-:~:2

3ex 2401 +02=3x 2
C1+C2=0 setzen.



4 (u(x, ¥)) |y=0
dy

- 2 [ ] — 2
Simplify(g (XIF) +9 (% g!S) )
3'X2+}F2

Ergebnis: u{x, v) =3-3:2+F2

Aufg. E3.20

(qux]x=xzuw mit den AB u(x,0)=x und uy(x,0)=1

Transformation der PDG mit der Subst. v{x,v)=x*ku(x,v):

d [v] VxX—V : 9
Ux=—"| — | =—"%— ergibt x“uz=vxx—v
X dx \ x Xz a2 X—YX
Weiter:

d
(VX =V) SV N +Vy— V= VrxX.

dx

Nun

_d{vi_vy : _i[ﬁ]_m 2. _
Uy= dy[X]_ - ergibt Uyy= dy \ x = d.h. x“uyy=xkvyy

Damit ergibt sich die hyperbolische PDG: vggp=vyy=0.

charakteristische Dgl. mit a=1, b=0 und c=-1:

(y") %=1, d.h. y'=tl.
yv=x+C;, bzw. v=—x+(C, ergeben z.B. die Transformationen

xk=g(x, v)=x—v und v¥=h(x, v)=xty



Umrechnung der Ableitungen:
U=V k+V ik

Uy==—V K+ V %

und

Uxx= V oK+ V Ry RV KK+ V gk ok
Uyy=V ¥sk=V o=V o o Ve ok

Hieraus ergibt sich die Normalform Vy¥y%=0

Integration: V¥=C{x¥) und

0
V:] C ok ) dxesk 4B (vk) =A (k) +B (v3k)
0

Riicktransformation: v{x, v)=A(x—v)+B{(x+yv)
schlieBlich die allgemeine Losung der PDG:

u(x,y)=%*(ﬁ(x—5’)+]3(x+5’))

Beriicksichtigung der AB:

u(x, 0)= % (AGO+B(x))=x

und

g (x, 0) =% (—A’ (x-y) 4B’ (x+y) ) | y=0

=%#(—A’ (x)+B’ (x))=1

Damit ergibt sich die Hilfsaufgabe A+B=x2 und —-A'+B’'=x
dSolve{ {A’+B'=2x, -A"+B’=x}, x, {A,B})

2 ol
{A=XT+const(2) , B= 3 ff +const (1) }



Somit

(x—g) 2 + 3 (X;'}’) 2 +

1 _ _1
X#(A(x y)+B(x+y))—X#[ C

1

—wy2 2. 2
Define U(X.F)=E=ﬂ[ (x=¥) +3 (x+v)

4 4

+C

ulx,0)=x
Somit C=0
Ergebnis:
2 2
: 1 (e=y) @ 3e(x+y)
Define u(x,y)—xm 1 + 1

simplify (u(x, v))

2
Die gesuchte Funktion lautet: u{x, ¥) =x+y+y?

Probe:

d{.2,d ]= 2,42
e X #dx(u(x,y)) X *dyz (u(x,¥))

U(X! U)

4 (u(x, ¥)) |y=0
dx

done

—+x+
< ¥

2ex=2x



