6.HA E3.9,18,17,15,28 552813

Lé=sung nach Bartsch C22.Aufl.» 5.592
FDG wormm Tvp P¥u-+0%u.=R

a) mit P=x2, -‘.?.!=—y2, R=u

aus der Froportion dx:dyidu=P:0:R
gewinnt man Zwe charakteristische Dgln:

=.EB.
dywSdx=0 P und dusdx=R/F

-:IS-:-l'u'E-'i'_-."=—:.l2f’:-:2 PR

{EF X i:-:-n:t( 11-1 }

= tCharakteristik der ersten [al. >

x=Cy-1

d.h. w=

g

dE-:-lue'iu’=ufx2 A Xyl

{u=|E;_x_1 -constl 1 :I}

d.h. |_|=|Et_1h:*l:e . Charakteristik der zweiten
Lgl. 2

Hieraus folgt:

I:1=l+l und Ca=uke 14,
r i

Sel nun w=EwWlCi, Car eine beliebige Funktion won Cy
und Cz mit stetiger Ableitung.



Liann ist w'il:ul:a:'=w[%+$,u*6”x ]=E1 die implizite
Darstellung der L&sung.
explizit: u'ix,:.'}*f;”x=u[%+$], w=wi 12 beliebige

Funktion won Ci mit =stetiger Ableitung.

Zusatzbedingung:
- 1
wil=lt |s t=ER, ergibt:
Ll 1:2
t2*61=u[1+%], d.h. mit 5=1+% hat man
ulis:l=;2*£.
[=-1]
Damit ist
uix,yb*61f1=u[l+l]= L g
£z 4 1 1 i
(13-
x M
und schlieiRlich
-2
Ly ime L1 %4 1 _El—lfx*[i_l_ _1]
_.|.__1
r N
Probe

done



aCl.t2

xzxiiu'ﬁx,y}J—yz}i%(u'ﬁx,y}3=uix,y}

——1 _-.—1

(e ymze—y )2 (e yp—ze—y ) [

simplifytans?

judge ans

b} mit P=y, O=—x, R=2xvu

ads der Proportion dx:dy:du=FP:0:R
gewinnt man zZwel charakteristische Dgln:

Z.EB.
Ay dx=t P und dusdx=R/F

dSolwe Cyl=—x Yy el

{5,-=—\.|r—x2+2- const(1]) E-'=~.Ir—x2+2' const(1) }
d.h. -_.,|2=—:|:2+2-|:=—:|:2+|:1

dSolwe (=2 s XUl

{u=£xz-cnnsﬂ])}

Z
d.h. u=e* «Ca



L
Dann ist wﬂE1,EED=w[}IE+xE,u*E X ]=EI die implizite
Dar=stellung der L&sung.

2
explizit: ulx,yike * =w[y2+x2], w=wi 12 beliebige
Funktionm won Ci mit stetiger Ableitung.

Fusatzbedingung:

e
et zul2xt 2], doh. mit s=2xt2 hat man

wis)=t =2 *E —S4L

Lamit ist

UiIsH?*E_xE=w[12+y2]=iJ[xE+yE]HE *E'[IE+FE]HE
und =chlieRlich

Ly :.-:-=i\.|r|:x2+5,-2 ]HE *EIE*E—[IEﬂ'E ]HE

Lefine ulx, :,-:l=~.|r|:x2+g,-2 ];2 *E[xz—}'z]fi

dane
Uitgt}



y}iiiuix,y}:I—x:{di}lliu'ix,:.'}:mi:n:h{yh{u'ix, )

22,2 22,2

Ll '-.l'IE_-:I:-EZ 2 +:-:-~.I|l:-:2+:.'2 " E 2 -n.IIlE-[xEﬂ.lEp

e 22

simplifeCans

L2 I

2
!
coyre 2 afzelxZeyZ) mxege 2 of2e(xZand
judgedansl

TEUE

Aufg. E3.18

dazs wvollstandige Integral wird aus esinem
Tabellenbuch entnommen:

FolyaninsZaitsev MMoussiaux:

Handbook of first order partial differential
equations

ISBH B-415-27Z267T-x (ZBE2)

S.296, P0G 14.4.2.8
I:ux:lkliuy:lr'—f'ix}g'i:.'}h'iu}ﬂa mit k=1. n=2., fixr=1,
giwi=il, hiud=s o°

O

J‘ 1

du =
k+n
0 ﬁ|'h'iu2l




O O
1
':Ci:ln\Jnﬁkﬁff'ixb dx + Ecijk \Jnﬂr'ﬁfg'i'_-'il dyw +Ca

d.h.

Define hiud=u~

done
Lefine fixi=1
done
Lefine giwa=1
done
1%k
1
2%
Z
Lelvar u
done
O

_ M f
Jxk+qﬁ:3_;-du =[C1) defﬂxh dx+(cljk‘r gy dyk
0 u

1nf |u] 1=C1 2. x+c2+ET

solvelnl Jul I=C1 Z, x+EE+E a1

2 -1 2 -1
{umeClZemrtzet ey | c1Zezect Loy )
Losung:

2 -1
Uiy =gl T ratbatll ey

Probe:



2 -1
Define utx,pi=g-l™ m+la+ll oy

done
2
Euﬂx,y})3—§%Euix,yhjx[éiiuix,y}]] =@

e3'['312'x+'32+ﬂl'1 '}']_EEIE-:HE-[Elz-x+E2+E1_1 b
simplifyianss
e lo1Zemiczrcr o) 3012 eziczezct o

judgedans?
TRLUE

Aufg. E3.17

a) a=1. b=—sin{x,. G=—Ecasixbjz
ergibt: b<-ac=1%8, hyperbol. PDG

charakteristische Dgl.:
Ww=—zintx2*1l ergibt die Charakteristiken
Wwixaiscostxd+x+Cy und wixi=scosira—x+C;a

Koord.-Transf. mit gix.w)=const. und
hixswi=const. eraibt
r¥=cosirit+r—y und wr=cosixi-x—y

Ableitungen:
=¥ C—sintxa2+1 2+ F e C—=inixa—12
= e =1 241 (=12

hieraus=:

uxx=ux*x*-i—5hﬂxb+1}2+iux*y*-i—shix}+1}*i—ﬂniﬂ
+Ut e C—cosCxr 2+l Fe —cosixal



Wz Sl bo® e C—ginCxd+1 24 C—1 2+t F e C—gin a2 +1 24 C—1 ¢

U C—sintx -1 0¥ =1 d+lh ¥ e (=il =1 2% (=12

Upenr=lctshe £ =13 € 42 #y ke (=1 3 <+l Fy ke (=13 2

Einsetzen:
uxx—Eﬂnix}uxy—EcasixhJzuyy—casixhuy=

Ux*x*-i—5hﬂxb+1}2+iux*y*-i—shixh+1b*i—5hix}—1?
+Ut e C—cosCxr 2+l Fe —cosixal
+2zin ek b C=ginl e+ ] 2 e C=gim a1 2+

i(shix})2—1}*iux*x*+zux*y*+uy*y*h
+oostx o (L=

B e Dot B e Wb £ — 2420 5in e 12 =40 sind 2 12 +20 sind =
Ijl hl

—4l.l;.:*:.a*=El bz, l.l;.:*:.e*=El .

Integration nach »#*:

W F=C 0
hieraus:
O
U{x#,y#}=wrﬂix*hdx*+Eiy*h=Hix*h+Eiy*h
O

Racktransformation: H.B bel. wiahlbare 2mal
diff. —bare Funktionen:
ufx.wI=A{cos{x)+x—vwiI+tB{cos{x)—x—wd)

Beispiel: A(ti=t*et, Blti=yft



Lefine uﬂx,y}=ﬂc05ﬂxb+x—y}*Ecﬂiixj+1_y+ﬁcasix}—ﬁ
done

ilﬁuﬂx :,':':I—E*sin'ix}*i[iliu'ix }'}J]—Ecc-slixhjz*-h
dw< ’ dl, dxx ! C

Ecc-s(:-:)+x—y)-(5in(xj—1)2 . Ecc-s(x:l+x—y+2_ [=inlx)-1 :IE*

expands ans)

—(cos(x))Z . gToSlE I E"Y . (naf )12 --E;G':'E':x:""x_f"ﬂ,h

simplifytans?
5

5

b a=x2, b=—xyw, E=Er'2

argibt: I:-E—ai:=El, parabol. PDG

charakteristische Dgl.:

2L L T e M Szl, doh, (xeyy) <=0
dsolveCxs wi+y=H, w2
{EF constl 1)
||

ergibt =ine Charakteristik

:."i:c:l=%-lli and woxa=Ca Cfrei gewahlt?

Koord.-Transf. mit gix.v)=const.=x=% und
hlxswi=const.=y:
x*:x-y urd y*:y



d....,n Hdr...
o -E;Ex o E;Ex w
d d
E;Eyj E;Eyj

Mit der frei gewahlten Charakteristik muss die
det—Bedingurng ¢2.23 Oberpriaft werdens. die die
darmkehrbare Eindeutigkeit der Transformation sichert.

Bem. Oft izt hix.vi=x oder hix.vw)=y eine
gesignete zweaite Charakteristik.

Ableiturgen:
Ux=Ux*'y+Uy*'E=Ux*'y
Uy=Ux*'I+Uy*'1=Ux*'I+Uy*

hieraus=:

uxx=ux*x$.y2+ux*y*.a
uxy=ux*x$-y-x+ux$y$-y+ux*

Uyy=Ux*x*'IE+2uE*y*'I+Uy*y*

Einsetzen:
x2uxx—Exyuxy+yEuyy+xux+yuy=
xz-ux$x$-y2—2xy-ﬂux$x$-y-x+ux$y$-y+ux$}

+y2-ﬂux*x*-x2+2ux*y*-x+uy*y*j
+x-ux*-y+y-ﬂux*-x+uy*}=

'.'--'2 e R =E, doh.

1
..+, k4 y_*uyﬂta

Integaration als gewanhliche [Dagl.

dSalwe T+ % FLP=E, w2



fU=lnly ) const( 2 )+const( 117
Somit
Wk, b a=1m e 1 Gy ek 2 +Ca 0 x® ) und

ulx,wd=1Inl [v|]- CiCawd+Calawd

Beispiel: Cifti=t*e®, Catti=ft
Define ulzswi=lalwlerawe g™ e ey

done
2 2
2llj_ -_—a ] -i[i ] 2llj_ "
x dxziuﬂx,y}) Zamay T dx(uix,yhj +10 dyziuﬂj
2 =
el D EIEt S IR Bl [ GO IY Skt s VIRt SRt Bl [ CU
2
dolzen] <

expands ans?

H=H

c)» a=1, b=-1, c=1 ergibt bz—ac=E, parabol. PDG

charakteristische Dgl.:

(v 1€ 42504128, d.h. (y'+11<=0
dSolve '+ 1=E, 2,00

Lw=—x+const(1)7}
ergibt eine Charakteristik
Wixa=—x+Cy und x=Cz C(frei gewahlts
Koord.-Transf. mit gix,v)=const.=x+v und
hixswi=const.=x:
xH=x+y und yt=x



d d

o —dxlixﬂ'il —d},lixﬂ':l
d d
—dxlixil —d},lix)

Mit der frei gewahlten Charakteristik muss die
det—Bedingurng ¢2.23 Oberpriaft werdens. die die
darmkehrbare Eindeutigkeit der Transformation sichert.

Ableitungen:
Use=Uat e 1+ 0 1 =l k1
Up=Uc® e 1+« B=l0, %

hieraus:

EER | IS PR e | PRL W o | W SV
Uz =W U K

Uyene =¥ ¥

Einsetzen:

PR WEREWL TN IR

ux$x$+2ux$.____.*+u.___,$.___,$—2 .0 u?:*?:*"'ux*':-"* a +ux=+=x=+==
Uy*}-‘*=a

Integration:

.- F=Cx*)

ernedte Integration:
Wk, e d=ba DO a+00 kD

und
ixaa=we S+ +Dix+y

Beispiel: Ci(ti=t*e®, Calti=yt



Lefine uﬂx,yb=x-ﬂx+yb-£x+y+ﬁx+y

done
2 2
d= — .1[1 ] = -
deEuﬂx,yh) z T dx(uix,yh] +dyEEuﬂx,yh) A
2 <]
4-xE-I:x+:.-':I = W T Ty z --E;I+5"+1E--:-:-I::|:+:.':h
o[zt
expands ans)
H=H
Aufg. E3.15

a=1, b=1., c=-2 ergibt bz—ac=4}ﬂ, hvperbol. PDG

charakteristische Dgl.:

(W01 —2y—3=@, d.h. =147
dSolwe (=2, 2,92

Lw=3x+const(1)}
dSolveCyw!=—1,yxa

fw=—x+consti1)7}
xh=x+y und ypF=2x—yw

Ableitungen:
Use=Uoc# e 1410 3=l k431,
|.|'_-.-'=u;::+:' 1+u-_-.-':+:' r—1 :'=l.l;.;*—l.l:.e*

hieraus:

U?:x=ux*x*+2ux*}-'* . 3"'“3.-*3.-* «
U;:y=u;c*x*+u;:*y* =12 +3u-_-.-'*;:*+3ub-'*}-'* =12
e S o6+ 2 e (=1 DL



Einsetzen:

Warae 2 e — 3 e =

Ux*x*+EIUx*y*+'E|Uy*y*+E . ': u;:*x*+2u;c*y*_EUy*y* :'
e o 1 VL hnl I IR W o 1 B O o B

1all*. +=H

Integration nach »*. dann nach x*:
U 4=Cix*) und U=ACx*2+BCy*n, d.h.

dixa W ra=ACx+ w2 +B 3 —w =[x+ 2 +DC x—n 30

Anpasz=surnga an die Anfangsbedingunaen:

Ui, BY=ACx 14Dy =T <
Uy BI=F by 34D Cr— S 3% (=1 £33 | =0
=R %= (3=

dSalwe CLR™D=gx, R*=D*/E2=B 2, xy LA D32

o o
{FI= 3 jf +oonstl 2 ). 0= : +constl 1 :I}
T Cpd < Du (g f L
A xbo = - +C1, DEx—us3a= > +C2,
S () < Su (o f R L
Define uixywa= 3 +C1+ 3 +C2

done
UCx, @1=Few e
e xS HC1HCT=T xS
Cl+CZ2=0 setzen.

d =
dyiuixsybjly @



Tu byl & L3 a3 L
3 3

simplifec 2

3_12_'_,__',2

Ergasbniz: ufx.wi=3- :l|:2+!.-l'2

Transformation der PDG mit der Subst.
L PN E W L N I

d [ W ] W =N . =

y=—/| — |=—=—— eraibt =< U =\ x—y
dxl IE

Waitar:

i(ux:ﬁ—u) = e — W T e

[0y

= I I : = I I
u}-_lj'_'.-'[.'-l:] - ergibt Uue.- n:I:.-[ x] ! d. h.

IEU}-'}-'=.'-I'.'*'I.I'3.-'3.-'
Damit ergibt =sich die hwperbolische PDG: we—we-=H.

charakteristische Dgl. mit 3=1. b=d und c=-1:
(=1, d.h. wi=+1,

Ww=x+Cy bzw. w=—x+Cz ergeben z.B. die
Transformationen

r¥=gir.yi=x—y und wE=hox,wi=x+y

Urirechnung der Ableitunagen:
U?I=U?:*+Ub"*



L|3.-'=_U;:*+U3.-'*

und

Uz Wb R ok R e R Uk

T L LWL L L L T W W

Hierau= ergibt =sich die Mormalform W.o*.-4#=A

Integration: YW F=Cox#*) und
O
U=\J'\I3'::-:*3--:Ix*+E:'i:.-*}=H'ix*}+E:'i:.-*}
O

Riacktransformation: wix,wi=H(x—w21+B{x+y)
=chlielRlich di=e allgemeine Lisung der PDG:

uix,yh=%*EH'ﬁx—w+Eﬂx+w)

Beracksichtiguna der AB:
u'i:-:,El:l=%*I:H'i:-:3l+E:'ix:l:l=x

urd

U L E}=%*E—H’ix—y}+8"ix+w 1| w=8

=%*E—FI"::¢:'+EF"23:3' =1

< und

Damit ergibt =sich die Hilfsaufgabe A+BE=x
_H’+E’=x
dSolvel {A™+B'=2x., -A™B'=x }.x. LA B} ]

2 2
{FI=xT+i:-:-n5tE2:I, E= 3 : +constl 1 :I}

Somit

Ex-j'32+3-lix:y:lz +|:]

1 1
—_ —_ =—%
” [ALx—2 2 +BCx+ya] - [



Ex—y32_+3-ix+y32

] 1
=—:F
Lefime Uixyyw? - 3 3 +C
dane
ixaHi=x
xE+E
=x
-
Somit C=A
Ergebni=:
[ x— yJE B (]S
Lefine uﬂx,y}—x ) 3
done
simplif iUty
Z
.
- +x 4+
HE
Die gesuchte Funktion lautet: u{x,y}=x+y+T
Probe:
df_z 2, 0%
[ *——Euix:ybj] *———Euixsybj
dx e
Zexr=dex
ixaE2
i

d -
dxiuix:ybjly 5



