2.HA E3.6,12-16,19 - 552014

Aufg. E3.6:

Koordinatentransformation, wvgl. [1]1 S. 244u.
(S. 244u. Druckfehler unten links: x statt x°)

x*=g (x, vI=x+rcos (o) +yesin (o)

F*=h(x, v)=—x+sin (o) +v+cos(x)
mit a=%=45°.
in Vektorform mit Matrix A:

x¥ _A.lxl_[cos(cx) sin (o0) llx]
. v —sin (o) cos(o) v

det(A) ist die Funktionaldeterminate der

Koordinatentransformation:

det (A)= =(cos (&) ) 2+ (sin («) ) =120

8x Eyl
hx hy

Umkehrtransformation bei det{A)*0 vorhanden:

[cos(cx) sin (e 171

—sin({a) cos(o)



cos (o) —sin (o)
(cos(a) ) 2+(sin(a)) 2 (cos(a)) 2+ (sin(a)) 2
sin (o) cos (o)
(cos(0)) 2+ (sin(a)) 2  (cos(a)) 2+ (sin(a)) 2

simplify (ans)

lcns(cx} —sin (o)
sin{a) cos(o)

[X]=A_1. x¥ =[cos(cx) —sin(cx)]_ x¥
v v¥ sin (o) cos(o) X

Umrechnung der Ableitungen von u(x,v) in die neuen

Koordinaten u(x(x*, y*) ; F(X*, y*) ]=U(x*, y*):

Ux=Ux¥+cos (o) +Uyp*k+ (—sin (o) )

Uy=Ux#*+sin (o) +Uyp*k-cos (o)

Gleichsetzen us=uy ergibt mit cos(a)=5in(o¢)=%ﬁ :

UX*.%JE_UY*.%@=UX#-%@ +ny-%‘!§ , d.h.

Uy#*=0 (vereinfachte PDG nach Koordinatentransformation)

Losung:

ulx*, F*)=C(X*)=C{%ﬁ- (x+v) ]=w(x+y) .

d.h. u{x,y)=wix+y).



Aufeg. E3.12:

Uxx=0 ergibt u(x, ¥v)=Cl(¥)+x+C2(v)+C
0

uxy=0 ergibt u(x,y)=f D1 (x)dx+D2 (v)=F1 (x)+C+D2 (¥)
d

Uyy=0 ergibt u(x, v)=E1(x)+v+E2(x)+C

wobel die auftretenden Funktionen C1,C2,F1,D2,E1,E2

Zusammenpassen miissen,
d. h.

C2(v)=D2(v)=E1(x)+v mit El=const.
und E2(x)=F1(x)=C1{(v¥)-x mit Cl=const.

Ergebnis:

u(x, v)=Clsx+E1+v+C, wobei Cl1,E1 und C

Integrationskonstanten sind.

Aufeg. E3.13:

Ausgangspunkt Formel (2.1) der V:

a*Uxxt2b*uxytcuyy+F (x, v, U, ux, uy)=0

a)

a=:~:2, b=x-v, c=y2 ergeben (Def.1 der V):

b2-ac=0, d.h. parabolische PDG



b)

3.5a) a=0, b=%, c=0 ergeben

b2-ac>0, d.h. hyperbolische PDG

3.5d) a=1, b=0, c=0 ergeben
b2-ac=0, d.h. parabolische PDG

3.5e) a=0, b=0, c=1 ergeben

b2-ac=0, d.h. parabolische PDG

c)

a=1, b=x, c=v ergeben

b 2 —ac=x 2 -v>0, d.h. hvperbolische PDG fiir v<{x 2

2 2

bz—ac=x -v=0, d.h. parabolische PDG fir v=x

b2-ac=x2-v>0, d.h. elliptische PDG fiir y>x2

d), wvgl. a)
a=:~:2, b=x-v, c=y2 ergeben

b2-ac=0, d.h. parabolische PDG

Aufg. E3.14:

a) Ugptxveuyy=0 mit x<0 und v¥>0, d.h.



a=1l, b=0, c=x+v und bz—ac=—x-y>0,
d.h. hyperbolische PDG

Eine passende Koordinatentransformation
wk=g(x,v), v¥=h(x,v) fir die hvperbolische PDG

fiihrt auf die Normalform

Uskyk=F** (x* v* U, Ugk, Uyk) (vereinfachte PDG nach

Koordinatentransformation)

oder mit nochmaliger Koordinatentransformation

[ml_[cos(a) sin (o) l x* _Lll 11_ ¥
n —sin(a) cos(a) ] | * V2 1-11 .
{Drehung um o=45", vgl. E3.6) auf die andere Normalform

einer hyperbolischen PDG

Unm=Unn=T (m, n, ii, {iy, {in)

Zur Ermittlung der passenden Koordinatentransformation
X*=g(x,}f), y*=h(x,}f) wird die charakteristische Dgl.

as(y°) 2=2b-y’+c=0 seldst:

=t (bt/b2-arc)=tv=xy, d.h.

dSolve(v'=V —x+v, x, v) | x<0 and ¥>0



_—(4-)(3—12-)(-(:01151:(1)- —x—9+ (const (1)) 2)
y= 36

dSolve (v'=—V —x+v, x,¥v) | x<0 and v>0

{F_—(4'X3+12'X'Cﬂn5t(1)'\'(—_15(—9' (const (1)) 2) }
- 36

Die Ldsungen

_—(4.x3%12.x.Cov—x—-9-C2)
y= 36

heifen Charakteristiken.

Die impliziten Losungsdarstellungen C=g(x,v) bhzw.
C=h{x ¥ }

— L ] 3— - - L ] — — [ ] 2
SGIVE[F (4:x3-12x-Cv=x=9-C ),c]
36
_—2XV =X v _—2*xXV =X
C—T—Z- y,C—T+2-vy
(4341 2.x-Cov=x—9-C2)
solve| y= 36 , C

{C=¥—2‘E, C:%.onﬁ}

gind passende Koordinatentransformationen:




3

v¥*=h(x, y)=2‘X'T_X+2.E=_% (—x) 2 +2y

{Auch andere Transformationen lassen sich aus den obigen
Charakteristiken gewinnen, die sich jedoch nur in den

Vorzeichen oder Variablen unterscheiden. )

Umrechnung der Ableitungen von u{x,v¥) in die neuen

Koordinaten u(x(x*,y*),F(X*,y*]]=U(x*,y*), vel. E3.6,

UX=UX:‘:" ¥ —X* (_]. )+Uy*"‘ —xX= (_UX:‘:'I'U,V*) Ll e

ll;r,r=UX*' %}F*‘Uy* * %}r= ( UX*+UY* ) * v']'-;

hieraus:

Uxx= ( Uk —x =Ugkpkev —x +UpkkeV —x+(—1) +

Uykgkev —x ) oV =x+ (—Uxk+Uy %) ﬁ (-1)

1 1 1
Uyy= (Uxkyke T}F'FUX*.V*' T}F-I-UY*X*. T}F +

3
L1y, 1 1Yy, 2
| ‘-’?) »’?-I-(UXHUY*)[ 2] v

mit der PDG folgt mit Uxkg¥=Us*¥k (Satz von Schwarz)

Uxx+X*¥V*Uyy=



1
Ugk=Uzp*k) - +
(U=l o=

1 1 1 1
oo (Usgke —=+2 s Uskyke —=+UyKyke —= ) s —=+
Xy (Ugky \"'? xhy \r"? ¥Ry \'"?) \r"?
_3
2

)eye (Uoke+Us%) [—%] 'y =

(Ugk=Uyxk) v,l_—x+4x Uskyk— (Ugk+Uzpk) 5 ‘J?_U

Hieraus ergibt sich

3
Usgkyk=(Uzk=Uyzk) % (—x) 2, {(Usk+Uyk) 2 d.
_3 _3

und mit der urspriinglichen Koordinatentransformation
3

%(—x)2+2-f¥=x* (1)
3
—%(—x)%}ﬁ:y* (2)

folgt

* *
(D+(2): vy=2" gh L%
4 o
¥ x +§,F




mit (1) nun

3
(—x) 2 =% (x*—2w’?) =%X*—% (X*+}F*)=% (X*—y*] ;
_3 A
2 _
d.h. (=x) =
3(X*—F*)
1 -2 | |
: 2 _ _
Damit ———(-x) = - =
Vy x*ﬂ’* 3 (X*—F*]
12 (x*=y*)-a(x*+y*) _ gx¥—16y*
2 2 - 2 2
s((x*)2-(»%)2%) ()= (y%)?)
1 -3 4 4
2 _ —
und —+({—x) = + =
vy K¥+y* 3 (x¥—y¥)
12 (sok—yk) +4 (30k+vk) 1B6xk—8yv*k
2 2 - 2 2
s((x¥)%-(+%)%)  sl(x¥) %= (%))
Endergebnis:
> * *

s((¥)%-(5%)%)  a((x*)2=(3%)?)

Ubergang in die andere Normalform mit neuen Koordinaten

(X**,y**)=(m,n)



_ X*+y* —X*+}F*

m= V2 und n= 73

Umrechnung der Ableitungen wvon U(X*,};*) in die neuen

Koordinaten U(x*(m,n),F*(m,n))=ﬁ(m,n), vgl. E3.6,

Usk=iim" V2 —lin"* Vo = ({lim—in) -

Uy:ﬁ:ﬁm' %'l'ﬁn * %= ( ﬁm+ﬁn ) *

S-Sl

linke Seite der obigen PDG:
Ux¥yk= (ﬁmm'%"'ﬁmn * %_ﬁnm'%_ﬁnn' ﬁ ). ﬁ

= (llmm—Tnn) '%

Weiter:
i —1 _
(sl ) L ) e

FL[I 1-]_1
V2 1-1 1)

X*
X
LY

SSEN
<5

Somit x*=(m—n)-% und y*=(m+n)-%

Hieraus:



X*—Zy* -
3((x*) %= (y%)?)

1 L
{m-n) V2 2{m+n) N

[

simplify (ans)

95Ky ¥
2 AR
3( (%)%= (%) %)
2(111—n)l-L—'(111+n)-L
V2 V2

3[[(m_m% 2_[(m+n)ﬁ]2]

simplify (ans)

rechte Seite der obigen PDG:

Unke 2)(.*—}’* X*—Z}F*

v 2+{m-n)

v 2+(m+n)— 2

.| {m+n) 2 _{m-n) 2
2 2

3

v 2+(m+3+n)

12+-m-+n

v 2+ (m+n)
— 5 -2+ (m-n)

.| {m+n) 4 _(m-n) 2

3 2 2

-V 2+ (m—-3+n)

12+m+n

+U; -
3 (%)%= (%)?)

3( (%)%= (%) ?)



e n 1 =-v2+{(m-3+n)  ,. .. 1 v¥2+(m+3-n)
(Um_ull)'ﬁ' 12+mn +(um+un)'ﬁ' 12+.men

(m+3+n) -« ({iyHin) _ (m—3-n) -+ ({ig—iin )

12+m+*n 12+m+*n
simplify (ans)
i, Tin_
2-m + G+n
Endergebnis (andere Normalform):

fim T
Um  Un

Umm—Tlnn=
mm~Unn=" "5

b)) uggt+x*v+uyy=0 mit x>0 und %>0, d.h.

a=1, b=0, c=x-v und b2—a0=—x-y<[],
d. h. elliptische PDG

Zur Ermittlung der passenden Koordinatentransformation
X*=g(x,}f), y*=h(x,}f) wird die charakteristische Dgl.

as(y°) 2=2b-y’+c=0 seldst:

F’=%' (bi‘# b2—a-c )=iv{—:~;-y=ijv{x-y , d.h. die Losung der Dgl.

ist dann ebenfalls komplex:

dSolve(v'=j¥x-v,x,v) | x>0 and ¥>0



3
_—[4-x3—12-x 2 *const (1) +7—9+(const (1)) 2]
y= 36

Die Losung

3
_—{4.x3-12.x2 -C-j—S-Cz]
y= 36

heil3t Charakteristik.

Die implizite Liosungsdarstellung ist C=g{(x,v)+j-h{x, v)

[ 2 )
— ) 3— ) 21: s 7= 2
solve[y= Jaxg =123 € +(Cs j=9-C C
36
3 3
- 2 L ] * 2 L ] r
==y -2E 0 gy - 2X N
3
d.h. z.B. auch Coj=2x2+j2/y

3
Realteil und Imaginarteil ergeben die erforderliche

Koordinatentransformation:

3
x*=g(x, F)=%‘X 2 und y¥=h(x, y)=2Vy

{Auch andere Transformationen lassen sich aus den obigen



Charakteristiken gewinnen, die sich jedoch nur in den

Vorzeichen oder Variablen unterscheiden. )

Umrechnung der Ableitungen von u(x,v) in die neuen

Koordinaten u(x(x*,y*),F(X*,y*))=U(x*,y*), vel. E3.6,

uX=Ux*'E+U3r*' D=UX:*" VIE .

uy=UXm-U+Uym-%y=Uy*-%y

hieraus:
1 1
=U ke XUy e 0+ Ukt e ——=U Ko+ U s ——
Uxx=UxgFx*t ' X x*y XZE XXXXZE
_3
_ 1 1 7 _ 1
u;ry—Uy*X*' []+U3r*3r*" ;_Uy*" E Ny —Uy*y*" ;

3

_UY*.%.F 2
mit der PDG folgt

1 1
UxxtX ¥ Uyy=Usgkke x+ Uz K+ m+){'}’ » (Ugkgks ;

3

_UY*.%.F 2 ):U,

d. h.



1

Usske kU g == ke ———+U ke . d. h.
N Iy H va_ ¥ V?
Endergebnis:
Uxmxm+Uy*y*=_Uxm' L*+Uy*"‘ ];‘:
3x v

Aufeg. E3.15:

Uxx+¥*Uuyy=0 mit a=1, b=0 und c=¥
a) hvperbolisch fiir bz—ac=—y>0 , d.h. ¥v<0 (untere Halbebene)
b) parabolisch fiir b2—a0=—y=0 , d.h. ¥v=0 (x—Achse)

c) elliptisch far b 2—ac=—3;< 0, d.h. ¥>0 {(obere Halbebhene)

d)y v<0 ergibt die charakteristische Gleichung:

y’=%-(bﬂb2—a-c)=ﬂ——y, d.h.

dSolve (¥'=V -y, x, v) | v<0

‘ _—(X—CDHSt(I))z }
y= 1

dSolve (v'=—V -y, x, ¥) | ¥<0



‘ _—(X+CDHSt(1))2 }
y= 1

Die Ldsungen

2
_=(x+C)
Y=g

heifen Charakteristiken.

iy 2
solve [y=% . C]
{C=x—-2+V —v, C=x+2+V—v }
_ 2
solve [y=% . C]

{C=—x-2+¥V -y, C=—x+2-¥ -y}
Die impliziten Losungsdarstellungen C=g(x,v) bhzw.

C=h{(x, vy)

gind passende Koordinatentransformationen:

k=g (x, v)=x+2+V-¥

vk=h(x, v)=—x+2-¥ -y

{Auch andere Transformationen lassen sich aus den obigen
Charakteristiken gewinnen, die sich jedoch nur in den

Vorzeichen oder Variablen unterscheiden. )



Umrechnung der Ableitungen von u(x,v) in die neuen

Koordinaten u(x(x*,y*),F(X*,y*))=U(x*,y*), vel. E3.6,

uX=UX:‘:' ].+U,Y*" (_ 1 ) =UX*-UY* L]

uy=UK*-_f1F+U_vm- %: (Unck+ Uy k) _fly

Weiter

1
u;ry= ( UX*X*+UX*Y*+UY*X*+UY*Y* ) . +

3

(UX#+UY#)-%-(—1) (=v) 2

mit der PDG folgt mit Uxkg¥=Us*¥k (Satz von Schwarz)

Ugx+Velyy=
U= 2 e Uk b Up sy k= (Uss i+ 2 o Uy Uy ) +
3

(Ux*+UY*)-%-(—y)-(—y) 2

Endergebnis:

Uxmy*= ( UK*+Uy* ) . d . h. .

8oV =y’



1
2+ (x¥+y*)

Uxmy*= ( UK*+Uy* ) *

e) Velxxt2¥elUgy+(x+¥v)+Uuyy=0 mit a=v, b=y und c=x+y

2

hvperbolisch fiir b 2 —ac=y<—-y+(x+v)=—x-v>0,

d.h. x-¥<0 (Il. oder IV. Quadrant)

parabolisch fiir bz—ac=—x-y=0,

d.h. x-vy=0 {(x—Achse oder v—Achse: x=0 oder v=0)

elliptisch fiir b2—-ac=—x-y<0,
d.h. xv>0 (I. oder III. Quadrant)

Aufg. E3.16:

a=1, b=2, c=5 bedeutet: b 2 —ac=—1<0 elliptisch.

1

F:=E_(bi,ln'b2_a.c)=21j ergibt v=(2+7)+x+C, d.h.

C=—2x+vtjx
x¥=g(x, y)=—2x+y, v¥=h(x,y)=x

ux=Ux¥ke (=2) +Uzk+ 1 ==2+Ugk+Uyk,



u;j,r:UX:K * ]. +Uy* * U =UX:K

Usx=—2+Uzisks (—2) =2+ Uy ke 1+ U ¥k (=2 ) + U %% 1
=4+ Ugkpk—4 UKy k+ Uy Ky
Uxy=—2+Ugkyiks 1 -2+ Ustky ke 0+ U %k 1 + U5k 0=
=2+ Ukt Ukyk

u;gry=UX*X* * ]_ +UX*Y*' 0=UX*X*

Einseizen in die PDG:

Uxxt4 Uxy+duyytuxt2-uy=
U= 4o Utk Ug ekt 4o (= 2+ Uk Uk % ) +
5eUgkgk—2+Ugk+Usk+ 2+ U=

Ugk e+ Ug sk +Us k=0

Endergebnis:

Uskgk+Uypkypk=—Us%

Aufg. E3.19:
(=¥ ) *Ugy—ux+uy=0 ist offensichtlich eine hvperbolische PDG fir

XEYV.

Subst. v(x,v)=(x—v)-u(x,v) ergibt u=:;},

Hieraus folgt:
Vg =y )=v-1
Ux= 5
(x—v)

=(vxe (x=y)—v) * (x—y) "2



Vyr (X=y)=v+(—1)
(x—y)z

U=

Uy =V (x=¥) —¥x—Vy) * (x-¥) T2+

(Ve (X=3) =v) + (=2) « (x=y) "3+ (1)

Somit:
( =y ) yr—Uxtly=

Vxy* (X=¥)—Vx=Vy 5 Vx* (X=¥) =V _vVx+(X-¥)—v

+
Xy (x-y) 2 (x-y) 2
vy (X=v)+v _
2 —_— YRV
(x—¥)

0
Integration: vx=C{x) und v=f C(x)dx+D(y)=E(x)+D(¥v)
0

Endergebnis:

ul(x,v)= E (X;:E (v) , wobei D und E beliebige differenzierbare

Funktionen sind.



