2.HA E3.6,12-16,19 - 552813

Koordinatentransformation,. wgl. [1]1 5. 2440,

r¥=giryYi=recos{ ity sinte
L e T PRt T [ g T D SN TN olw b

: M _4=a
it o 3 45=,
im VMektorforomn it Matriz A:
[x*]=ﬂ_ [x]=[c05ﬂm} Sim o ] [x]
WL Ll —Sinfcy coso b

dettA? it die Funktionaldeterminate der
Koordinatentranstormation:

Hdaz G
Fize P

Umbkehrtransformation bei detCA»=8 worhanden:

detiAI= =(costod 12+ Sintel 1 <=1+6

COSLoE)  Sintoea -1
—sinte) cosdol

cosl o) —=inl )
(cos(o))Z+(sinle))®  (cosle) )<+ sinke) )=
=inl o2 ) cosli)
| (cosle))+(=inle))?  (cosle))+(sinlel)<



simplifeCans

[GDEE el —zinlc :I]

sinfo)  cos(o)

*|_p-1. x# | | cosle) —sinlol | [

B ik sinfez) coslo) ik

Urnrechnuna der Ableitungen won ufx.v2 in die neden
Koordinaten ol x(z®, ok 1yl wk, wk Vs ek, )

Uae=UF = cosCo i+l F- [ —sina) )
=W # e sin e 2+ -Fe cosod

. _ . . . _1 _
Gleichsetzen u.-=u.- ergibt mit i:n:usiu:a}—smliu:z}—za,n'i :

ux*-%E—uy*-%q'?:ux*-%ﬁmy*-%ﬁ, d.h.

U.-¥=A (wyereinfachte PDG nach
Koordinatentransformation

Lasung:
LI ok g ok :I=I:I::|:*:I=I:[ %'-,l'? = Dyl ]=L-'-JI::-:+:.'L
dahbie UCH WPI=mCx+ypd),

Aufg. E3.12:

Uze=H ergibt ulx.wi=Cl i x+C2 0w +0
U=-=H argibt
O
u'ix,yh=fD1i:c3-:lx+D2'i:.'3l=F1'i:c:l+E+D2'i:.'3l
O



=0 argibt utxyi=ElCxdew+E2Cx2+C

wobei die auftretenden Funktionen

ClaC2sFlaD2yEl+EZ zusammenpassen MUOsSSens
d.h.

CZ2Cwi=p2iwi=ElCxi=yw mit El=con=t.
und EZCxi=Flix2=Cl{wi-x mit Cl=const.

Ergebnis:
gixa W i=Clex+El=-y+Cy wobel C1,E1l und C
Integarationskonstanten =ind.

Aufg. E3Z.1:3:

Ausgangspunkt Formel CZ.12 der ¥:
= I_I;.;;.;+2|:|- (HAEeL Jul L|3.-'3.-'+F':.'-l'.'5 "Wy s Ll L|3.-'.-:'=E

a)
a=:|:2, b=xsy, i:='_-.'2 ergeben C(Def.1 der Yi:

b<-3c=8, d.h. parabolische FDG

b

F. 032 a=H, I:-=%, =l ergeben

I:-E—ai:}El, d.h. hwperbolische FDG

2.5d) a=1, b=B, =0 ergesben
b<-ac=6, d.h. parabolische P0G

3.59=2) a=A, b=HA, c=1 ergeben
b<-azc=H, d.h. parabolische FOG



c)
a=1, b=z, c=y ergeben

I:-E—ai:=:|:2—:.-'}El, d.h. hwvperbolische FDG far :.'{xE

2—:.'=IEI, d.h. parabolische FDG for :.'=:n:2

be-zc=x<-ud, d.h. elliptische FDG for wire

I:-E—ai:=:n:

d», wval. a?

a=:|:2, b=mx= i:='_-.'2 etrrgeben

b<-3c=8, d.h. parabolische FDG

Aufg. E3. 14:

aY Uspxtrayede-=H mit <@ und w>@, d.h.

a=1, b=H, c=x=vw und I:-E—ai:=—:|:-:.'}El,
d.h. hwperbolische FDG

Eimne passende Koordinatentransformation
r¥=gir.yis WwE=Sh{x.w» fOr die hyperbolische PDG
fahrt auf die Mormalform

U.F =k, gk, U, U, U4 Cyereinfachte PDG
nach Koordinatentransformation?

oder mit mochmaliger Koordinatentranstormation
m|_ COSLoE)  Sintcel ] ik _ 1 1 1 ] ik
n —Sinie) Cosco) W R e ek A | nk
tDrelhumg um @=452, wval. E3.52 auf die andere

MHaormalform einer hyperbolischen FLRG
U~ Wnn= T M My ids idgye i 2



2y Ermittlung der passenden
Foordinatentransformation

r¥=gir. . YwE=SR{x.»3 wird die charakteristische
Dgl.

a 'l E—Eh- v'+c=8 gelist:

dE-:-lue[y’af—x-y ,x,:,':llx{El and v>@

{ _[4-13—12-I-c_.:.ngtli]_j.-,f-_—_r_- _g'l:C-C'FIEt[:].:l:IE]}
- e

-:IS-:-lue[:."=—a,|'—:n:-:.' ,:-:,:.-:II::{EI and v x@

{ _[4-13+12-_'.|:-i:.|:||-|5t|:1:|..,||__-_r_- _g'l:C-DI'IStE].:l:IE]}
. a6

Lie Lasungen

4231202000 f o 202
= 36

heifen Charakteristiken.

Die impliziten Losungsdarstellungen C=glx.,w)}
bzw. C=h{x.w)>

_[4.13—12.;.:4:-1..":—9-':2]
36 -

N

3

snlue[ N




_[4.134.12.;.:4:.1..':—9-!32]
{.;Ex"ll_za.f'_c- ”"IT+2-«..":.-_}

cind passende Koordinatentransformationen:

snlue[ N

r¥=gir, =

LAuch andere Transformationen lassen sich aus den
obigen Charakteristiken gewinnens die sich jedoch nar
im den “orzeichen oder Yariablen unterscheiden. 2

Urirechnung der Ableitungen won ufx,y? in die neuen
Koordinaten ol x(z®, wk e wl e, wk =00 e, vk, wal,
E3.5,

|_|:.:=u:.:*' 'lll —x =1 .-:'+I.I3.-'*' -x ='i—l.l;.:*+l.ly*:' Y Rl |

L|3.-'=u;.: .l.lll_ .l.II|— —'-’.l.lx*+l.|:.e*:' 1.I||]l:.rl—

hieraus:
U;:;:=':u;:*x*' —-x _u;:*}-'* WX +U3.-'*;:* 'lll =10+

..t e = deyy — C—U U . =12
‘-'le ‘-'III"' N Eﬁ




1 1 1

F LD ﬁ +1), ok F +

+':U;;*+Uy*3'[—%]' W

o = i ux*x* .

_=
2

1 1
k. 1
W Wy
mit der PDG folgt mit WeoF-F=UL-F0F (Satz won
Schwarza

oot e b U=

P | N T JEPUR T | NI e +u},*},$.ﬁ.,"-x :..,.,"-;.: +
1
o 1 ERe i LIV +
.Il'_

1 1 1

Xulln 'il.l;.;*;.; +2. l.l;.: +U3.-'
J_ e RN
_3
ey -:ux*+uy*:-[ ] 2
Fa
o I i | BV e +d e Wb =L D . =K
s o Ellllll: /T e = 2-..|II'_.rl_
Hieraus eragaibt =sich
_3
Ux*y*=':Ux*_Uy*:' = l = |:_.'-l'.':| < +lil.l;.;*+l.l:.a*:' = 1 ]
= =N
d.h.
_= _=
W+ =+ L _l_+E_Ij 2 +U..-* —l—-i-xj <

und mit der arsprangalichen Eoordinatentransformation



i
E _— E ] =¥
EI: X1 42y =x 01
3
_E —_ 2 . =
3I: ) E F2eafy =k (20

folat
L T
(4020 ofy =222

it C12 nuan

1 4

3
= 3 3 .3 3
(=) —E[x*—E-ﬁy }fix*—1{1*+y*l—gix*—y*h
_3
ey 2o
d.h. [-x) ]
_3
) L__ 2 _ g _ g _
Damnit Jw s w3k )
120 wh—nk 1= ko) _ Sk— ] Gk
A2y 2 ) a2y
_2
1 2__ 4 4 _
urid 1.1"}'_-”: x) T ———
120 w¥—te 1 gk ) _ 1 Gk =Tk

e RO T e T N | S v gy

Endergebnis:

T o [ cxtout +10, i
3l a1 2w 2 2l ¢ 2 2 )




uvbergang in die andere Hormalform mit neuen
Foordinaten Cxdt,wdEa=Cm, 2

_ _-_|:="|'=+-_.._|='|'= —_-_.-_'l'l'=+-_.._|=‘|'=

—F und = E

Urmrechnuna der Ableitunaen won Wx#,w* ] in die
rneuen Koordinaten W x*(rmanlayFiman))=0lmsnls wal.
E3.c5.

1 1 1
U.ok=iGy s ——=—in ——==Cm—ln) - ——
s m 2 M -..lllz_ m r -|.|||2_’
U, =i+ — i+~ = (il ? -~
Z 2 A 2

linke Seite der obigen PDG:

U= Ol - L 1 L

F+ﬁmn'ﬁ—ﬁnm'ﬁ_ﬁnn'.‘j{?—:"{%
=L Opm—0nn 2 l

2

Meiter:

S T L D e

FaERE

5




Somit :ni’*‘=':n'|—r|3'-L urid 5,-*:.:,-,-,+,-,;..L
2 2
Hieraus:

N L _
Ay 2oy ]

im—n}-ﬁ—iinﬁn}-ﬁ
[ ermense = 15 emnens. - 1

VU T O PR O
(oo ) e ]

E-Em+nj—ﬁ.gm_nj

3_[ (rn+nd< _ (ri-n)<

2 2
simplifvCansa

a.u"E_-I:m+3-n:l

12=m=-n

2xk—k _
Ay 2oy ]

Eim—n}-ﬁ—iwﬁn}-ﬁ
[ ermense = 15 emnens. - 1
VU T O PR O
[ ) e ]

E.gm-‘-nj—«.u"i_-l:m—n:l

3_[ (rn+nd< _ (ri-n)<
2 2

simplifvCansa



—'-.l'IE_- Cr—3=n)

12 m="n

rechte 5Seite der obigen PDG:

Zak—nrk T xh—F _
A pawy 2oy 2 ] A rawr 2oy 2]

i ] —'-.IIIE_-I:m—E-n:I 1 . 1.|'I2_.|:m+h

.-+

':UM_UH:" .I.IIIE_ 12.m.|—| +l:..L||'|'|+L||-|.-:|l .I.IIIE_ lz.m.
Crnt3ens ClntiSn)  Crn=3 nle CiSm—n)
1Z2=-m-n G
simplifeCans
i i
2 * =X Ry

Endergebnis ©andere Mormmalform?:

v e _fim fn

U~ 44—, T =5_
M

21

b)Y Uewt+reywed.=A mit #>@ und 2@, d.h.

a=1, b=A, c=x-vw und I:-E—ai:=—x-§,'{El,
d.h. elliptische FDLG

2y Ermittlung der passenden
Foordinatentransformation

r¥=gir. . YwE=SR{x.»3 wird die charakteristische
Dgl.

a 'l E—Eh- v'+c=8 gelist:

'_‘.-I!=§'[t|i"|t|2_a.c' ]=i1|__-.l'_'l'_-l.| =i'i-' :-l:"_‘.-l 1 Ijlhl dIE



Lé=sung der [Dgl. ist dann ebenfalls komplex:
dSIZIl'-.-'E'['_-.-"='I-'-,|'.'-I: LR :.I:II:I:}EI and wrA

[4 xF—1Fex 2 cnnst(l)-i—?-(cnnst(l)jz

35
Die L&sung

3
_—[4-x3—12-x £ -E-i—'E'-EE]
36

heilft Charakteristile.

Die implizite Lasungsdarstellung ist
C=gl{x.w)+i-hi{x.,u»d

3
O EIRPVIC T L PV Y IR J - L -
- 26 !
3 3
cy 2. Cy 2L
S _2 :l:3 Lo _ 2 :-:3

d.h. z.B. auch E-i=§-xz+*‘p-2- ¥

Realteil und Imaginarteill ergeben die erforderliche
Koordinatentranstformation:



tHuch andere Transformationen lassen =ich aus den
abigen Charakteristiken gewinnens die sich jedoch nar
im den “orzeichen oder Yariablen unterscheiden. ?

Umvrechnung der Ableitungen vwon Uix,y? in die
neuen Koordinaten ol x(x® s 1yl a®y ik V=00 o, wiE ],
wgl., EJ.Ga

|_|;.;=u;.;*' ﬁ.IIlI_+Uy*' El:l_lx*- -..||'_-_|-_'_,
1 1
Wy

|-|‘.'-"=u?::+: . E"'u;-.-'* - —_— =U3.-':+: .

Wy

hieraus=:

et | IV P el | I S TR C o 1 PR 1 1

E_I.If:l:_ =l e ). E_lllfx_

i
1 1 _E 1
_ * *l :‘H :‘Hl — — *I—I _ :‘H :‘l":l—
e =¥ o s BHLLLF " .- = N .. "
_=
2

1
—u.__._.i'l':- E-l_.rl

mit der PDG folgt

1
Wt o LN |_|.__._.3__.=ux=‘+=x*- x+ux=+=- +om e |:u.____.='|'=.__._.='|'=- —_
W

_2

1
_u;-.-'*' _2 =l < :'=E5
d. h.



I o e o | I R ot |

Endergebnis:

Wt b b = e —— ) ke —

Uzee s U=l miit =1, b= und c=y

a) hvperbolisch for I:-E—ai:=—:.'}EI, d.h. w<BA Cuntere
Halbebenel

b} parabolisch for bz—ac=—y=E, d.h. w=H
L r—HAchse

c > elliptisch foar I:-E—ai:=—5.'{El, d.h. wrxA Cobere
Halbebene

d» viA ergibt die charakteristische Gleichung:

y’=%-[bi«,lb2—a-c ]=i~,|'—kr' » d.h.
n:ISn:-lue[:."=a,|'—:.' S :.'] | w<H

{ _—lx—constl1 e }
= 4

dE-:-lue[ wi=—f =t gy 5.'] | w8

{ _ =l x+const(] )< }
= 4



Die Lasungaen

heifen Charakteristiken.

2
snlue[ y=% . I:]
{E=x—2- = g D=2 - }
_ z
snlue[ y=# . I:]

{om—x-zefmw  Cmmarzefow }

Die impliziten Losungsdarstellungen C=gl{x.y}
bzw. C=h{x.w>
sind passende Koordinatentransformationen:

LAuch andere Transformationen lassen sich aus den
obigen Charakteristiken gewinnens die sich jedoch nar
im den “orzeichen oder Yariablen unterscheiden. 2

Urirechnung der Ableitungen won ufx,y? in die neuen
Koordinaten ol x(z®, wk e wl e, wk =00 e, vk, wal,
E3.5,



Ux=Ux*'1+Uy*'ﬂ_13=Ux*_Uy*g

—1 +L., —1 =0 L _1

N =val g =vy N=vy

Weiter

P | PRL e | PR W ol I IR v o 1 IV W
1
uyyzﬂux*x*+ux*y*+uy*x*+uy$y$}-:;+

3

-:ux*+uy*:--%--:—1:-|:—y:l z

mit der PDG folgt mit WeoF-F=UL-F0F (Satz won
Schwarza

Uam i s Usene=
ux*x*—z-ux*y*+uy*y*—ﬂux*x*+2-ux*y*+uy*y*}+
i

'il.l;.;*+l.ly*3'-%-'i—'_-.'}-li—'_-.':l Z =g

Endergebnis:

W= D .

.- = F U D

Rl VL

8y e Uty ot Ly 3 e Uee.=0 it 3= b=y und
C=x+y

hwperbolisch for I:-E—ai:=:.'2—:.'-'i:-:+:.l}=—:-:-:.l}lag
d.h. 248 (II. oder IV. Ouadrant)



parabolizch far bz—ac=—x-y=ﬁ,
d.h. x-w=8B {(x—-Achse oder v-Achse: x=080 oder
wv=02

elliptisch far bz—ac=—x-y{ﬁ,
doh. 2-w>8 (I. oder III. QGuadrant)

Aufg. E3Z.14A:

a=1, b=z, =5 bedeutet:lnz—ac=—1{ﬂ elliptisch.

'_-.-"=%'[I:|i'llt|2_a":- ]=Eii. ergibt w=0Z2F10-x+C, d.h.

C=—2Z2x+ytix
r¥=gir,Yi=—2Zr+y, wEEh(x,wi=r

Uz=UocF e (=204l 1 ==20 kL,
T | R I | gt |

Uxx=_E'Ux*x*'i_E}_E'Ux*y*'1+Uy*x*'i_2}+uF*y*'1
=g« W ¥ = e o

arwe == 20 Uocboba | =2 oo F ot e B+ e ]+ R e {=
el | I e 5 | R W

] | I W P I 1 P e PR ] I P R

Einsetzen in die PDG:
Uxx+4'ny+5'Uyy+Ux+2'Uy=

T | NI | ECIE N | I O TR | I NE LY | O
=T | NN S | | I S | N



I I P 0 | PR R ) | A

Endergebnis:
[ ECE N | E U |

Aufg. E3.193:
Lx—t s Usee—le+1-=H ist offensichtlich =ine
hvperbolische PDG fOF xsy.

Subst. wix,w2=Cx—ywl-uix,¥) ergbt u=;%;
Hieraus folagt:

ux=wx'ﬂI‘F3£”'1=[ux-ﬂx—yh—uj'ix‘?3_2
=)
_ Myer =yt —yie (110
--= >
L=yt

ny=cﬂxy'ﬂx-y?—wx—uyj.ﬁx_y;—2+
wa-ﬂx—y}—uj-{—E}-{x—y}_E.{—1}
Sornit:

L= e e =1 =
o ® L= D=t =y,

W s L= 0= Wow L=t =y
- v z 2
£ L=y L=t
Waem LE= Yy _
= Shie =
L=y

4=

Integration: w.=Cix? und
O

aﬁirﬂix}dx+Diy}=Eix}+Diy}
0



Endergebnis:

u'ix,:.'}=E':x:;S':w » Wwobei [ und E beliebige

differenzierbare Funktionen sind.




