4.HA F5.3, 8-11, 14 (552014)

Aufg. 5.3

Einstellung: Grundformat Variable reell

Zerlegung des Integranden in 2 Partialbriiche

(5277
expand 2
3z<+27

J J

18-(3-j—2) T 18+(3+j+2)

Damit gilt fir die geschlossene Kurve C (math. pos.

Umlaufsinn)

01 J fH_1 J 1
| o= 1ex] eyt is| e

Sei z,=3jF und z,=—3j (Die Singularitaten!)
Jeder Summand ist fiir sich gesehen eine Laurententwicklung,
die jeweils nur aus einem Summanden besteht!

1 N 1 _L
8% gj @)= 7g und c.= res':ls —(=87) ' 22718

C_;=res(—

1. Falls weder %z, und z: im Innengebiet von C liegen,

ist f(z)=;

2 holomorph in C und es gilt:
3z<+27



0 3
f ——dz=0 (CIS)
C3z<+27

2. Falls z, und z. im Innengebiet von C liegen, gilt

‘I‘D#dz_—L i S f dz
(322407 187 o 78] +g Cz+3J '

wobei C; und C; kleine Kreise um z; bzw. 2. bedeuten:

0
] L o= 2nj und] d.h.
C,* ™ Ca
ID L 4 2 27§=0
_ 1 gp=d xon i+t xonj=
C 322427 is is

3. Falls nur z, im Innengebiet von C liegt, gilt

U1
,[C 322+27 dz=— 18 X2HJ+EXU— 9

4. Falls nur z; im Innengebiet von C liegt, gilt

ID#dz x0+—x2:ﬂ: =2
c322+27 g0+ {52

5. Falls z, oder z, auf dem Rand von C liegen,
existiert das Integral nicht (Integration iiber eine Polstelle

hinweg. )



Aufg. 5.8

Vorbetrachtung fiir Aufgaben mit der In—Funktion in der

Stammfunktion:

Statt z wird die Variable ¢ benutzt (griech. =zeta, klingt

phonetisch fast wie z).
Integration wvon f(§)=% entlang eines Weges C (links der

Polstelle £,=0) mit Blattwechsel:
Der Blattwechsel entsteht dadurch, dass bei unbestimmter

Integration gilt:

0
]D%d§=lnk(€)=ln(|€|)+jarg(§)+k2?rj und —7<arg () <x

jetzt bei Kurvenverlauf iiber die neg. reelle Achse hinweg (von
{;=—1+j nach {;=—1—j) der Winkel —n (bei {=—1) aus
Stetigkeitsgriinden noch negativer wird und damit das Intervall
—nlarg({)=n verlassen wird. Das kann abgefangen werden,

indem man z.B. wvon Blatt 0 in Blatt —1 mit dem Winkelbereich
arg(£)+(—1)+2xn iibergeht: —-3n<arg(d)+(-1)2nt—xn

z. B.
C: Geradenstiick von ¢,=—1+j nach {;=—1-j,
d.h. (t)=—1+j+tx(-2j), 0=t<l. &'(t)=-2j



Uy ol ix(-25) . _
fc?d‘;‘fo—lﬁﬂx(—zj) dv=

]_ _ -
] %dt:ln[t— %:J] mit unterer Grenze t=0 und oberer

_=l+i
0t 27

Grenze t=1

_ _—1+j]_ [_—1+j
-1n[1 27t |- 0-=3%

Nebenrechnung: beide Zahlen im gleichen Blatt

—é}l im IV.Quadranten, Anfangspunkt 0-

{Endpunkt 1-

im IllI. Quadranten)

=1+
1 —Zj

=1+
0- oF

=57 )= S g ix (-3
In [1 ] +JK 1

3_

In [0— =In ‘ ‘+Jx 4 ]
Somit

In [1— 1”] “In [n 1” 1“’ 1+Jx[ “] _

=1L (3R _Rd
[1“ 2 2‘“" 4]]‘

y; O §
2
—1+5
2J

=i, 1
2 T3
—F_1
2 2



Nun direkte Integration wvon f(C}=l mit Stammfunktion:

g

-1-74
[ g
-1+j

Das Ergebnis ist falsch wegen Nichtbeachtung eines Blattwechsels

f E%d%

In(g)
Es gilt also korrekt:
In; (—-1-4)=Inpg(—-1+4)=
In{—-1-7)+1%2xj—In(—-1+j)
d
2

Weitergehende Erl@iuterung
{vgl. Merkblatt Grundstudium Mathematik 1):

Die In({)—Funktion erzeugt In—Werte in einem festen
Parallelstreifen der Breite 2xj (z.B. Parallelstreifen Dy von

—xj bis nj fir den Imaginirteil),

d.h. wverlauft in einer ¢{—Ebene die Integrationskurve C nicht

iiber die negative reelle Achse (Re({)—Achse),

so entstehen fir die Kurvenpunkte §=r>(ejt keine Winkel {iber



t=x hinaus (bzw. kleiner als t=—z) und die In{({)—-Werte liegen

in einem festen Parallelstreifen.

Verlduft jedoch die Kurve vom II. Quadranten in den

[II. Quadranten hinein, bedeutet dies ein Blattwechsel (z.B. won
Blatt 0 nach Blatt 1) und damit fiir die In({)—Werte ein
Wechsel in den benachbarten Parallelstreifen nach oben (z.B.

von Dg nach D), weil der Winkel t=r iberschritten wird.

Verlduft hingegen die Kurve vom IIl. Quadranten in den

II. Quadranten hinein, bedeutet dies ein Blattwechsel (z.B. wvon
Blatt 0 nach Blatt —1) und damit fiir die In{{)—Werte ein
Wechsel in den benachbarten Parallelstreifen nach unten (z.B.

von Dg nach D_;), weil der Winkel t=—n unterschritten wird.

Wir kommen nun zur eigentlichen Aufg. 5.8

und treffen die Fallunterscheidung wie folgt

{die Polstellen liegen nicht auf C, wgl. Aufgabenstellung!)

Wir betrachten dazu die geschlossene Kurve
aus C und der Strecke von 1 bis 0 auf der reellen Achse:

Skizze! math. pos. Orientierung beachten

1. C und die Strecke von 1 bis 0 umschlieen keine
Polstelle (CIS):



0 0 4
ff(z)dz+f ;—dt=0, d.h.
C 1t2+1

0 0 4
] f(z)dz=—] 2 dt=
C 1t4+1

1 dt= _n
5 t=arctan(1)=-arctan(0) =1
ot<+1

N

2. C und die Strecke von 1 bis 0 umschlie3en die

Polstelle z,=j: Skizze!

PBZ:
1
expand 2 ,t]
t<+1
J d
2« (t+j) 2-(t—7j)
0 0
]f(z)dz+f S—dt=
C 1t4+1
J J
2 (Z+J‘) 2. (z—J) 2 (t+J‘) T2 (t—J)
: 0 ; 0 _; 0 _;
_ I Y Y T
U e |z | zatn et 2-(1:—1)‘“]
C 1 C 1
—_j .
[]+2x2;-'u

die 0 entsteht, da der linke Anteil bei j keine Polstelle hat!
d. h.



0
f £(z)dz=
C

0 4
;-'r—] 2 dt
1t4+1

3. C und die Strecke von 1 bis 0 umschlieBen die

Polstelle z.=—_j: Skizze!

0 0 4
] f(z)dz+f 5 dt=
C 1t4+1

f 2. (z+J) T2 (z—J) f 2+ (t+J) T 2. (t—J)

U mdz ] e (—J)dz ] P ]

J .
2K2HJ+U

die 0 entsteht, da der rechte Anteil bei —j keine Polstelle hat!
d. h.

0
] f(z)dz=
C

0 4
—H—f 5 dt
1t4+1

4. C und die Strecke von 1 bis 0 umschlie3en beide

Polstellen z,=j und z.==—j: Skizze!



0 0 4
] f(z)dz+f 5 dt=
C 1t4+1

f 2. (z+J) T2 (z—J) f 2+ (t+J) T 2. (t—J)

U mdz ] P U 2+( —;)dz ] Pl ]

4 . J -
2 ®2nj o ®27 f

jetzt werden die Residuen aus linkem und rechten Anteil

wirksam!

0
d. h. ] f(z)dz=
C

US|
0—] St
1t<+1

Aufg. 5.9

0
a) ] z—lz dz = 2rj, da die Polstelle z,=2jF (Sigularitéat)
C, = ™

innerhalb von C; liegt (Skizzel)
(C; im math. pos. Sinn orientiert, Skizze!)
71—Zo|=|J—1|=¥ 2<4=r, d.h. Abstand von z, zu Zzo

kleiner als der Radius r.

Bem. :

N



O
] z—lz dz = 0 nach dem CIS, da die Polstelle aulBerhalb der
Ca™ 1

Ellipse C, liegt (Skizze!), d.h. f(z)=

ist innerhalb von €,

Z=—Z1
holomorph.
b) PBZ:
ex and[ Z z]
P (z—1-2)%(z—1) *
_d
i, 7
2e(z=1) z—1-2+j

d a ; :

_ dy 1 [ _JJ o
o= fclz"z—l” =2 =

- . o0

4 1 _d 1 .

3x[ ot (14 x| gy
Cl i'I::I

J
2

da beide Polstellen innerhalb des Kreises liegen (Skizzel!):

X275 j+ [ 1—% ] x2nj=2nj, (Residuensatz)

[1-(1+4) |

1
|1+2§—(1+4) |

1
c) PBZ:
expand 1 Z

(z2+44)x(z+1)



1, d 1
1 + 10 2[]+ 10 20
Be(z+1) Z+2s Z—2+F

C ist ein Kreis {quadratische Erganzung!):

(x—=1) 2+(y-1)2=9, d.h. z=1+j, r=3.

|=1-(1+j)|
V5
24— (1+4) |
V2
=24 (1+4)|
V10
Wegen V10>3 liegt die Polstelle —2j nicht im Kreis (Skizze!).
Mit dem verallgemeinerten CIS folgt:
O
f f(z)dz=
C
O ; O ; O
%x]c%dﬂ[ 11—U+2;’—U]xjcz+12jdz+[—%—2:'—0]xjcz_12jdz=
—lx2ng+[———4"i—]xU+[——L~r—; %27 j
9] 10 " 20 10 20
([75+5) =
Aufeg. 5.10

a) F(z)=%>(22+5 ist eine Stammfunktion zu f(z)=z, denn

F*{z)=z.



f(z) ist iiberall holomorph. Somit gilt

Za
] f(z)dz= F(z)-F(zs)
Z

Define F(z)=%>¢22+5

F(-1+i)-F{-1-3j)

b) F(z)=jxIn(z+j)+5 ist innerhalb eines Blattes

(z.B. Blatt 0) eine Stammfunktion zu f(z)=z%j, denn

PERNEPONN
F (Z)_f(Z)_z+j'

Die Integrationskurve werlauft links von der Polstelle —j won
—1-3j iiber —1—jF nach —-1+j5 und verlauft damit bei —1—j vom
vorhandenen Blatt in ein darunter liegendes Blatt (wgl.

weitergehende Erlauterung in Aufg. F5.8).

Damit ergibt sich folgende Losung (mit z, im Blatt 0 und z: im
Blatt —1):

7
fzf(z)dz= F(20)+3% (~1) X270 j—F (2;)

21
Wir definieren die In—Funktion im k-ten Blatt wie folgt:
Define F(z, k)=gx(In(z+7)+kxX2rj)+5

done
F(-1+j,-1)-F(-1-3j,0)



(P59 s ()5 s (25935 )

cExpand (ans)

approx (ans)

2.214297436
Das FErgebnis kann auch als 2%arctan{(2) angegeben werden:
approx({2+tan™(2))

2.214297436

Es gilt die Umrechnung arctan [ % ] =%—arctan (2).

Aufeg. 5.11

a) PBZ: die PBZ ergibt Anteile von Laurent—Reihen fir die
Polstellen 8 bzw. —6j

ex and[ 4z z]
P (z—8) % (z+6 )

64 48+4 38+48-j
25 25 25 25

=8 T z4B+j

18— (1+j) |
5V 2
|-B4—(1+75)|



52
Wegen 5+ 2 >B=r liegen beide Polstellen aul3erhalb des Kreises

(Skizze! ). Somit ergibt sich unmittelbar

0
] f(z)dz=0, da f(z) innerhalb des Kreises holomorph ist und
C

hier keine Singularititen hat.

72

b) Zerlegung von f (z)— —
2
expand -7
z+i2+2

0 0 04
ff(z)dz=f (z+2)dz+4)<f T2d2=0+4><2?rj=8?rj
C C cZ

Das erste Teilintegral ist 0 wegen des CIS (z+2 ist iiberall

holomorph. )

Aufeg. 5.14

a) das uneigentliche Integral

fmcos(3x)d

2. 3 ¥, a»0, ist im Reellen schwer berechenbar.
0 x<+a



Im Bartsch 5.770, Nr. (80), findet man das Integral

{Variablen umbezeichnet, Subst. xfa=t, dx=a+:dt, dann o=3a)

o0
] cosz()ocxt) dt=%>¢e_|a|
0 to+1

und mit passender Substitution lést man die obige Aufgabe:

Es sei o>0 und %=a, Subst. axt=3x, d.h. dt=%d:~:,

]mcos(m(t) dt=fm cos (3x) id ] _cos(3x) [g]zxﬁd:{:f
0 t2+1 U[ix]z 0 24 ] S/ e
o

Somit gilt:

o0
f c0§(3:§) dx=21)<e_3a
0 x<+a a

Berechnung iiber ein komplexes Kurven— integral mit

Ubergang zu einer passenden komplexen Funktion

cos(3x)

2. 9 wird die gesamte reelle Achse
X“+a

fiir die gerade Funktion

betrachtet und dann x=z gesetzi:
32j
2+

_Cos {(3z)+Jsin(3z)

und Integration iiber einen
a

geschlossenen Weg C entlang der x—Achse (von z=—R bis z=R,

spater R—>9c), dann iiber den oberen Halbkreis von z=R iiber



z=Rj bis z=—R (Skizze!).

f(z) ist innerhalb von C holomorph bis auf die Polstelle bei

z=aj (a>0):

0
f £(z)dz=
C

R p3xJ A o 3R% (cos(t)+Jsin(t)).j
] 3 2dx+f 3 g2
-Rx“+a 0 R4xed<l4a

- -3-a 1]_£ -3+a
23:;)([9 1,(ZL.iFat =2 e

Im ersten Teilintegral gilt z=x,

x(Rxedtxj)dt=

im zweiten Teilintegral wird die Parameterdarstellung

z(t)=R>¢ejt=RX(cos(t)+jsin(t)), 0=t=<wm, genutzt.

Fiir den Integranden wurden die PBZ und die

Reihendarstellung genutzt:

1 _ A B . o -l
2,2 ztja z—ja Mt A=BEg

1 J3z .
(=) xtaylor (e#%%, z, 2, ja)

e—3°a_ 9« (z—a+j) 2,

e

3+a

2

+3+(z—a+j)+e

3

.aij

Z—as f



Nur die Potenz z_laj=(z—aj )~1 mit dem Koeffizienten

1

9'3'axB=e‘3'ax2—ﬁ spielt eine Rolle (die anderen Summanden

sind holomorph und ergeben keinen Integralanteil). Der spezielle

Koeffizient zur Potenz (z—aj )_1 hei3t Residuum.

AbschlieBend ist der Halbkreis im Grenzfall auszuwerten, wvgl.
b):

r s - .
lim [ j f (Rxed?)xR jxedldz ] =0.
R=o0 0

Endergebnis:
* 0

f %dx:%x[ f(Z)dz=%xExE_3'a=2ixe—3'a
0 x“+a C a -~

b) Das CAS (ClassPad) liefert ein numerisches Ergebnis:

r” sin( 2x)

dx
0 X'(15(2+1)
1.358212155

Das exakte Ergebnis lautet:

3 a2
2)((1 e )

1.358212161

Der Integrand ist eine gerade Funktion.



Wir betrachten eine geschlossene Kurve C (math. pos.
orientiert) in der Gaul3’schen Zahlenebene, die die reelle Achse
enthélt:

C liegt anteiliz in der oberen Halbebene mit dem oberen
Halbkreis von z=R iiber z=Rj nach z=—R (R>1, spater R-»¢),
Die reelle Achse wird noch durch einen kleinen oberen Halbkreis
von z=-r iiber z=rj nach z=r (0<r<1, spater r—=>0)
unterbrochen, um den Koordinatenursprung mit der Polstelle z=0
zu umgehen. Damit gibt es innerhalb von C nur die Polstelle

z=F.

Es gilt nun mit der ungeraden Funktion % und der
X* (x +1)
geraden Funktion %:
X (:x: +1)

R -
_1 cos{2x)+ fsin (2x) dx

fR sin(2x) dx=
Ux-(x2+1) 24 -R x-()r:2+1)
.. ) ; : 1 EJZZ
Ubergang in die komplexe Zahlenebene mit f(z)=2 =% 5
Z'(Z +1]
und PBZ fir ——————:
z-(22+1)

expand[+,z]

z-(z +1]

1 1 1

7z 2+(z+j) 2+(z—j)

: 1 _ed?Z | edlZ | od2z
Somit f(z)—zjx - _4jx e _4jx — und




Beachtung der Polstelle innerhalb von C:

2 cen 2

O 0 sxpn—
_ Jxe _JXe ._ R -2

Wir betrachten dazu die Reihenentwicklung des Summanden

1 1y ed2z . . .
Z_jx[_f x =] nach Potenzen von (z—j), wobei dann nur die

Potenz Z%J-= {z—j) =1 aine Rolle spielt.

Integrale iiber (z—j)™M, m20, sind Null und liefern keinen

Anteil (holomorphe Anteile).

_ 1 J2z ;
5 =) xtaylor (e72%, 7, 2, )

—(2. (z—4) 2,6—2_2. (z—=J4) -e_z-j—e_z ) +J

4+ (z—j)

Abschlie3end sind die Halbkreise im Grenzfall auszuwerten

mit z=z(t)=RXEﬁ,U£t£:ﬂ:, bzw. z=z(t)=r)<eﬁ,?rzt20,

r s - .
lim [ j f(Rxeﬁ)ijxeﬁdx] und
R=o0 0

'3 ) ]
lim [f f(r)-ceﬁ))-(rj)-(eﬁdt]
r=>0 0

Es gilt:



i 4 - -
Hnl[]‘f(RxEJt)xRJXeJtdt]=U, denn
R=ee 0

F/ - .
‘]‘f(RXeJt)xRJXeJtth
0

xR jxeJ?

7| o2 iR (cos(#)+jsin(t) )
j € dt=

0| Rxedx(RZxe2dt+1)

d¢—=>0 fiir R—9 (sin(t) >0

j?r e—ZRXSin(t)

4 He—ZRXSin(t)
. tﬂj
0| (R2xe24%+1)

o (Rr2-1)

im betrachteten t—Intervall).

und
n it it
—f f(rxedt)xrjxedtds=
0

—1 ?re2jr>c(cos(t)+jsin(t)) i
Tx = T xrjxedtdt
JF 10 rxedfx(r2xe2dt41)

~1 HEZer(cos(t)+jsin(t) ) q -1 [R® eU 4 -
=5:X% - xjdt = .)'(] x jdt=—+
fiir r=0.
Endergebnis:

1 % cos{2x)+Jsin(2x) R —9 .
— dx—F=——+=e ergibt
271 _oo x-(x2+1) 2 2

1 0

cos(2x)+jisin(2x) , _=x -2
— dx——)-((l—e )
2800 x+(x2+1) 2



c) reelle Integration des uneigentlichen Integrals (echt gebrochen

rationale Funktion) moglich:

% 1
] 4dx=
01+x

Das CAS (ClassPad) liefert das exakte Ergebnis!

Rechnung im Reellen mit PBZ ist aufwindig,

Faktorisierung des Nenners:

rFactor (1+x%)
e e R R S R
expand[ [x+[%+%]ﬁ] . [x+[%—%] ﬁ]]
x24¥ 2 x+1
expand[ [x+[-%+%] ﬁ] : [x+[-%_%] ﬁ] ]
x2—V2x+1

Ansatz PBZ im Reellen:

1 __ AXx+B | Oxx+D o Hauptnenner

1+:5f:‘“'1 _x2+ﬁ-x+1 xz—ﬁ-jﬁl
durchmultiplizieren:
DelVar A,B,C,D

done



1=(AXX+B)X(X2—J§3X+1)+(CXX+D)X(X2+J§1X+1]#equaﬁon
1=(x2+vV 2 ex#1 )+ (Cox+D) +(x2 =V 2 ex+1 ) + (A+x+B)

equation | x=0
equation | x=1
equation | x=-1
equation|x=2 |A B,C,D

iPF 3v2-4 o 1 . -(2-1) D=ﬁ-(ﬁ—1]]
9 (—vZ4+2)2 " 277 2:(2+42)7 7 -2+/24+4
simplify (ans)

|A=(3-ﬁ-4Jé(ﬁ+z)2,B%,C:%,D:%]
Stammfunktionen:

2
(3-»@—4)8-(ﬁ+2) SA

(3-v2-1).(V2+2) 2

8
1

5B
1
2

-2

ToaC

2



1
2=}D
1
2
a
Define Fl(x)=[ ZA"XJ’B dx
Ox4+V 2 x+1
done
a
Define F2(x)=[ ZC"X”D dx
Ox4—v2x+1
done
Define F(x)=F1(x)+F2(x)
done
lim (F(x))
X0
V2ex
4
lim (F({x))
x=>0
0

Rechnung mittels CIS und PBZ unter Beachtung der

Polstellen:

f(z)=

hat wvier komplexe Polstellen z, k=0,1, 2, 3:
24+1

mﬂve(z4+1=0,z]

(AT AT (AT ()]

2 2 2

beide oberhalb der reellen Achse.

Hauptwurzel zu=[l+%]-ﬁ, 1. Nebenwurzel zl=[—l+i]-ﬁ,



Wir betrachten in der oberen Halbebene die Strecke von z=—-R
bis z=R (auf der reellen Achse) und dann den oberen Halbkreis
von z=R iiber z=Rj nach z=—R (R»>1, spiter R—oc) als
geschlossene Kurve C (math. pos. orientiert). Nach dem CIS

eilt:

A S (0 Ak
] tydz= > | [ 2E-dz|= Aox2ri + Alx2zi + A2x0 +
C k=0\J ¢% 7%k

A3x0 = (A0 + Al)X2njJ

rFactor (z4+1)
(2#(5+5)v2)- e+ (3-3)2)- (s (-5#3) 2)- (s (-5- 5

Kennt man die Koeffizienten aus der PBZ, ist die

Aufgabe praktisch gelost:

DelVar AOQ, Al, A2, A3

done

Hieraus (Abspeicherung der Gleichung unter dem Namen

equation):

o Aox(zt+1)  aix(z%41) | aax(z%e1) | asx(z%+1)
B _l_i], [l_i], [l i]. [_l i]. 4
z+[ 2 z+ 279 V2 ozt 2+2 V2 ozt 2+2 v




A0+ (z%+1) N Al-(z%+1) . A2-(z%+1) . A3-(z%+1)

a(-1-2)va o (i-d)vz w(Led)va (-Led)W”

Berechnung der Koeffizienten der PBZ unter Nutzung spezieller
z—Werte in der equation:
equation | z=0

equation | z=1
equation | z=—1

equation |2=2 |AQ, A1, A2, A3
{a0=(-g-£)-v2, a1=(g-1)vZ, 2= 5+ ] v2, A3=[—l+iH

s gtg
](Djf(z)dz=
[[_%_% .ﬁ+[%—%]-ﬁ]x2ni

Das Integral iiber den Halbkreis z(t) =R>cej t , 0=<t=n,

verschwindet fir R—oeo.

Fi )
o
0

/A /A
] R di=—g—x[ 1dt="0%50 fir R-de.
Olpxedt|*-y  RA-1 10 RA-1

1xRxedtx
(Rxedt) *+1

dt <

]?’-’ 1xRxedtx j a@t
-y 4
0 (Rxedt) +1

Das Integral iiber die reelle Achse (R—¢¢) ist somit:

r" 1, V2o
—_— W

X= , d.h.



fiir die gerade Funktion im Integranden erhilt man das

Endergebnis:

r" 14 V2
4,1

0x*+1



