4.HRA F3.3, 5-11, 14 <5520130

Einstellung: Grundformat Yariable reesll

Zerlegung des Integranden in 2 Partialbriche

E-xpancl[ - !I]
BT C+2T7
I
128:(32-J-z) 18-(3- J+z)

Camit qilt far die geschlossene Eurve C Cmath.
pos. Urilaufsinn

O O O

f 1 3 J“ 1 3 J“ 1
—dz=———x dz +——* -dz

C 322_'_2—',- 15 C 2_3 15 C E+3.j

Sel Zy=34 und za=-337 (Die Singularitaten! s
Jeder Summand ist for sich gesehen eine
Laurententwicklung, die jeweils nur aus einem
surmmanden bestehtl

3 i 3
C-1=Fast 1E=}: —35 n TS 18 g

C—i= r'esli — ,za}=—

1. Falls weder z; und zz imm Innengebiet von C
liegen,

ist f'iz}=+ holomorph in C und e=s gilt:
Bz =+27



O

I+d2=ﬁ (CIS
- 3z4+27

Z. Falls z4 und zz im Innengebiet von C
liegen. gilt

O O O
\J" 1 3 1 3 1
——dz=———x -dz+—¥ | ——d= .
Z 12 il Yy | 15 oy JC T |
> Ax+2T I:i I:E

wobei Cy und Ca kleime KEreize um z1 bzw. =Za
bedeuten:

O O

f 1 dz= Zn3 und f 1 dz= Zni. d.h.
T—Fi Z—Za

Cy Ca

O

J“ 1 3 - _d -
——dz =-TREng+ T REn=o
L azZ+27 13 18

3. Falls nur z; im Innengebiet von C liegt,
gilt

0

J“ 1 i, . .. 4 .=
———dz =—- o REng+SoB= o

L 322437 13 12" 3

4. Falls nur zz im Innengebiet von C liegt,
gilt



O

\J" 1 4 3 .
———dz=--L g+ Lurnj=-1

L 3z2427 127 18 2

2. Falls z3 oder zz auf dem Rand von C
liegen,

existiert das Intearal nicht <Integration aber eine
Fol=telle hinweg. 2

YVorbetrachtung fir Aufgaben mit der
In—-Funktion in der Stammfunktion:

Statt = wird die Yariable £ benutzt {griech. zeta,
klimat phonetisch fast wie =2,

Integration won f'i-’;}=l entlara eines Weges C

&
tlinks der Polstelle <p=E) mit Blattwechzsel:
Ler Blattwechsel entsteht dadurch. dass bei
unbestinmmter Integration agilt:
0

f%dﬁ; =lnp (=1 [E] r+Fargc sy +kZnd und —margiEiLn
O

jetzt bei Kurvernwerlauf ober die neg. reelle Achse
hinweg Cwon  £1=—-1+3 nach <a=-1-32 der Winkel -n
tbhel £=-13 aus Stetigkeitsgrinden noch negativer
wird und damit das Interwall

-n<argifren wverlassen wird. Das kann abgefangen
wetden, indem man z.B. won Blatt 8 in Blatt -1 mit
dermn Winkelbereich argi<a+0-12-2Zn Gbergeht:



—S3msargisa+i—1 1 ZuL—n
z.EBE.

C: Geradenstack won £1=—1+3 nach <a=—1—-3,
d.h. SCti=—1+F+t=i—241, Bt S ti=—23

O
1 ‘f 13 (=240 _
4;-:‘:":' T+g+tec—230 0=

\Jﬂ;dt =1ln [ _é;:‘] mit unterer Grenze t=d und
-

oberer Grenze t=1

s (o3
'1[1 23 Inj & 23

-3
zZ
Hebenrechnung: beide Zahlen im gleichen
Blatt
LEndpunkt 1—_é;:'I im IY.%wuadrantens Anfangspunkt
E—_lfj im III.Gwaadranten?
24
_ o1+
=3
-3 1
z T
_ o1+
3

Fa|—



1.—.[1—';*‘i ]=1n %’% +j}i[—%]

ln[El— _;—:" ]=1n _?‘1—% +:K[—%]

Sornit

ln[l—_é;:‘ ]—1.-.:';1— 'é;’ ]=1n %% +;j3={[—3] -
-t )

MHum direkte Intearation won f'i-’;3l=l mit

£

Stammtunktion:

-1-3
| Las
£
_1+.j
—3=m-3
2z

[a= Ergebnis ist falsch wegen MHichtbeachtung eines
Blattwechseals

. 1
Jis

1ni &)
E= gilt also korrekt:
lInic—1—-F2-1lnps—-1+32=
Ini—-1-g32+12n3-1ln—-1+32
n-3
2

Weitergehende Erlauterung
twgl., Merkblatt Grundstudiam Mathematik 12:



Die lncE2—Funktion erzeugt ln-Werte in einem festen
Farallelstreifen der Breite Z2nj Cz.B.
Farallelstreifen Dp won —-n3 bis nz fir den
Imaginarteill,

d.h. werlauft in einer £-Ebene die Inteagrationskurwyes
C nicht dber die negative reelle Achse
LReld —Achzsal,

=0 entstehen for die Kurvenpunkte -’;=r'3-=C|Et~"'t keine
Winkel Gber t=n hinaus {bzw. kleiner als t=—n> und
die lncgr—Werte liegen in einem festen
Farallel=streifen.

Verlauft jedoch die Kurwe wom II. Guadranten in den
III. Guadranten hinein, bedeutet dies ein
Blattwechsel (z.B. won Blatt 8 nach Blatt 1» und
darnit far die lnddr-Werte ein Wechsel in den
benachbarten Parallelstreifen nach oben (z.B. won
Cp mach Da2y weil der Winkel t=n Gberschritten wird.

Verlauft hingegen die kurwe womn IIL. Guadranten in
den II.uadranten hineins bedeutet dies ein
Blattwechsel (z.B. won Blatt 8 nach Blatt -1> und
damit for die lndSr—-Werte ein Wechsel in den
benachbarten Parallelstreifen nach unten Cz.B. won
Lo mach D-12y well der Winkel t=—n unterschritten
wird.

Wir kommen nun zur eigentlichen Aufg. 3.8



und treffen die Fallunterscheidung wie folat
tdie Polstellen liegen nicht auf C, wgl.
Aufgabenstellung! 2

Wir betrachten dazu die geschlossene Eurwe
ads C und der Strecke won 1 bis B auf der reellen
Achzse: Skizze! math. pos. QOrientieruna beachten

1. C und die Strecke von 1 bis 8 umschlielZen
keine Polstelle (CIS):

O 5

ffﬂz}dz+f = dt =8, d.h.

- 11: +1

O 5}

Ifﬂzbdz=—f = dt =

l: { t=+1

1
1 _ _m
= dt =arctanil }—ar'i:tan'iEl:l—E

Elt +1

Z. C und die Strecke von 1 bis 8 umschlielZen
die Polstelle zi=3j: Skizzel

INE

PBZ:
E-:n:pancl[ 21 ,t]
t=+1
i
2et+3) Z-0[t—3)
O 5

ffﬂzb-:lz +J\ dt =

. ; T4+



O ] ] %)

4

b | e | e |
£E-Ez+ij_2-iz—ijdz +{2-Et+jj'2-

O &) O
3

j -3 -3
iz-iﬁj)d“»lrz-ctﬂ)dt * gz-iz—ijd“»lrz-l:t—:j'

o | .
E+ = |y |

Tt—31t-

&)

die B entstehty, da der linke Anteill bei 3 keine

Fol=stelle hatl
d.h.

O
ffﬂzh-:lz=
I

3. C und die Strecke von 1 bis
die Polstelle z;=—-3: Skizzel

)

f'iz}dz+f =
11: +1

dt =

B umschliellen

3

|
:r _ _ 8

3 3 3
E-I:z+jj_2-(z—j:ldz +\J1'\2-|:1:+;i:|_2-

5] O

O
{Mzt—i)d“l Zitrg) b [F ) z.cz-j:.d“l Zlt-3

(=37t "

&)

ST
4



Aonjra

2
-1
die B entstehts da der rechte Anteill bei —3 keine
Fol=telle hat!
Ijl hl
O
ffﬂzb-:lz=
C
5
—n—j\ 21 dt
1 t=+1
-3
4
4. C und die Strecke von 1 bis 8 umschliellen
beide Polstellen zi=3 und zz=—-3: Skizzel
O 5
ffizh-:lz+j = dt =
l: 1 t<=+1
O ] ] 5 ] ]
fr | fr | Fr fr |
— — —d +I — — —dt =
{z-czm Zelz-g0 - | 2(eed) 2o (e-3)
O H O H
fz-iz+jjdz+ Zieral o [T Eizma = T3
I: 1 I: 1
F IV J
23{21[; 23{21[;
5

jetzt werden die RBesiduen aus linkermn und rechten
Arnt=il wirk=sam!



O
d.h. vrf'izb-:lz=

O
al fzjzi dz = Znj, da die Polstelle zi=23
C1

LSigularitaty innerhalb won Ci liegt (Skizzel )
tCy imm math. pos. Sinn orientierts Skizzel

Bem.: |zi—zd|=|3-1|=+2 <4=r, d.h. Abstand won zi
zd zg kleiner als der Radius r.

d

fzjzi dz = B nach dem CISy da die Polstelle

Ca
aulRFerhalb der Ellipse Cz liegt (Skizzel>, d.h.

fiza=

i=t innerhalb won C; holomorph.
Flair |

b) PBZ:

=
Expa”d[ (z-1-23 7 z-1)" z]

TN



_ 4
i | 1s
Zelz—-1) z-1-2-3

0 0
_ [4, 1 _4d 1 =

ffﬂz}dz 23{2_1 +[1 2]3{1—(1+2-;jjdz
Cq ]

0 0
i wr 1 “._i] J“ 1 _
EK E:sz+%1 = F z—E1+2-dez

Cq ]
%Kinj+[1—% wINd=2n4. ¢Residuensatz?

da beide Polstellen innerhalb des Kreises liegen
L Skizzel i:

|[1-c1+42]
1
[1+2- - 1+42]
1
c) PBZ:
1
expand "z
[zE+4]sz+1j
1,3 _1_ 3
1 18 2@ 18 2@

S lztl] | z4Eed | z-23
C ist =in KEreisz (guadratische Erganzungl 2:

(x=1194(w=119=9, d.h. zg=1+d, r=3.

|-1-¢1+32]

|23-c1+32]

J5
Jz



|-2d-c1+327]

JiE

Wegen 18 >3 liegt die FPolstelle -23 nicht i Kreis

L Skizzel 2,
Mit dem werallgemeinerten CIS folat:

O
ffﬂzh-:lz=
C
O O O
1 \J"L [_L i]j‘ 1 [_L_i]j‘ 1,
chz+1dz+ 1626 /%) 92395 " 16 28 xcz—Ej
1 - _L_i]
5““*’”[ TR e BT
1.4
[1|a+5] m
Aufg. 5.18
=

aly F'izil=%}iz +3 ist eine Stammfunktion zu fizi=z.

denn F'¢z)==z.
fiz» ist Gberall holormorph. Somit gilt

=g
ffﬁz}dz= Fizar-Fizy2
|

) 1 =
Lefine F':z:'—E}iz +5

done
Fi=1+g42-Fi{=1-3242
4—d. 3



b Fiz)=3«<lnlz+31+5 i=st innerhalb esines Blattes

rz.B. Blatt B eine Starmmfunktion zu ftz}::%;j’

denn Fr{z)=f(zi=—1_,

z+3
Die Integrationskurwe werlauft links won der
Folstelle -3 won —-1-323 dber -1-3 nach -1+3 und
werlauft damit bei —1-3 wom worhandenen Blatt in
ein darunter liegendes Blatt (wgl. weitergehende
Erlauterung in Aufg. F3.2).

Camit ergibt =sich folgaende Liésunmg Cmit zi1 i Blatt A
und zz im Blatt —12:

Za

ffiz}dz= Flzar+g«i—12=2ng—-FC=42

s |

Wir definieren die ln—-Funktion im k-ten Blatt wiie
folgt:

Define Fiz.ki=g=(lniz+3ar+k=2Zni +5
done
Fi=1+gsa—-13-Fi=1-324.682

[ lnI:EE:' +[tan'1[ % ]+% ].;j—z-n-:j]- :.i—[ lngﬁj—[tan'i[%]**

cExpandfans

—2- tan'i[ % ]+:I'[

approxiansl
2.2142974326
La= Ergebnis kann auch als 2<arctand{2}
angegeben werden:
approxiZ=tan-i[2)>



2.21429743586

E= ailt die Urmrechrnung arctan[%]=%—arctani2}.

Aufg. 5.11

a)» PBZ: de= PBZ eraibt Anteilse won Laurent—-Reiben
far die Polstellen 2 bzw. —63

ar
exvane| apzresy )

ed4 483 3E-+4E=-:j
25 25 _I_ES 25
== =+E5 3§

5oz
5.2

Wegen S5-2 >6=r liegen beide Polstellen aulRerhalb
des Ereises (Skizzel 2. Somit ergibt =ich unmittelbar
O

ffﬂzh-:lz =dy, da fiz» innerhalb des Ereises

I:
holomorph st und hier keine Singularitaten hat.

[2—c1+37]

|-65-c1+37]

-2

b» Zerlegurng won f'izil=§

expand "z
=



O O O
ff Czadz =J\E z+2 1d=z +4}=:\J\ # dz =A+4x2nj=2nj
C C C

Das erste Teilintegral ist B wegen des CIS (z+2 i=t
daberall holomorph.

Aufg. 5.14

a) das uneigentliche Integral
i
\J"i:n:usliE:n:}

IE"'EE

dx « ax@y ist im Reellen schwer

berechenbar.

Im Bartsch 5.778, Hr. {88}, findet man das
Integral

cvariablen umbezeichnet, Subst. xAa=t, dx=z-dt,
dann w=3a2

i

W —
fcﬂgém t:'-:lt=%3{£= |i2|
B t=+1

und mit passender Substitution la=t man die obige
Aufaabe:

E=s =i X8 und %=a, Subst. wHEt=3rx. d.h. -:lt=%-:|:-:,



m m

2 4
\J"i:nzusli-:ﬂ{thd J“casiExh %d:::j CosS3x) :{[%] o

= = 2 c
5 te+l [%ﬁ] + Ex£+[§}

L2

Somit gilt:

m

\J"i:n:-S'in} . S cE
PioZ o Za

Berechnung idber ein komplexes Kurven—
integral mit ubergang zu einer passenden
komplexen Funktion

Cos3x)

xE+ad

reelle Achse betrachtet und dann x=z gesetzt:

€373 cos¢3zi+gsing3z)
22+az 22+az
einen geschlossenen Weg C entlang der x-HAchse
twon z=—FR biz z=RE. spater R+w), dann dber den
oberen Halbkreiz won z=F dGber z=RE3 bis z=—R

L Skizzel 2,

far die gerade Funktion wird die gesamte

fiza= und Imtegration Gber

fiz» ist imnerhalb won C holomorph bis auf die
Folstelle bei z=aj CaxdAi:

O
ffﬂzh-:lz=
I



R = T, e BRH CoS LI+ FSinCE) )3
P

| Ree 334 dt =

Z24a )l a
Imm ersten Teillintegral gilt z=x.
im Zweiten Teilintegral wird die Parameterdarstellung

z'it3'=HH-E;jt=HH'ii:|:-5'it}+j5in'it}3', Hetemy, genutzt.

Fir den Integranden wurden die PBZ und die
Reihendarstellung genutzt:

21 == +':'- 2 it F|=—E:=2_—.1
=24 z+da z-Ja da

1 : .
T=—33) Ktayl-:-r[ﬁ*jgz R Ja]
3

+o(z—ae gl e 3" E.

—T.g - (z-2-31¢-¢&
€T 2

=—a- 3

Hur die Potenz 1j=':z—a:j3l_1 mit derm

Koeffizienten E_E'EKE=E_3'EHE—;E spielt =ine Rolle
tdie anderen Surmanden =ind holomorpbh und ergeben

keimen Integralanteil}. Der spezielle Eoeffizient zur

Fotenz 'iz—a;.ih_l heikFt Residuum.

Ab=chlieiFend izt der Halbkreis im Grenzfall
aduszuwertensy w3l. bi:



I
lim ffﬂﬁxeithxﬂjxejtdr =,
F—=w| &

Endergebnis:

i O

\J"i:n:usliS:n:} e =lefﬂzhdz =l3,{£;,{£—3- =L
xZ4gs = £ a <2
C

b)» [Das CAS (ClassFad> liefert e=in numerisches
Ergebni=:
i

\J"Ein'iE:-:} e
G ;.:-|:;.52+1]

1.358212155
Das exakte Ergebnis lautet:

L3
Exlfie ]

1.352212161
Der Integrand ist eine gerade Funktion.

Wir betrachten eine geschlossene Kurwe C Cmath.
pos. orientiert? in der GauF=schen Zahlenebene, die
die reelle Achse enthalt:

C liegt anteilia in der oberen Halbebene mit dem
oberen Halbkreis won z=F aber z=E3 nach z=-F
LtR>1s =pater R2+w2,. Die reelle Achsze wird noch
durch einen kleinen oberen Halbkreis won z=—-r dber
z=r3 nach z=r (B<r<l, =pater r*8) unterbrochen,
um den Koordinatenursprung mit der Folstelle z=@
zU umgehen. Damit gibt e= innerhalb won © nar die



Fol=stelle z=3.

E= agilt nun mit der ungeraden Funktion 1:05':22::}
x-[x +1]
. sint2x)
und der geraden Funktion = :
:u:-[x +1]
R R
Sint2x) 1 CoOSC e HIsint 2x
= dx = =3 5 '
E,x-[x +1] J—H x-[x +1]
Ubergarna in die komplere Zahlensbenes mit
1 g 32 1
f'izil=2-}i = und FBEZ far = :
3 z-[z +1] z-[z +1]
Expand[ 1 z]
1
z-[22+1]
1 1 1

z Z-(z+j) Z-[z-3)

. 1 ez | gdiz | pdiz
Somit f'izil—z:j}i - -4j}: —r 4;j:{ — g
Beachtung der Polstelle innerhalb won C:

O O
R, R,
- | FFEe T . _IHE — .__m_-Z
\J;f'iz}-:lz \JI:'\-#-I:z—jjdz 3 HATMS EE .

Wir betrachten dazu die Reihenentwicklung des

1 17 ed<z
Surmmanden E—j}i[—i]}i — nach Potenzen won

LZz—42y wobei dann nur die Potenz z%jﬂz—j:'_l

gine Rolle spielt.



Integrale ober (z—-31™M, mz8, =ind Hull und liefern
keinen Anteill Cholomorphe Anteile).

—_—— J2= -
4j-ﬂz—jjxtay1':'r[ﬁ ,2,2,;]

—[E- (z-31%. g 2-2u(z-4)-& < j—g < ] 3
dalz—3)

Abschliellend sind die Halbkreise im Grenzfall
auszuwerten

mit z=z(ri=Rxed , Bzt in, bz,
r=z(ti=rxe? , qaraa,

lim ffﬁﬂxeithxﬂjxeitdr und
FE—=ul g

i

lirm fftrxe AL e g T gy

r—H [

E= agilt:

I
limn ffﬁﬂxeithxﬂjxeitdr =[, denn
FE—=ul g

j\f'iHHE: I e gr |2
(5

JZ“

EEJHKEcasitﬂjsmith 1

wRgxe I |dr =
F:}:-E'jt::{ 2}:62;!'4_1]




j‘« ¢ —ZRsinc ) T o —ZRxsinC )
nO ||
o | [R2xe 23T 4y ) (R2-1)

csintt?*8 i betrachteten t-Interwalll.

de +8 foar R

und
I

—\J'\f-:r-}:e Ay Jue I g =
5|

wr g3 dr

A
ks | —

\T«EEJFHEGDE':I'}+:.|5|F|'$!'}:I
>,
& Froe I sl P g 238 4 |

Ly fg2drslcos(Er+dsinitd)

=—=x - “AdE
2d " rZue 23 4y 3

-_if € NPT
J:{EEE_I_”H;-:It— = for r+a.

Endergebnis:

0
21_ 5-35':21}+E;5|n'12:-:}dx_%=_%ﬁ-2 ergibt
J_m x-[:l: +1]

0
21_ i:-:-5'12x3'+2:5|n':2x3'dx:g}{[i_ﬁ_g].
J—m x-[x +1]

c > reelle Integration des uneigentlichen Integrals
recht gebrochen rationale Funktion» msalich:



1+x4

i
f L dx =
5

W2 -m

4

Das CHAS (ClassPad> liefert das erxakte Ergebnisl!

Rechnung imm Reellen mit PBZ ist aufwandig,
Faktorisierung des Henners:

1]

-

7

w

.

CL
_
S

-

+
 —
|
|
+

[T
B
5
S —"
_

-

+
S
|
I
|
0 |k
S —"
k-2
B —
S —"

Ansatz PBZ im Reellen:

1 Axx+E Cxx+D
= +
1+;.:4 ;.:2+ 2 vx+] :-:2— 2 vx+]

durchrultiplizieren:
D=lVar Hg Eg Eg L

mit Hauptnenner

done
1=I:F|3={x+E=:I?={[x2— 2 -x+1]+I:I:3={x+D:IK[x2+ 2 -x+1]$=e-:|ue*
1=[ 2202 el | (Ce DI+ 2 22 e iet1 |- (A e



equation | x=H
equation | x=1
equation | x=-1
equation | x==2 HaEaCal

3.JE_—4 2 -1 :
{FI=2-|:-*.|"2_+2]2 ’E=E’E=2'[‘*."'2_+2]’D= —zeyfz +4

i
|
o
|
j
5
—_
k.
|
e

simplifytans?

{ ozl (Veea)® s o E 1}

Stammfunktionen:

ke ~.f_4] H_+E]
(22 -4]- [z +2]2
5
%%Eﬂ
1
2
ﬁ#{:
iz
4
%%D

Fa|—



O

Define F1-::-::-=f EHH”E dx
gx+ 2 =x+l
done
0
Define Fz-::-::-=f EEHHD dx
0 -y 2 =x+]
done
Defime Fixi=sFlixa+FZ20xn
dane
limm (Fexal
=
ﬁE T
4
lirn (F¢xal
x—+H

Rechnung mittels CIS und PBSZ unter
Beachtung der Polstellen:

fiza=

hat wier komplexe Folstellen zks
z4+1

|{=Eg 15253:

snlue[z4+1=ﬂs2]
f_1_4], J_1_ 4], [ 1_4], |1
{z'[ 2 2] "E’z'[ 2+2] “J?’z'[z 2] "E’z'[z'
Hauptwmurzel Eu=[%+%]-'-,|'2 v 1. Meberwmurzel

21=[—%+%]-a,|'2 » beide oberhalb der reesllen Achse.

Wir betrachten in der oberen Halbebene die Strecke
von z=—F biz z=R C(auf der reellen Achse? und dann
den oberen Halbkreis won z=RK dber z=R3 nach z=-R



tR>1s spater R+w) 3ls geschlosserne Eurwe C
tmath. pos. orientiert?. Mach dem CIS gilt:

O < O
_ E: Ak _ . .
fizid=z= dz |= ABXZ2n3 + AlxZni + AZ2=A
k=@ Z=Zk
I C
+ A28 = (AQ + Al)xZn3

r'Fai:,t-:-r'[z4+1 ]
1 3 1 3 1 3
=343 vz J = 33 )2 = -3+ 2 v )=
Kennt man die Koeffizienten aus der PBZ, ist

die Aufgabe praktisch gelast:

DelVar AB.AL.AZ,AS

done
1 _ HA + H1
4 1 3 1 a3
T+ z+[_E_E].,.,I'2_ z+[E_E]”'IE

Hieraus CAbspeicherung der Gleichung unter dem
MHamen equation):

__Amdzter] Aredzter] | Amdzte) |
-3 {3 {3 il o
__fa-lz*e1]  mielzter) | Azelzted) |
- T L T k
(LAHE = EE {2 o
Berechnuna der Koeffizienten der PBZ unter Mutzung
spezieller z-Werte in der equation:




-

equation | z=H
) edquation | z=1
equation | z=-1

| equation| z=2 | g5, /1,R2,A3
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Das Integral Gber die reelle Achse CR#+0) =t =omit:
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mx4+1 dx= 2 1 dlhl

far die gerade Funktion i Imtegranden erhalt man
das Endergebnis:
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