3.HA F5.1, 2, 4-7 (552014)

Aufg. 5.1

Zerlegung des Integrals in 4 Teilintegrale iber die vorgeg.
Wegstiicke, wvgl. F1.29

C,t z(t)=—242j+tx(1-25), O0<t<l,
Cyr z(t)=ed "X (1-t)  gereq,

Car z(t)=1+t, 0=t=£1,

Cat z(t)=2x(1+jt), O0<t<l.

0 0 0
ff(z)dz: f()dz+ ... + | f(z2)dz
C C1 C4

4 1.1
> U f(z(t))xz'(t)dt]
k=144 0

1 _ -
(1+j)x] 1-2; dt+

0 =242 7+Htx(1-24)

. lejﬂx(l_t))((—j?{)
(1+_j))(]0 X (1) dt+
~ofl
(1+7)x Ude
Lol 2
(1+7)1% Umdt

NR 1m CAS:



L 1-2.j
(14]) xf[] —2+2j+tx(1-2 1)

dt 21,

(o1 (BBQ)_ned)

(1+J)Xf0 (et L disl,
(1-5)+m
1
(1+5)% UTIEdtéh
(1+47)+In(2)
; _2d
(1+5)% 02x(1+jt)dt$h
.y (In(2) =mej
- (154 )
Ergebnis:
[ ++15+],
(I-J')-?r+(1+j)-1n(2)+(—1—j)-[3'1“2(2)_“f]ﬂp,j).(_lﬂ(f)H
simplify (ans)

Direkte Berechnung im Holomorphiegebiet (iiber

Stammfunktion):

2+2 5 -
] 17 dz
242§ *



denn es gilt z.B. im Blatt 0 (Hauptwerte des In(...) im

Parallelstreifen Dg):

|:| -
Define F(z)=f lﬁdz
o 2

done
F(z)
(1+j)+In(z)
(1+7)x(In(2+25)-In(-2+23))
l_i].
[2 2 )"
Aufg. 5.2, wvgl. Aufg. Fl.30c¢)
{quadratische Erganzung, HKreisgeichung um 1+j mit Radius
V2)
C: z()=1+j+V2xedt, 0<t<2n.
a 2n
jf(z)dz=] £(z(t) )%z’ (t)di=
C 0
2n ﬁjxaﬁ dt
- -y 2
0 (1+j+ﬁ><e='t—1)x((1+j+v’§><e~'t) +1]
0

Das Ergebnis 0 ist falsch, da innerhalb des Kreisgebietes

singulire Stellen liegen: z,=1 und z,=j (CIS trifft nicht zu)

PBZ und Integration der einzelnen Partialbriiche auf

Kreisen um die Singularitit:



1
expand ’ Z
[(z—1jx((z)2+1) ]

. [ 1 1,
4 4 4 4
]u F(2(6)) %2 (1) dt= ]‘ SR e

-lszﬂ V2 jxedt
(1+v2xedt-1)

(L) Y ixe ]dH
0 u(1+j+ﬁ>CeJt+j)

]dt+

- 2n | csend b
(L o ]dt
0 \ (j+V2xedt—j)

NR 1m CAS:

erstes Integral mit Kreis um z,=1:

]ZH[ ﬁj)(ejt dt
(

0 \2-(1+vV2xeft-1)

Mit dem Residuensatz hat man sofort %x2nj=?rj

zweites Integral verschwindet (CIS)

(hier: reines Holomorphiegebiet in C):

%Xz’ (t)dt=

v O ]



(i) (e ey
44 : Jty :
0 \ (1+j+V2xedt+j)
0
drittes Integral mit Kreis um z,=j-
- 2n TP 1 ¢
M e
0 \ (j+V2xedt—j)
1 J
[ 22 )"
Mit dem Residuensatz hat man sofort [—% %]x2nj=—%>((1+j )
Ergebnis:
‘i _l_i].
HJ+U+[ 27 7T
1 i]_
[ 279 )"

Aufg. 5.4

f{z)==z ist iiberall holomorph (CRD erfiillt!):
ulx,v)=x, vix,v)=y

Ux=vy=1 und uy=—vx=0

2
eine Stammfunktion ist F(z) =z? (Ableitung F’(z)=f(z)=z)

Z
[ zdz
Zo



factorOut (ans, % )

factor (ans)

oder: Parameterdarstellung z(t)=z,+txX{(z,—%5),

1
f (2o +tX (Zs=20) ) X (2,20 )t
0

Aufg. 5.5

Gemal3 F3.13d) ist f(z) nicht holomorph,

d. h. Integration entlang der vorgeg. Kurve

a) CI z(t)y=—1+t, 0=<t=2.

0 9
ff(z)dz= ] F(z(t))xz' (£)dt=
C 0

2
] (—1+t)x1dt
0

Z1 _Zo
2 2
_(_212"'202]
2

(Z1+Zu) * (21_20)

2
0=t=].
2?_z?®
2 2



b) s z(t)=—1+tj, 0=<t=1.

1
[ (=1-tj)xjdt
0

1
sa z(t)=t+j, —1=<t=<£]1.
1
] (t-)x1dt
-1
—2+ f
sav z(t)=1+j5t, 1=t=0.
0
] (1-jt) % jdt
1
_ 1
2
Ergebnis (Summe der Teilintegrale):
T P §
—J+5 AN N | 2
_41‘1-

c) C sei eine geschlossene Jordankurve mit

z{t)=x(t)+jv(t), a=<t<b, im math. pos. Sinn orientiert.

0 9
ff(z)dz= ] F(z(t))xz' (£)dt=
C 0



b
f (x () =4y (£) )X (" (£)+fy" (£) Dt =
d

b
f (x (1) X" () +y (1) Xy (1) )dt +
d

b
jx] (x(£) Xy’ (£)—y (£)Xx" (£) ) dt
i |

Das erste Teilintegral hat die Stammfunktion
F(t)=gx((x(t)) 2+(y(t))2) mit F(a)=F(b).

Damit verschwindet das erste Teilintegral:

b
] (x(t)xx’(t)+v{t)xv' () )dt=F({b)-F{(a)=0.
a
Das zweite Teilintegral beinhaltet die Leibniz'sche Sektorformel:

b
A=%x] (x (1) X" (£) =y (£) %=’ (£))dt, d.h.
a

d
[ f(z)dz= 2Aj 5, wobei A den Flacheninhalt der wvon C
C
umrandeten Fliache bezeichnet.
Hinweis:

Leibniz’sche Sektorformel als Kurvenintegral 2. Art im Vektorfeld

notiert:

b
A=%XI (x () X" () =y (£) %%’ (1) ) dt=
a



Or— ’ d
o - Pt
clx/f2 v’ C 2 2

vgl. Bartsch (22. Aufl.), 5.501.

Aufg. 5.6
f(z)=Re(z), wgl. F3.13a) (nicht holomorph), Integral analog
5.5a) zu bearbeiten.

Losung: 2+ jf

Aufg. 5.7

PBZ nutzen:

[ez?)
expand 7 z
14z

J J

2 (j-2) T2 (j+2)
Losung:

fl_lI‘ Cl: H, fl_lI‘ Cz: _H, fl_lI‘ C3: U



