NormCD - Stand 2006-03

Jede Art der Vervielfdltigung, auch auszugsweise, nur mit Genehmigung des DIN Deutsches Institut fir Normung e.V., Berlin, gestattet.

DK 517.44 : 001.4 : 003.62

DEUTSCHE NORM Juli 1988

Fourier-, Laplace- und Z-Transformation DIN
Zeichen und Begriffe 5487
Fourier-, Laplace- and Z-transformation; symbols and concepts Ersatz fiir Ausgabe 11.67

In dieser Norm sind Zeichen und Begriffe fur die Anwendung der Fourier-, Laplace- und Z-Transformation bei mathemati-
schen naturwissenschaftlich-technischen Problemen angegeben. Die angegebenen Zeichen fiir Original-und Bildfunktio-
nen und die Variablen dieser Funktionen sind nur Beispiele und durch diese Norm nicht festgelegt. Die Formelzeichen fiir
die Anwendung in Naturwissenschaft und Technik sind nach Moglichkeit jeweils entsprechend der physikalischen Bedeu-
tung (unter Beriicksichtigung der entsprechenden Normen) zu wahlen; siehe z. B.DIN 1304 Teil 1 (z. Z. Entwurf), DIN 1344,
DIN 5483 Teil 1 und Teil 2. Uber die Kennzeichnung der komplexen GroBen siehe DIN 5483 Teil 3.Die in dieser Norm auftre-
tenden Integrale und angegebenen Formeln werden ohne Angabe hinreichender Existenz- und Giiltigkeitsvoraussetzun-
gen notiert. Die imaginare Einheit wird in dieser Norm mit j bezeichnet (siehe DIN 1302).

Nr Zeichen Bedeutung Erklarung und Bemerkungen

1 Funktionen bei der Fourier- und Laplace-Transformation

1.1 z.B. f oder Originalfunktion bei reelle Funktion einer reellen Variablen
entsprechend der der Fourier- und Der Fall einer reelien Funktion steht im Vordergrund,
physikalischen Be- Laplace-Transfor- doch sind auch komplexwertige Funktionen zulissig, da
deutung z.B. u usw. | mation deren Real- und Imaginérteil ja reelle Funktionen sind.

1.2 z.B. F oder Bildfunktion komplexe Funktion
entsprechend der bei der Fourier- und Die angefiihrte Kennzeichnung besteht in der Verwen-
physikalischen Be- Laplace-Transfor- dung eines Kleinbuchstabens fiir die Originalfunktion,

deutung z.B. U usw. | mation, Fourier- und
Laplace-Transfor-
mierte von

z.B. f oder von

z.B. u usw.

Ausweichzeichen,
z.B. f oder
entsprechend der
physikalischen Be-
deutung z.B. &7 usw.

z.B. f, und des entsprechenden GroBbuchstabens fiir
die Bildfunktion, z.B. F.

Diese Kennzeichnung kann nur angewendet werden,
wenn hiergegen hinsichtlich der physikalischen Bedeu-
tung keine Bedenken bestehen. Es sind auch noch
andere Kennzeichnungen der Bildfunktion mdglich;
siehe die angegebenen Ausweichzeichen.

lies z.B. ,f-Hakchen” oder ,f-Hatschek*

NormenausschuB Einheiten und FormelgroBen (A

Fortsetzung Seite 2 bis 6
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Nr
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Bedeutung

Erkldarung und Bemerkungen

2 Variablen

oder entsprechend
der physikalischen
Bedeutung z.B.
(Phasenkoeffizient
oder Kreisrepetenz),
@ (Kreisfrequenz
oder Pulsatanz) usw.

funktion bei der
Fourier-Transformation

2.1 Variablen der Original- und der Bildfunktion bei der Fourier-Transformation
211 z.B. x Variable der Original- reell

oder entsprechend funktion bei der

der physikalischen Fourier-Transformation

Bedeutung

z.B. f (Zeit) usw.
2.1.2 zB.y Variable der Bild- reell

2.2 Variablen der Original- und der Bildfunktion bei der Laplace-Transformation

oder entsprechend
der physikalischen
Bedeutung z.B.
p=0+jw
(komplexer Ankling-
koeffizient,

siehe DIN 5483 Teil 1),
y=a+ijg
(komplexer Ausbrei-
tungskoeffizient,
siehe DIN 1344) usw.

funktion bei der
Laplace-Transformation

2.21 z.B. ¢t Variable der Original- reell
oder entsprechend funktion bei der
der physikalischen Laplace-Transformation
Bedeutung z.B. x
(Weg) usw.

2.2.2 z.B.s=s"+js” Variable der Bild- komplex

3 Transformationen

der Funktionen f, g

3.1 Fourier-Transformation
3.1.1 1 Fourier-Transformation
3.1.2 2.B. F=¥f Fourier-Transformierte < Liys
oder entsprechend der Funktion f F(y) = 5 eV f(x) dx
der physikalischen -
Bedeutung z.B. ;
u=%u us%v. d@s= | eTuqdt
313 | zB.f=F'F Originalfunktion der LIS
oder entsprechend Fourier-Trans- fx) - | e E(y)ydy
der physikalischen formierten F _:
Bedeutung z.B. 1 5 ito
u=5""1 usw. u(t) —2——009 t(w)do
3.1.4 fxg Faltung(sprodukt) 0

frg) = (&) gx—E)de, xeR

—o0

Das rechts stehende Integral heiBt (zweiseitiges) Fal-
tungsintegral.Der Faltungssatz liefert:

T * g)= (&) (Fg)
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Zeichen

Bedeutung

Erklarung und Bemerkungen

3.2 Laplace-Transformation

3.2.1 L oder L Laplace-Transformation | £ wird auch einseitige Laplace-Transformation genannt.
Zur zweiseitigen Laplace-Transformation siehe Anmer-
kungen.

3.2.2 z.B. F=2f Laplace-Transfor- < st

oder F=Lf mierte der Funktion f E(s)= ! e™*f(t) dt
oder entsprechend 0
der physikalischen 5 < ;
Bedeutung z.B. up)= e Pu)dt
= u usw. 0
323 | zB f=¢7'F Originalfunktion der §'+joo
oderf= L~'F Laplace-Transfor- fit)y =— 5 e’ F(s) ds
oder entsprechend mierten F ) s'—joo
der physikalischen 0+joo
Bedeutung z.B. ut) = —0 § e'? 1 (p) dp
u=2""1 usw. T 0-joo
3.24 f*g Faltung(sprodukt) x

der Funktionen f, g

Fre) =17 gr-&)dE, x>0
0]

Das rechts stehende Integral heiBt (einseitiges) Faltungs-
integral. Der Faltungssatz liefert:

L g =(8f) (L9

3.3 Z-Transformation

3.3.1 Joder Z Z-Transformation
3.3.2 z.B. F=3(, Z-Transformierte der 0
oder F=Z(f,) Zahlenfolge (f,,) F@)= D fuz™"
n=0
siehe Anmerkungen
333 | (fy=3""F Originalfolge der 1 Tar /4 1
oder (f)=Z"'F Z-Transformierten F fo=— Fi— =— s 2"~ F(z) dz
n! | dz" \z/l,=¢ 27jia=r
=>Res (2" 'F(2)), n=0,1,2, ...,
wobei R so groB sei, daB alle singuldren Punkte von F in
Izl < Rliegen
3.3.4 (f,) % (g,) Faltung(sprodukt)

der Folgen (). (g,)

(fn)* (gn) = ( ZO fv gn—v)

Die Glieder dieser Folge sind die Koeffizienten der Cauchy-
schen Multiplikation der Reihen:

oo oo
Z fu2z ™, Z gn "
n=0 n=0

Der Faltungssatz liefert:

3 (f)* (gn) = (3 (fn)) (3( n))

4 Korrespondenzzeichen

41 o0 Korrespondenz- F e——o f bedeutet bei der Fourier-Transformation F = g,
zeichen: entsprechend bei der Laplace-Transformation F=2f
...Bild von . ..

4.2 o—e Korrespondenz- f o——e F bedeutet bei der Fourier-Transformation f =% ' F,
zeichen: entsprechend bei der Laplace-Transformation f=2 ' F
... Original von . ..
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Nr Zeichen Bedeutung Erklarung und Bemerkungen
5 Sprung, StoB, WechselstoB; 6-Distribution
5.1 £ Einheits-Sprung- 0, t<0
funktion, e(t) ={
Heaviside-Funktion 1. t>0 )
£(0) kann undefiniert bleiben, oder z. B. £ (0) =— oder z.B.
£(0)=0 2
5.2 6 6-Distribution, Die Anwendung der Distribution é auf eine Grundfunktion
Dirac-Distribution, (Testfunktion) ¢ schreibt man oft
idealer EinheitsstoB 6, 9),
und es ist definiert: (6, ¢) = ¢(0).
Obwohl 6 keine regulére Distribution ist, findet man in der
Literatur manchmal:
6.9)="1 6@e@dr, | 6()dr=elr).
—oC 00
Jedoch gilt
g'=0,
wobei ¢’ eine Ableitung von ¢ im Distributionensinn ist.
Es werden ferner Distributionen 6{t—ty) und 6(41) fir
A > 0 definiert durch: 1
(6(t—to), @) =@ (t0), (6 (A1), 9) = »(0)
53 o' Ableitung der Die Anwendung der Distribution 6’ auf eine Grundfunktion
6-Distribution, (Testfunktion) ¢ ist:
idealer Einheits- (6, 0)=—1(6,9")=—¢'(0)
wechselstoB
54 ef Laplace-Transformierte (2) (s)=(f, 9)
der Distribution f ist die Anwendung der Distribution f auf die Grundfunktion
(Testfunktion) ¢ mit @(t) = e % fiir ¢ > 0 und s fixiert.
Dabei sei / derart, daB (f, ) nicht von ¢(t) fir t <0
abhangt. Danach ist z.B.:
2Qé=1
Lo(t—tg)=e"105, (4>0
Q 6(n) — S”,
wobei 6! die n-te Ableitung von 6 ist.
Anmerkungen der hier empfohlenen Anweisungen der Nr 3.1.2 und 3.1.3
Zu Nr 3

Da das Argument einer Abbildung oft in runden Klammern
gesetzt wird, kann entsprechend geschrieben werden:

F=3&(), /=& (F);

F=g2(f), f=27(F);

F—_-S ((fn)), (fn) =3_1 (P)
Die Fourier- und die Laplace-Transformation werden in der
Literatur auch mit geschweiften Klammern geschrieben,z.B.:

Fy)=&{f)l: F(s)=glf@)}
Zu Nr 3.1 und 3.2

Fiir die Theorie der Fourier- und Laplace-Transformation ist
das Lebesguesche Integral geeignet. Sonst wird hdufig das
Riemannsche Integral oder das Stieltjes-Integral zugrunde
gelegt.

Zu Nr 3.1.1 und 3.2.1

Der Definitionsbereich der Fourier- und Laplace-Transfor-
mation heiBt Originalraum, und der Wertebereich der Fourier-
und Laplace-Transformation heiBt Bildraum.

Zu Nr 3.1.2 und 3.1.3

Die Fourier-Transformation wird in der Literatur mit unter-
schiedlichen Normierungsfaktoren eingefiihrt. Anstelle

1
findet man den Faktor e manchmal vor dem Integral in
n

Nr 3.1.2, er fehlt dann vor dem Integral in Nr 3.1.3. Oder erist
z.B. so aufgeteilt, daB vor jedem der Integrale der Fak-

1
V2n
Zu Nr 3.1.2 und 3.2.2

Die Fourier- und die Laplace-Transformation konnen auch )
mehrdimensional eingefiihrt werden, z.B.

tor steht.

Fly)= 1 ™9 f(x) dx
]:R”
mit x=(x1,...,%,) €eR", y=(1,...,¥,) €R” und x-y als
Skalarprodukt zwischen x und y.
Wenn f: R—R eine Fourier-transformierbare Funktion ist,
dann ist deren Restriktion auf [0,2) auch Laplace-transfor-

mierbar,und wenn auBerdem f (x) = O fiir x < Qist,dann gilt
der Zusammenhang

(&) (yv)=(2f) (Gy).

Dabei ist s=0+jy; d. h. s wird auf die imagindre Achse ein-
geschrankt.
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Zu Nr 3.1.3 und 3.2.3

Dabei gilt (F~' F)(x)=f(x), xeR bzw. (27" F)(t) =1 (¢),
t € [0, =) bis auf eine Menge vom Lebesgueschen MaB Null.
Zu Nr 3.1.4 und 3.24

Wenn f(x) = g(x) =0 fiir x < 0, dann geht die mit der Fou-
rier-Transformation assoziierte (zweiseitige) Faltung in die
mit der Laplace-Transformation verbundene (einseitige)
Faltung tber.

Zu Nr 3.2.1

a) Manchmal wird auch die zweiseitige Laplace-Transfor-
mation £ ; oder L;; verwendet. Die zweiseitige Laplace-
Transformierte F =¢,,f oder F = Ly;f erhadit man durch

F(s)= | e™'f(r)dr.
e =]

b) Falis die in Nr 3.2.2 angegebene Transformation als ein-
seitige Laplace-Transformation besonders gekenn-
zeichnet werden soll, ist £ oder L; zu schreiben.

c) Uberdie Variablensubstitution z=e™* zeigen sich Bezie-
hungen fir diese Transformationen: Wenn man von einer

Potenzreihe Z a,z” ausgeht und geeignet verall-

v=0
gemeinert, erhdit man (2,f) (s); geht man von einer
Laurentreihe Z a,?” aus, dann erhilt man entspre-
y=—00

chend (2f) (s); nimmt man ferner die Laurentreihe auf
einem Kreisrand |z | =const. (Fourierreihe), dann
ergibt sich analog (/) (y).

d) Daher erwartet man z.B. Konvergenz bei £ in einer
rechten Halbebene und bei {;;in einem vertikalen Strei-
fen der s-Ebene. Der Cauchyschen Multiplikation (man
vergleiche die Erklarung und Bemerkungen zu Nr 3.3.4)
zweier solcher Potenzreihen entspricht das (einseitige)
Faltungsintegral bei €| bzw. zweier solcher Laurent-
reihen entspricht das (zweiseitige) Faltungsintegral bei
€ und bei . Dadurch entstehen auch die Faltungs-
satze.

e) Die Laplace-Transformation ist von K. W. Wagner 1916
im AnschluB an die Operatorenrechnung von Heaviside
in etwas anderer Weise eingefiihrt worden, ndmlich als

F(s)=s ) e () dt.
0
Diese Variante findet man in der Literatur unter dem
Namen Laplace-Carson-Transformation.

Zu Nr 3.3.2 oo
a) Daneben kann auch F(z7) = Z f.27"" zu gegebenen

y=—00
fu. 1€ Z gebildet werden. Im Zusammenhang mit der
Z-Transformation wird dies selten eingefiihrt, und dann
wird dieses F Laurent-Transformierte genannt, weil es
eine Laurentreihe ist.

]
b) Wenn man z durch — substituiert, ist 3 (f,) eine Potenz-
z

reihe um den Ursprung, also die aus der Stochastik und
Informationstheorie bekannte erzeugende Funktion
der Folge (f,,). Siehe auch Anmerkung zu Nr 5.4.

Zu Nr 4.1 und 4.2

In der franzdsischen Norm und franzdsischen Literatur wird

als Korrespondenzzeichen [ eingefiihrt; es bedeutet:

C:...Bildvon...und

—1:...Original von . ..

Zu Nr 5.2

Die Beschreibung eines StoBes der integrierten Starke 1

kann man naherungsweise z.B. durch einen Rechtecks-
impuls ansetzen:

DIN 5487 Seite 5

1
—, O<t<h
Int)=q h
0 sonst
Dafiir gilt:
M § 1@ dr=1
—o0
@ | 1, (@) p(r)dt =@ (0) mit 0 < 0 < h (p stetig) sowie
o 0, (<0
¢ 1
@ | 1,0)dr= S O<t<h
1, t>h
Man méchte # — O durchfiihren:
o, 1=0
li =
tho In(z) 0 sonst

Die so entstandene Funktion werde mit & bezeichnet (zur
Unterscheidung von der §-Distribution). Durch eine Vertau-
schung des Grenzprozesses /# — 0 mit den Integralen in (1),
(2) und (3), die hier aber nicht zulassig ist, wiirde entstehen

[e)

ay § &) dr=1

— 00

@) | §()p(t)dr=90(0)
t
@) | @) dr=elt), —o<t<oo
Die gefundene Funktion § erfiilit keine dieser Gleichungen,
und es wurde eine mathematische Begriindung der é-Distri-
bution erforderlich.
Wie jede Distribution ist auch die é-Distribution eine Abbil-
dung, deren Definitionsbereich ein gewisser Raum von
Grundfunktionen ¢ ist und deren Werte reelle Zahlen sind,
die oft mit (6, ¢) bezeichnet werden. Diese Abbildung ist
linear und hat eine gewisse Stetigkeitseigenschaft.
Regulare Distributionen T werden erzeugt von und sind
identifizierbar (fast lberall) mit einer reellen (lokal inte-
grierbaren) Funktion f, so daB gilt:
oo
(T, 9)= | @) ) dr.
Dagegen ist ¢ eine singulédre Distribution, weil es kein f gibt,
so daB gilt:
6.9)=1 1@ p)dr=9(0)
(vergleiche Formel (2'); der Formel (3’) entspricht 6 =¢).
Statt des oben verwendeten Rechteckimpulses I}, kbnnen
auch glatte Funktionen angesetzt werden, z. B.

- v
IL)=—e?? 1=1,23 ..

n
Zu Nr 5.4
Wegen £ § (f — tg) = e /0% entwickelt man:

(53 ( ZO fno(t— n))) (s)= ZO fne™=(3(f) (e)

Die Z-Transformierte einer Zahlenfolge (f,,) ist also bis auf die
Variablensubstitution z=e* die Laplace-Transformierte der
durch

z fud (t —n)
n=0
gebildeten Distribution.
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Zitierte Normen

DIN 1302 Aligemeine mathematische Zeichen und Begriffe
DIN 1304 Teil 1 (z.Z. Entwurf) Formelzeichen; Allgemeine Formelzeichen
DIN 1344 Elektrische Nachrichtentechnik; Formelzeichen

DIN 5483 Teil 1 Zeitabhangige GréBen; Benennungen der Zeitabhéngigkeit
DIN 5483 Teil 2 Zeitabhéngige GroBen; Formelzeichen
DIN 5483 Teil 3 Zeitabhangige GroBen; Komplexe Darstellung sinusfdrmig zeitabhéngiger GréBen
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Friihere Ausgaben
DIN 5487: 11.67

Anderungen
Gegeniiber der Ausgabe November 1967 wurden folgende Anderungen vorgenommen:

a) Z-Transformation eingefigt;
b) Abschnitt iber Sende- und Empfangsfunktion gestrichen;
c) Vollstandig redaktionell durchgesehen, liberarbeitet und zum Teil neu gegliedert.
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