Prof. Dr. Ludwig Paditz, 22.06. 2023,

Einfiithrung in die ClassPad=-Software

Folgende inhaltlichen Schwerpunkte sind vorgesehen:

— Integralrechnung und Differenzialrechnung mit CAS

— Funktionen wvon mehreren reellen Variablen

— Partielle Ableitungen

— Extrema won Funktionen mehrerer Variabler

— Integrale iiber zwei— bzw. dreidimensionalen Bereichen

— Kurvenintegral (Linienintegral) einer skalaren Funktion

— Oberflichenintegral (Flachenintegral) einer skalaren Fkt.

— Grafik: 2D-Grafik, 3D-Grafik

Die genannten Schwerpunkte werden anhand wvon Beispielen

erlautert, die als elektronische Aktivititen (eActivities)

generiert werden: Textverarbeitung und Rechnen sowie



Hintergrundfenster in einem Dokument.

1. Integralrechnung und Differenzialrechnung mit

CAS

1.1 Lisen Sie das folgende Integral mittels

Partialbruchzerlegung

dx

]IZI 4X3
a X3+2X2—X—2

—32-lné|x+2|) 2-ln(|3:~:—1|) tex

+2:«In(|x+1|)+

alternativ: mit Integationskonstante
4x 3
x3+2x2—x—2
{ _=32«In(|x+2])
¥= 3

dSolve(yv’'=

y X, ¥)

2+In(|x—1])
3

+2+In( |x+1])+ +4-x+const(1)}

schrittweise:
Ansatz PBZ per Hand:

4}(3
13+2x2—x—2

expand ( s X

~33 2 2
3o (x+2) T x4+l T3 (x=1) T

4

zuerst die ganzrationale Funktion abspalten:

4)(3
x3+2x2—x—2

simplify ( -4)



—1.(2.x2-x-2)
(x+2)-(x+1)-(x-1)

—4.(2x2—x-2) _ A . B ., C
(x+2)+(x+1)+(x—1)  x+2 x+1 =x-1

—4.(2.x%2-x-2) _ A LB . C
(x4+2)+(x+1)+(x—1)  x+2 x+1 =x-1

Multiplikation mit Hauptnenner:

(92 —y_)=( A, B C . {3
4-(2ex2—x-2) = (gt g+ ¥ ((x+2)+ (x+1)+ (x-1))

x+2 x+1 x—-1
expand (ans, x)3Gl1

—4+(2ex2—x—2) =A% 24B+x 2 +C+x 2 +B+x+3+Corx—A—2-B+2-C
Gl1 gilt fir jedes x:

Gl1 | x=-3
-76=8-A+4-B+2-C
GI1 [x=0
8=—A-2:B+2-C
Gl [x=1
4=6-C
Gleichungssystem losens
Gl1 | x=-3
Gl1 | x=0
Gll |x=1 |A,B,C
XiZ +:~:EI +XEI | {PF_%' B=2, C=%}
-32 2 2

e (x+2) Tl T30 (x=1)

Integrieren:



[0 —32 q
2 dX
03 (x+2)

0 2
fl:l 3. (X_].) dx

0 4
fDX+1dX

[ —32«In(|x+2|) ]
3
2+In(|x—1])
3
| 2+In(|x+1])
1
dotP (ans, [1 J+c
1

—32-lné|x+2|) 2-ln(|3:~:—1|) o

+2+In(|x+1])+

stop

1.2 Berechnen S5ie die folgenden Werte der

Ableitungens:
132
v=(31)7 vo=2, yro=2,
Losung:
2
. _x-1
Define F(X)—[—X+1]
done
d
dX(F(X))
dex—=4
(x+1) 3



—(8-x—16)

(x+1)%

ans | x=0

schrittweise per Hand:

X—I]I*jl[x—l
+1 dx | x+1

X—I*d x+1- 2]
x+1  dx x+1

y'= 2*[

=2¥

+1 dx[l_x+1]

=2*§£%*(—2)éi((x+l)_l]

o Xl oy -2
=2% X (=2) (=1) (x+1)

_ Aex—-4

=3 usw.
(x+1)

2. Funktionen won mehreren reellen Variablen

= f(x) = f(x;,%2,...,%Xn), speziell n=2 oder n=3

2.1 (Fall n=2)
Bestimmen Sie fiir jede der genannten Funktionen den
Definitionsbereich und weranschaulichen Sie die jeweilige

Punktmenge in der (x,v)—Ebene:
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Invy :-(2+y2 by f(x,v) yx+y

a) f(x,y) = = Xy
&) Fx,y) = ¥ (x2=1) (9—v2) d) f(x,v) = Vx24y2-1
Losung:

a) x2+y2>0, d. h. (x,y)ERz‘u{(U,D)} *"punktierte™
(x, v)—Ebene
b) x+v20 A x¥v, d.h. y2=x (obere Halbebene zur

Geraden v=—x, einschlieBlich dieser Geraden) und ohne die

Halbgerade v=x,x>0.
(x,V)E{(X,¥) |y2=x A y¥X}

skizze Definitionsbereich ‘ Yo

¥2ie

¢) x2-120 A 9-y220, d.h.

(x,v)E{(x,v)| (|x|21 A |¥|€£3) V (|x|€1 A |v|23)}
(x,¥) € DyUD; = {(x,¥)|(|x|21 A |¥[=3)} U
{1 (x[=1 A [y[28)}

skizze Definitionsbereich ‘ Yo

¥2ie

d) x%+y2-120, d.h. x2+y221 (x,y)-Ebene ohne die
offene Nullpunktumgebung x 2 +y 2 <1

(%, V) E{ (%, ¥) [ x2+y221}

Vi

Skizze Definitionsbereich T2

2.2 {(Fall n=2, Flichen im Raum)

Welche Flachen im Raum R3 werden durch die folgenden

Funktionen oder Gleichungen beschrieben?

a) z=x—-v b) x2+3f2=9. zER ¢) z=¥ 4—x2—y2

a) 3D-Grafik: geneigte Ebene ‘31:---

T2 e




Define zl(x, ¥y)=x-¥

Spurgerade fiir x=0: z=-y

Define Xst2(s,t)=0

Define YstZ2(s, t)=s+0.2t

Define Zst2(s,t)=—s-0.2t

Spurgerade fiir v=0: z=x

Define Xst3(s,t)=s+0. 2t

Define Yst3(s,t)=0

Define Zst3(s, t)=s+0. 2t

done

done

done

done

done

done

done

b) 3D-Grafik: Zvlinderoberfliache

21
T2 e

c¢) 3D-Grafik: obere Halbkugel

Z1:
P2 1ens

3. Partielle Ableitungen
3.1 partielle Ableitungen 1. Ordnung

Berechnen Sie fiir die folgenden Funktionen alle partiellen

Ableitungen 1. Ordnung.
a) f(x,v,z)=eX¥'Z 1)
2
u(x, v, z)=sin (2x) +cos (y)+cos(x) e~ % +sin(v)-In(z)

@(w, L, R)=arctan[mT'L]

c)



Define f(x,v,z)=eX'¥"Z
done

2
Define u(x, v, z)=sin(2x) cos(y)+cos(x)-e % +sin(y)-In(z)

done
Define @{w,L, R)=tan'1[ mP;L ]
done
d ]
- f L] L ]
dx( (x,¥,2Z))
éi(f(x,y,z))
_j%(f(x,y,z))_
yoze@X'V'Z
XezepX ¥ L
xoyeeX 'Yz

4 )
dX(f(x,y,z))

vz
Ergebnis: i (f(x,v,2)) |=X'¥'2Z lxz]

Xy

_j%(f(x,y,z))_

[ d

dx(u(x,y,z))

d
dy(u(x,y,z))

d
| dz

{(ulx,v,z))



« Jort?
—\sin(x)=2+cos(y)cos(2+x)+e%2 J.e™~%
—sin (¥ )+*sin(2+x)+cos(v)+«In(z)

2 2
—[2-22-c05(x)—5in(}’)-ez ]-e_z

z

simplify (ans)

2+c0o8 (V) +cos(2+x)—sin(x ) e~ %
—sin(y)esin(2+x)+cos(v)+In(z)

sin(y) z2

—2ezscos (X ) e

_iL(m(m.L.R))_
dw

d
dL(w(m,L,R))

d
‘4R (p(w,L,R)) |

LR
R2+1.2.2
R+w
F112+L2-m2
—Lw
| lF112+L2-uc-2 l
_jL(@(m.L.R))_
d“’ L-R
T H e ,L,R = .
Ergebnis dL (pl{w )) 22, 2.2 R+w
d —L+w
— .L,R
m (plw )) |

3.2 partielle Ableitungen 2. Ordnung

Berechnen Sie fiir die Funktion f(x,, Xz)=\/ 4X12+X1'X3 alle

partiellen Ableitungen 2. Ordnung.




Die entstehenden Ausdriicke sind mdglichst zu

vereinfachen.

Define f(x,, Xz)=J 4x12+x1-x3

done

2 Xz))

dxg [d—m(f(xl, X2)) ]
[

d_Xz(f(X“ Xa)) ]

(f(x,,%2))

_dXzz

3
_[ IB'XI'Xz'\f[XI' (X3+4-X1) -16- (Xl" (Xg+4'}i1) ) 2 +X32'V X3
4'X12' (Xz+4'X1) 2

3
—[xl-xz-v“xl' (3ptdeny ) =2 (3o (Xa+dex,) ) 2 +8-X12w’ X0 (X

4"X12" (X3+4"X1) 2

>
[ 3
=\ X3V X0 (ot dexy ) =20 (xy (3o d0%,) ) 2 +8'X12'\" X+ (x
Aext, 20 (x,+00%,) 2
_Xlz
3
_4'(X1'(Xz+4JX1)) 2 B
simplify (ans)
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[ 32 Vxy (et doxy) |
4-312- (Xat+d+x,) 2
XaoV X0 (it ex, )
o3ty (Xptdexy) 2
XV X+ (it dex, )
doxtys (phdoxy ) 2

_XIZ
3
| Ao (3,0 (3pt+de3,)) 2
Bem. : dih[dim(f(xl,xz))]=dim[dih(f(xl,xz))] (Satz
von Schwarz)
letzter Schritt per Hand:
2
simplif};[ d (f(x;, x2)) ]
dxlz
_ng""\frxl' (Xz+4"X1)
4"X12"‘ (X3+4'X1) 2
Define t(x,, xz)=x,* (x+4+3,)
done
. _Xzz'V (X1, Xa) _ _Xzz
Judge 2 = 372
Aot (3, Xa) det (x4, X2)
TRUE
_Xzz"lr' (X1, Xz) _ _Xzz =0
At (34, Xz)z A+t (x4, 32)3'!2
Xzz _Xzz"\'frxl' (X2+4"X1) =U
3 4-x12-(x3+4-xl) 2
4. (X1‘ (Xz+4'X1) ) 2
simplify (ans)

0=0

11



letzter Schritt per Hand:

d {.d
mmphfy[dxz[d < (f(xy, X)) ] ]

Xz""\fr XNyt (Xz+4'X1 )
Aextye (Xphdoxt,) 2

judge[xl'lﬁ(z"\" t{xX1, Xz) — X1*Xa ]

4-1:()(1,3(2)2 4*t(xi,xz)3"r2
TRUE

HNyrdaty t(Xl, Xz) Hi*Xp
4't(X1.Xz)2 413(?11;32)3!2

=0

X2V Xy (Xp+4+%,) _ X1*Xz

'q-"‘Xl"‘ (X2+4'X1) 2 i
4. (Xl' (X3+4'X1) ) 2

simplify (ans)

Darstellung Endergebnis:

—x, 2

3
Xz)) ] 4'(X1'(X2+4'X1)) 2
2 Xy*Xa

—(f(xl,xz)) ]

b | o

4 (Xl' (Xz"“'l')h) )

— (f(x,;, %)) ] X1'Xe
dXz

dXz[
[ g
L L ] L ] 2

(f(xl,xz)) 4 (X1 (Xz+4 Xl))

_dXzz J _X12

3
2 |

| 4. (X1 (Xz"“'l X1))

12



3

- IB'Xl'Xz'\II‘(l' (xXatdex;) =16+ (X3 (a+4+x1) ) 2 +X22"r' X

s 8 Rl

Xy oXaoV Xy 0 (Xat 4%, ) =20 (%, (Xat4eX,

Aoxy 20 (x4 00%,) 2

3
4. (X1' (X2+4'X1) ) 2

a3, 2, (a3

—X1*¥o _ XI'XE'V{ Xt (X3+4"X1) -2 (Xl" (X3+4"Xl
3 4'X12'(X2+4'}
4"‘ (Xl' (Xz"""l"‘xl) ) 2
| 0
simplify (ans)
0
0
0
0
Ergebnis:
iy
2 X2} ) 4'\/ (X (atdex,) ) 3
¢ HNi*Xa
ng[ ( (X“XE)) ] _ 4‘\/ (Xl‘(X2+4'X1))3 _
d [ Xi*Xo
— | — (£ (x4, X2)) ]
d dXz 4'\/ (X1' (X2+4'X1) ) 3
(f(x,,x2)) _X12
4'\/ (Xr (Xz+4'X1) ) i
-_ng - —XEJ"XI
Wyt X1*XHp - ]. ]-
AV (%0 (xo+4ex0) ) S [¥17%e | 4o (xqe (pt8%,)) 3 |
__X12 ] _XIJFXE

13



3.3

totales {(vollstandiges) Differential

Berechnen Sie das totale (wvollstandige) Differential der

folgzenden Funktion: u{x,, X», X3)=In (\/xl 2+x32+x32 )

Define u(x,, x, x3)=1n(v{x12+x32+x32 )

done
d (ui(x,, Xz, X3) )
dx,
d (u(x;, Xz, X3))
ng
d (ulx,, Xz, X3) )
| dxs ]
Xy
2 +Xz +X1
A
32+X22+X12
Xg
| X3 +Xz +X1
dx,
dx,
dx,
dx,
dx,
dx;
3
X32+X22+X12
N dx,
trn( 7 22 5 |)*|dxa
G o e o ] dX3
&)
| X32+X22+X12 J
[ Xm"Xl + dXz"Xz + ng"‘Xg

14



N dx,
dotP| | —5 5 5 |+ [dx2
ng

L. -132+X22+X12 - .J

Xm"Xl dXz"Xz ng"Xg

X1 2+X22+X3

+

2 Y

2 +
e Rl ol o

2 X12+X22+X3

2
4. Extrema von Funktionen mehrerer Variabler

4.1 Kurvendiskussion

Gegeben ist die Funktion F(x, }?)=(x2+y2 ) 2_9 (X2—}’2 )=0
in impliziter Form.
a) Berechnen Sie den Anstieg der Tangente im

Kurvenpunkt P(x, v).

b) Zeigen Sie, dass die Kurve im Punkt Pl[—%ﬁ . %]

eine waagerechte Tangente besitzi.

c) In welchen Punkten der Kurve gilt Fy=0 und welche
Eigenschaften hat die Kurve dort?

Losung:

a) biquadratische Gleichung
solve ( (x%+y2)2-2(x2-y2)=0,y)
{y=—J—X2— 4'X2+1—1,}’=J—X2— 4-x2+1—1,y=—\|'—x2+\[""
solve ( (x2+t) 2-2(x%-t)=0, 1)
{t=—x2— 4-‘32+1—1,t=—x2+v 4-x2+1—1}

y=—\/—x2— 4-12+1—1,y=\/—x2—\! 4-x2+1-1 entfallt (nicht

reell)

15



2D-Grafik: < (Lemniskate) LE

Define };(x)=c#\/—xz+w‘ 4*:{2+1 -1

done
d
. (y(x))
—c-(xv 4-x24+1-2+x)
v 4-x2+1 -\)I—x2+ 4-x2+1 -1
simplify (ans)

—C*X'( 4-xz+1—2)
'-.Hl-x2+1-\)1—x2+ 4-x2+1—1

—c-x-('-.f 4-x2+1—2)
'-.H-I-X2+1-v/—x2+ 4-x2+1—1

Ergebnis: v’ (x)= mit c=%1

DelVar v

done
éi((X2+F(X)2)2—2(x2—y(x)2)=0)
2L (v (x))  (v())3+4x2. L (3 (%)) oy (x)+exe (¥ (%))
dx dx

simplify (ans)

4-[(1%:(3?()() ) o ( (v (x)) 3452y () +y (30) ) xe (¥ (%) ) 243

solve (4 (t+ ( (v (x)) 34x2ey () 4y () )b (3 () ) 23— )P

t=

—x-((y(x))2+xz—1) }
(ey(x))2+x2+1) vy (%)

—x-(y2+:~;2—1)
(y2+x2+1]*y

tMax (¥ —x 24y 4ox 241 -1 L %)

Ergebnis: v'(x)=

16



_1 _-V3 _ﬁ}
{Maxvalue—z,x— 7 1 X= 5

b) Hochpunkt P, [—%v‘? . %] , d.h. waagerechte

Tangente, wvgl. Skizze

—x-(y2+:~:2—1)

__1 _1
| x= 2@ and y—z

(y2+)§2+1)'3’
0

stop
EMlin (=Y —x 24V 4ox2+1 -1 , %)

. _ 1 =3 _v’?}

{Mm‘d’alue——z y X= 2 , X= 5
. 1 1

Wertebereich: FE[_E’ E]

EMin (¥ —x2+V 4x2+1-1, %)
{MinValue=0, x=—v2,x=0, x=v2 }
Definitionsbereich: xe[—v2,v2]
¢) Fy=0 mit F(x,y)=(x%+y?)2-2(x%-y?)
Define F(x,y)=(x%+y2)2-2(x%-y)

done

d -
dv (F(x,¥))=0

4-y3+4-‘x2-y+4-y=0
factor (ans)

4-y-(x2+y2+1)=0
Ergebnis: Fy=0 fir y=0, d.h. (-V2,0),(0,0), (V2,0)
fir (—=V2,0) und (¥2,0) liegen senkrechte Tangenten

Yor

17



fiir (0,0) kein eindeutiger Anstieg (”Doppelpunkt”)
—cox- (Y 4-x2+1-2)

Jaex241 of —x 24V 4% 2411

lim —c-x-( 4-X2+1—2) ]

307 | 4ok 241 o —x 20/ 20x 241 -1

v (x)= mit c=%1

—C
lim —c-x-( 4-X2+1—2) ]
X30% | J 4.%x241 -J—x2+ 4x2+1-1
c
d.h. ¥'(0)=%1 Anstieg =1 bzw. 1, wvgl. Skizze
4.2 Flhachendiskussion
Gegeben ist die Funktion f(x, v)=(x+v) 2+sin(x-y) .
a) Begriinden Sie, dass im Punkt (0,0) eine stationiare
Stelle vorliegt.
b) Untersuchen Sie, ob es sich um eine lokale
Extremalstelle oder eine Sattelstelle handelt.
3D—Grafik T
Losung:
a) stationidre Stelle: f;z=0 und fy=0 (notwendige Bedingung
fir Extremum)
Define f(x, v)=(x+v) 2 4sin (x+v)
done

4 (t(x,v))=05Gl1
dx

veoc0s (Xev)+2+x+2+sv=0

18



4 (t(x,y))=03GI2
dy

X+c0os (x-y¥)+2+x+2-y=0
{Gl1,GI2} | x=0 and y=0
{0=0, 0=0}
b) hinreichende Bedingung

det { Hesse—Matrix )=Funktionaldeterminante>0

Define D(x, v)=9% (f(x, v)) %92 (f(x,v)) - [ [ (f (x
dx2 dy2 dy

done

D(x,¥)
—(x*yesin(x-v)—cos(x-v)—-2) 2+(x2-sin(x-y)—2) . (yz-sin(xH

ans |x=0 and ¥=0
=5
Sattelstelle, da D(0,0)><0

4.3 lokale Extrema
Berechnen Sie die lokalen Extrema der folgenden

Funktionen:
a) f(x,v)=x2(1-y)-yS+12y+13 b)

2
f(x,y)=x2—x-y+y2+3y ¢) f(x,y)=e % (4y+x2—y2)

Define f(x,y)=x2(1-y)—yS+12y+13

done
solve[{i(f(x, v11=0, L (f(x, v)) =03, {x, y}]
dx dy
{{x=-3,v=1}, {3x=0, v==2}, {x=0,v=2}, {x=3,v=1}}

Define D(x, y)—— (f(x

))[ [ (f(x,
dx2 d},r dy H

19




D({x,¥) | {x=-3,y=1}

done

-36
D(x,y) | {x=0, y=-2}
T2
D(x, ¥) | {x=0,y=2}
24
D(x,¥) | {x=3,¥y=1}
-36
Sattelpunkte: {x=-3,v=1} und {x=3,v=1}
Extrema: Min{x=0, v=—-2,z=-3} und
Max{x=0, v=2,2z=29}, denn
(S{—zz(f(x, v)) [ {x=0, v=—2}
6
jf%(f(x,?))l{x=0,y=2}
-2
f(x,¥) | {x=0, y==2}
-3
f(x,v) | {x=0,y=2}
29
3D-Grafik: Flache 3.Ordnung L
Define f(x,y)=x2—x-y+y2+3y
done

snlve[{i(f(x, v))=0, i(f(x. v)) =0}, {x, y}]

20



{x=-—1, v==2}

2 9
Define D(x,y)=d—(f(x,y))-d—(f(x,y))—[i[i(f(x,H

dx2 dy2 dy
done
D{x,y) [{x=-1,y=-2}
3
(1(:(—22 (f(x,¥)) | {x=—1,y=-2}
2
f(x,y) [{x=-1,y=-2}
-3
Min{x=—1, y=-2, z=—-3}
3D-Grafik: Fliche 2.Ordnung o
Define f(x,y)=e_xz(4y+xz—yz)
done

solve[{i(f(x, v1)=0, L (f(x, v)) =03, {x, y}]
dx ds
{{x=0, y=23}, {x=—V3+j,y=2}, {x=V3+4,v=21}}

2 9
Define D(x,y)=d—(f(x,y))-d—(f(x,y))—[i[i(f(x,H

dx2 dy2 dy
done
D(x, ¥) | {x=0,y=2}
12
(S{—zz(f(x, v)) [ {x=0,v=2}
-6

f(x,v) | {x=0, yv=2}
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Max{x=0, v=2,z=4}
3D-Crafik i,

4.4 Lagrange—Methode

Berechnen Sie die lokalen Extrema der Funktion
f(x,v¥,z)=x+y+z unter der Nebenbedingung x+wv+z—5=0.
Define F(x,y,z, A)=x+yz+A- (x+y+2-35)

done

d d d d
[dx(F(X"”’Z""” L FGy2A) L Fxy,2,A0) dH

[vez+ A x+z+A xv+A xt+v+z-5]

solve ( {v+z+A=0, x+z+A=0, xv+A=0, x+v+z—5=0}, {x, v, z, A})
{{x=[], v=5, z=0, A=0%, {x=5, v=0, z=0, A=03%, {X=%, y=%, :H

eine Losung fehlt: {x=0, v=0, z=5, A=0}

Diskussion: unmittelbare Nachbarschaft der
gefundenen Losungen:
1x=0, v=0,2z=5} hat unter der Nebenbedingung den
unmittelbaren Nachbarn {x=g, v=g,z=5-2e}; oder
{x=¢, y=—¢,2=0},£>0 nahe Null.
Define f(x,v,z)=x*vz

done
f(x,v,z)=0]|{x=0, v=0, z=5%

0=0
f(x,v,z)>0]| {x=¢, v=¢£,2=5-2¢}

—£2.(2:6=5)>0

22



f(x,v,z2)<0| {x=¢g, y=—£,2=5}

—5+¢2<0
stop
Damit sind
1x=0, y=0, z=5}, {x=0, y=5,z=0}, {x=5, y=0,2=0} keine
Extremstellen.

{X=%, y=%, z=%} hat unter der Nebenbedingung den

unmittelbaren Nachbarn {x=%+s, y=%+s, z=%—2s} oder

{X=%+E, y=%—s, z=%} , £20 nahe Null.

f(x, v, z)=% I {F% F=%. z=%}

f(x,v,2) <% I {x=%+5. F=%+E. z=%—25}
2
517 (23] 125
_[E+3] [2E 3]< 7

approx{(ans|e=0.01)
4.62912763<4.62962963

125 _5 5 5
f(X-F,Z){?|{X—3+E,F—3 E,Z—S}

5 5
'5'[E+§]'[E'§] (125
3 27

approx{(ans|e=0.01)
4.629462963<4.62962963
stop

Damit ist {x=%,y=%,z=%} eine Maximumstelle, da in
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der Nachbarschaft stets kleinere Werte entstehen.

Eliminationsmethode:
f(x,v,z) | z=5—x-¥

—x+y+ (x+y—D0)
Define g(x, v)=—x+*v+(x+v-5)

done

salve[{i(g(x,y)?J:U, i(g(x,y))ﬂl}, {X,F}]

{{x=0, y=0}, {x=0, y=3}, {x=5, y=03, {X%-F%}}

9 9
Define D(x, y)="9% (g(x, y)) -4 (g(x,y))—[i[i(g(x
dv | dx

dx2 dyz
done
D(x,¥) | {x=0,y=0}
-25
D(x,¥) | {x=0,y=5}
-25
D(x,¥) | {x=5,y=0}
-25
DGy 1 {x=2,v=3 |
25
3
keine Extrema: {x=0,v=0}, {x=0,v=5}, {x=5,v=0}
(i—zztg(x,y)) {x=2,v=2}
_10
3

e _9 __9
zZ=0-X ”"{X‘S""‘3}
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_5 _5 _5
f(X; F! Z) I {X_g !}F_3 !Z_S}
125
7
-5 5 __5 . 125
Ma"{ =3,¥=3, 73,1577 }
4. 4 Extremwerte
Gegeben ist die Funktion f(x, y)=ﬂ—lxz.
a) Begriinden Sie, dass diese Funktion an der Stelle
(4,0) ein lokales Maximum besitzt.
b) Hat diese Funktion weitere stationdre Stellen? Wenn ja,
welche?
Losung:
Define f(x, y)=—X2_2 —%xz
ve+]
done

snlve[{i(f(x, v))=0, i(f(x. v)) =0}, {x, y}]

{{x=2,v==1},1x=2,v=1}, {x=4,v=0}1}

9 9
Define D(x,y)=9% (f(x,y)) -4 (f(x,y))—[i[i(f(x,
dx2 dy2 dy \dx

done

D(x,¥) | {x=4, v=0}
1

D(x,¥)|{x=2,v=1}
_1
4

25



9
42 (t(x,v)) | {x=4, y=0}
dx2

f(x,v) | {x=4, y=0}

Max{x=4, v=0,z=0}

Ff e

3D-Grafik ZLv

5. Integrale iiber zwei—= bzw. dreidimensionale
Bereiche
5.1 Doppelintegrale

Berechnen Sie die folgenden Doppelintegrale:

4 i3 2 42
a) ff x°sin{y)dydx b) ffsin(2x+y)dxdy c)
1 -= 041

2 v+l
[ f xkin(v)dxdy
110

R
ff x2gin (y)dy dx
1/ —=

approx{ans)

63

-31.5

4,2
]]sin(2x+y)dxdy
041

26



—(sin(8)—sin(6)—sin(4)+sin(2))

2

approx (ans)

-1.467436833
2 v+l
]] x¥In (v )dxdy
140

13-In(2) 59
3 36

approx (ans)

1.364748894
5.2 Dreifachintegral

Gegeben ist das Dreifachintegral
il 3

[ f f sin (x+v) e °Zdzdydx.
0l 0 0

Berechnen Sie dieses Integral.
Darf bei dem Integral die Integrationsreihenfolge wertauscht

werden?

il 3
ff fsin(x+y)e Zdzdydx
010 0

approx (ans)

nf2 oyl 3
[ ]fsin(x+y)e Zdzdxdy
0 010

il w 1 3
[ ] sin(x+y)dxdy#f e Z(z
0 0 0

27



Ja, die Integrationsreihenfolge kann bel. wvertauscht

werden. (Grenzen entsprechend anpassen)

5.3 Zyvlinderkoordinaten

Gegeben sei ein zur z—Achse rotationssymmetrischer
Kreiszylinder mit dem Radius R, der Héhe h und der
Grundfliche in der (x,v)—Ebene. Durch einen Schnitt mit
der (x,z)—Ebene sowie einen Schnitt mit der (wv,z)—Ebene
wird dieser Kreiszvlinder in vier Teilkdrper zerlegt. Als
Bereich B wird derjenige Teilkéirper betrachtet, dessen
Grundfliche sich im ersten Quadranten befindet.

a) Skizzieren Sie den Bereich B.

b) Berechnen Sie das Integral f xz+y2+22dB unter
B

Verwendung von Zvlinderkoordinaten.
Losung:

x=r+cos (@), v=rssin(p), dx«dv=r«dr+dep, 0<r=R, 0<p<n{2

2 (R rh
f ][(r2+22)-rdzdrdcp
0 040

R%h, R%:n%],
4 6
2
collect (ans)
R4-h-n+R2-h3-n
8 12
factor (ans)
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Define

Define

Define

Define

Define

Define

Define

Define

Define

Define

Define

Define

Define

Xstl (s, t)=2+«cos(s)
Ystl (s, t)=2+gin(s)
Zstl (s, t)=t

Wst2 (s, t)=2tf3+cos(s)
Yst2(s, t)=2t/3+sin(s)
Zst2 (s, t)=0
Wst3(s,t)=2tf3+cos(s)
¥st3 (s, t)=2t/3+sin(s)
Zst3 (s, t)=3
Xstd(s,t)=2t/3

Ystd(s,t)=0
_B-s
Zstd (s, t)= -

xst5(s,t)=0

29

R2.h.(3-R242-h2 )%

24

done

done

done

done

done

done

done

done

done

done

done

done

done



Define Ystd(s,t)=2t/3

done
Define Zst5(5,t)=%
done
3D-Grafik: Viertelzylinder o
6. Kurvenintegral (Linienintegral) einer skalaren
Funktion
6.1 Bogenlinge einer Raumkurve
Berechnen Sie die Bogenlinge der folgenden, in
Parameterdarstellung gegebenen Raumkurven:
a) x(t=t, y()=t2, a(t)=2t3, 0stsl,
b) x(t)=e tcos(t), y(t)=e lsin(t), z(t)=et, 0<t<o,
¢) x(t)=In(t), v(t)=4tsin(¥'t), z(t)=4Vtcos(vt),
nfo=t<n/2.
Integraltyp: f f(x,v,z)ds, ds skalares Kurvenelement
K
der Raumkurve K, Bogenliange mit f(x,v,z)=1
2 2 2
d d d
== +| - +| =
ds \/[dt(x(t))] [dt(y(t))] [dt(z(m] dt
a)
Define x(t)=t
done
Define v(t)=t2
done
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Define z(t) =%t3

2 2 2
d d d
j[dt(x(t))] +[dt(y(t))] +[ (z(t))]

dt

]1\/(2-t2+1)2dt

0

b)

t

Define x(t)=e ‘cos(t)

Define y(t)=e‘¢mn(t)

Define z(t)=e'¢

\/{i(x(t)) ]2+[i(y(t)) ]2+[i(z(t)) ]2

dt

done

J(2¢2+1]2

1. 666666667

done
done

done

J (2' (cos(t)) 2+2- (sin{t)) 2+1 ) .e—Z't

simplify (ans)
o

f V3.e~2'tqt
0

approx (ans)

c)

31

3.9—2‘1;

V3

1.732050808



Define x(t)=In(t)

done
Define y(t)=4vtsin(vt)

done
Define z(t)=4vtcos(v't)

done

2 2 2
d d d
\/[dt(X(t”] +[dt(ﬂt))] +[dt(2(t”]

jtz-(d-(cos(ﬁ) ) 244+ (sin (v£)) %)+t (4- (cos (vE) ) 244.
t2

simplify (ans)

4. 1
t+t2+4

wf2
72 A Taa
nib t

3.193007391

3D-Grafik a) T
3D-Grafik b) Spirale zum Koordinatenursprung o
3D-Grafik c) T

T. Oberflichenintegral {(Flichenintegral) einer
skalaren Funktion

T.1 Oberflichenintegral

Die Flache A (parabolischer Zylinder) sei durch die

Parameterdarstellung

x(u, vi=u, }f(u,v)=u2f6, z{u, v)=v mit -3=u=x3,

0=v=<6, gegeben. Berechnen Sie den Oberflacheninhalt

32



F_A.

vektorielle Darstellung

x({u, v)
r(u,v)=ly(u,v)],
z(u, v)
4 ]
du(x(u,v))
: . or(u,v) _| d
Tangentialvektoren: 20 | du (y(u,v)) |,
d
_du(z(u,v))_

q )
dv(x(u,v))

or({u,v) _| d
e = dv(y(u.v))

d

4y (z(u, v)) |

Integraltvp: f f(x,v,z)dAa, dA Oberflachenelement mit
A

dA=v EXG—F2 dudv

und E=d0tp[ar(u,v) , or(u, v) ]’

au au
_ or{u,v) orfu,v) _ or{u,v) or(u,v)
G_dﬂtp[ N Py ]’ F—dotP[ du v ]

Die Grenzen bei der Integration iiber den Bereich B (d.h.
die Grenzen fiir die Integrationsvariablen u und v)
stammen aus der Parameterdarstellung der Flache A.
Define x(u, v)=u

done

Define v (u, v)=uZ/6
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Define z(u, v)=v

d )
du(x(u,v))

d

du(y(u,v))

_é%(z(u,v))_

q )
dv(x(u,v))

d

dv(y(u,v))

d
_dv(Z(u'V))_

E:=dotP (ru, ru)

Gi=dotP (rv,rv)

Fi=dotP({ru, rv)

ExG—F 2

2ru

rv

34

done

done

Dml; b

8

=




63 2
]] HT-ngudv
0l -3

18In(v2+1)+18+v2
approx (ans)
41.32056869
3D-Grafik: parabolischer Zylinder o

8. Grafik: 2D-Grafik, 3D-Grafik
8.1 2D—-Grafik

2D-Editor 3

8.2 3D—Grafik

In eine Kugel (Radius R=1) soll eine quadratische
Pyramide mit maximalem Volumen einbeschrieben werden.
Wieviel Prozent des Kugelvolumes nimmt diese Pyramide

ein?

Losung:
Kugelmittelpunkt M0, 0, 0)

Kugeloberflache: x 2 +y 2 +z 2 =R 2 .

regelmiflige Pyramide mit quadratischer Grundfliache.
Pyramidenspitze im Nordpol: N{0, 0,R)

Grundfliche (Quadrat P,P:P;P,) mit den wier Eckpunkten
unterhalb der x—Achse bzw. v—Achse auf der
Kugeloberflache:

mit

35



P,(r,0,-VR%-r%), P,(0,r,—VR%2-12),
P,(-r, 0,—YR2-1r2), P,(0,-r,-VR2-r2),

Kantenlange des Quadrates:

norm ([r, 0, =¥ R%4=r2 1-[0,r, =Y R2-121) |r>0

Pyramidenvolumen Vp:

Define Vp(r)%(ﬁ-r)zm(mmlrz)

Vp(r)

d -
dr (Vp(r))=0

solve(ans,r) |R>0

2 YT
d—(Up(r)) Ir=2 V2R
dr2 3

(ans|R>0)<0

Damit liegt ein Max. vor.

Losung:

36
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r= 3 und
Vp(r) | {r=2""f_%, R>0}
64-RS

Define Vp{(R)= 81

Kugelvolumen:

Define Uk(R)=%nR3

Vp(R)
VKk(R)

*100

approx (ans)

done

done

1600
2w

18. 86280807

max. Pyramidenvolumen ca. 18, 86% des

Kugelvolumens.

3D=Grafik: Blick in die Halbkugel auf die Pyramide

Parameterdarstellung:

Kugel=0OF mit R=1 und -1=s<0, 0=£t=<1
Fenstereinstellung —-2<x, v, z<2

Anzahl der s—Linien, t—Linien im Liniennetz jeweils 35
Betrachtungswinkel 8=—140°, ¢=110",

{ Augenpunkt unterhalb des IlI. Quadranten)
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Define xstl (s, t)=cos(zs)sin{nxt)

done
Define wvstl (s, t)=sin{(xs)sin(xt)
done
Define zstl (s, t)=cos(nt)
done
3D—Grafik Halbkugel L
Grundflache der Pyramide (Quadrat)
R:=1
1
2 2V2:R
3
2:V2
3
Define xst2 (s, t)=r¥k(-s-t)
done
Define wst2 (s, t)=rk(s—t+1)
done
Define zst2(s,t)=—vRZ%-r2
done
stop
3D—Grafik Halbkugel mit Quadrat L

Begriindung fiir Parameterdarstellung des Quadrates
Ebenengleichung:

X (S, t) =MP1+S*P1P3+t*P1P4

38



M(0, 0, 0)

P,(r,0,-YR%-r2), P,(0,r,-YR%-12),
P,(-r,0,-YR%-12), P,(0,-1,—YR%2-12),

MP,:=[r, 0, —¥ R2-r2 1-[0, 0, 0]

P,P,:=[0,1,-VR%-r2 1-[r, 0, Y R2-1r2]

=252 292 o]

P,P.i=[0, -r,—VR%-r2 1-[r, 0, Y R2—12 ]

[ —2-3@ —2-3@ U]

obigen Parameterbereich —1%s<0, 0<t<] nutzen

DelVar s,t

MP1+ (S+1 ) *P1P3+t*P1P4

[—2-@-(s+1)_2-ﬁ-t+2-ﬁ 2:.V2+(stl) 2+v2et _l]
3 3 3 3 3 3

simplify (ans)

[—2-@-(s+t) 2:¥ 2+ (s—t+1) _l]
3 3 3

Seitenfichen (Dreiecke)

Define xst3(s,t)=r¥(-s—1)

done
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1, t2s+1

Define vst3(s,t)=rk(s+1-t)%qy 1

ﬁ’t<5+1

Die Fallunterscheidung sichert das Dreieck statt Quadrat.

Define zst3(s, t)=1—%t

Define xstd(s,t)=—xst3(s,t)
Define wvstd (s, t)=vst3(s,t)

Define zstd(s,t)=zst3(s,t)

done

done

done

done

done

3D=Grafik Halbkugel mit Pyramide

21
T2 e

Begriindung fiir Parameterdarstellung der

Ebenengleichung: {iber P,Ps
X (s, t)=MN+skP,P;+tkNP,

Ebenengleichung: {iber P,P,
X (s, t)=MN+skP,P,+txNP,

M(0,0,0), N(0,0,R)

P,(r,0,-VR2-r2), P,(0,r,-YR2-12),

Dreiecke

Ps(—r, 0,—VR2-r2), P,(0,-r,-VR2-r2),

MN:=[0,0,R1-[0,0, 01
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[0 0 1]
NP;:=[0, -r,-Y R%-r2 1-[0, 0, R]

P,Ps:=[-r, 0, —VR%-r2 ]-[0, -1, VR2—12]

252 232 o]

P,P.:=[r, 0, -V R%-r21-[0, -1, -YR2—12 ]

242 242

obigen Parameterbereich —1%s<0, 0<t<] nutzen

MN+(s+1 ) %P, P;+tkNP,
[—2-»@-(s+1) 2:V2+(s+l) 2+V2et —4-t+1]
3 3 3 3
simplifv (ans)
[—2-»@(s+1) 2y 2+ (5—t+1) —4-t+1]
3 3 3
MN+(s+1 ) *%P,P,+tkNP,
[ 2V2:(s+1) 2V2:(s+1) 2+v2:t —4-t+1]
3 3 3 3
simplifv (ans)

[2-v’§-(s+1) 2y 2+ (5—t+1) —4-t+1]
3 3 3
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1. Integralrechnung und Differenzialrechnung mit CAS

& Datei Edit Typ

//

blau: Stammfunktion

FLLLILT)

rot: | Ableitung

-

schwarz: Polstellen

o

[airy
o

EAEE
Blatt1 [Blatt2 [Blatt3 |Blatt4 [Blatt5 |
@y1="3210L542D oy (e )+ 200D g —0
3
4ex
ﬂy2= [
xS +2+x2—x-2
“X3=-2 [anns]
X4=-1 [suna]
-X5=1 [suss]
D r6= 1.1 & [
xt7=3+cos(t)
L t7=3-sin (1)) —
xt8:0
B ..
vt8:[
(&)

2n  Reell C




2. Funktionen von mehreren reellen Variablen

& Edit Zoom Analyse e

HER

-6 -5 -4 -3 -2 -1

Definitionsbereich: | f (x, y) =¥ (x+y) / (x=y)

obere Halbebene zur Geraden y=-x, einschlieBlich dieser Geraden, und ohne die Halbrade y=x,x0.
21 Reell Lo

& Edit Zoom Analyse &

Definitionsbereich: f(x, ¥)=v ((x*2-1)+(9-y"2))

(x,y) € DyWD, = {(x, ) | (Ux[21 A |yI3)} U {(x, ) [ (IxI£1 A [y]23)} L
21 Reell Lo




& Edit Zoom Analyse .

S EEFE VE

Definitionsbereich: f(x,y X"2+y"2-1), (x,y)E{(x,¥)|x"2+y~221}
21 Reell Lo

t} Edit Zoom Analyse &

BepoREE. @

X

3D-Grafik: geneigte Ebene: z=x-y (rot: Spurgerade z=-y, griin: Spurgerade z=x) | [ee
2n  Reell [




& Edit Zoom Analyse ¢

I@Ib’fl@llalrlf.-f_

z

X
y
3D-Grafik: Zylinderoberflache C(hier: Blick in den Zylinder (Halbzylinder)), x"2+y~2=9, z bel. reell | e
21 Reell [

£ Edit Zoom Analyse ¢

o ) R EY RV

3D-Grafik: obere Halbkugel (Radius=2) B

21 Reell Lo




£ Edit Zoom Analyse e

——

-0.6
| | | o8l | | |
2D-Grafik: % (Lemniskate), Anstieg £1 in (0,0), -V(2)<£x<£vV(2), -0.5£y<0.5 | [
2n  Reell [

£ Edit Zoom Analyse &

7 = S YRV EGIE

3D-Grafik: z=(x+y)"2+sin(x+y) parabolischer Zylinder mit einer Sinus—Schwingung iiberlagert | [ve)

21 Reell T




& Edit Zoom Analyse e

£33 621 R RV CY e

[ 1]

RO
i

i
y

z-Berechnung

c=-3

Xc=0

3D~Grafik: Flache 3.Ordnung z=x"2-(1-y)—y~3+12+y+13 )
20 Reell Lo

£ Edit Zoom Analyse e

B ER\CVEE

<8
e
SIS
SSEE SRR et
“‘:1 “\‘ ““‘“"¢
R .

TSN

X WSS

LT S
R D
IO

z-Berechnung

c=-3
Xe=-1 yc=—2
3D-Grafik: Flache 2.Ordnung z=x"2-x-y+y~2+3-y |

m

2n  Reell




& Edit Zoom Analyse e

7 b S VY G

=4 z-Berechnung
¥c=0

3D-Grafik: z=e" (—x"2)+(4+-y+x"2-y"2) &%
21 Reell |
& Edit Zoom Analyse &

AR ERRGE

2c=0
He=4

3D-Grafik: z=(x-2)/(y"2+1)-1/8x"2 |
T @

z-Berechnung

21 Reell




0 Edit Zoom Analyse &

8 b5 [ LY C K _

y
3D-Grafik: Viertelzylinder I
2n Kplx Lo

& Edit Zoom Analyse &

I@IMI@IQIFIH_

T
y
X
2c=0, 6666667
¥c=1 yc=1
sc=0 tc=1
3D-Grafik: Raumkurve a) [By [
an  Kplx L

a) x(t)=t, y(t)=t2, z(t)=%t3, 0<t<1



& Edit Zoom Analyse e

I@Ih’ilalalrlfff_

y

2c=0.3011942

xc=0.1091401 yc=0. 2807248

sc=0 tc=1.2

3D-Grafik b) Spirale zum Koordinatenursprung | ==
2n  Kplx T
b) x(t)=e~tcos(t), y(t)=e tsin(t), z(t)=e~!, 0<t<w,

£ Edit Zoom Analyse &

P ERNENEE

¥
X
3D—-Grafik: ein kurzes Kurvenstiick EAED
2n  Kplx T

¢) x(t)=In(t), y(t)=4vVtsin(Vt), z(t)=4vVtcos(Vt), =n/6<t<n/2.



£ Edit Zoom Analyse & (%)
EBFEEEVEVNEE [
3D—Grafik: parabolischer Zylinder | Oy
21 Reell Lo

x(u, v)=u, y(u,v)=u2/6, z(u, v)=v mit

3D-Grafik

—-35u<3, 0£v<6,

% Edit Zoom Analyse &

£ Edit Zoom Analyse &

E3P= E YV

EEEOEE

Blatt1 [Blatt2 [Blatt3 [Blatt4 |Blatt5 |

Zst1=cos (7+t)
Xst2=re(—s—t)
O Yst2=r+(s—t+1)

Zst2=_,/ Rz—rz

Ca W

Xstl=cos (z+s) *sin (w+t)
() Yst1=sin (n+s) *sin(7t)

[ —

Xstl=cos (z+s) +*sin (7z-t) -

F—

L~
P~ __|

Xstl=cos (z+s) *sin (7z+t)

| 5

21 Reell

(]

21 Reell




Fenster-Einst. Fenster-Einst.

Speicher Speicher
xmin -2 min - =2
ymin P=2 Winkel ©: 110

max 12 smin =1

Gitter :35 max {0
min - =2 tmin ~ :0

may 12 max 1

0K Abbrechen Yorgabe 0K Abbrechen Yorgabe
I ¥ L ¥

Xst1=cos (7+s) *sin (x+t) EEE Xst1=cos (7+s) *sin (7-t) | Bz | O
21 Reell C 2n Reell T m

¥ Edit Arbeitsblatt

-@’I Z= IEISﬂIJ& s

B
L

£ Edit Zoom Analyse e

e jmlefalval:

Blatt1 Blatt2 [Blatt3 |Blatt4 [BI

att5 |

Xstl=cos (x+s) +*sin (z-t)
() Yst1=sin (s+s) *sin (z+t)
Zstl=cos (xt)
Xst2=r+(—-s—t)
O Yst2=r(s—t+1)

Zst2= _‘;‘ Rz—rz

Xst3=re«(—s—-1)
=T +1— .
OYst3 re(s+1-t) (1]’
1.4,
Zst3=1 3 t

Xstd=-Xst3 (s, t)
() Ystd=Yst3 (s, t)
Zstd=7st3 (s, t)

1, t2s

=, t<s

[ —

Xstl=cos (z+*s) *sin(z-t)

B3

21 Reell

21 Reell






