T.HA E3.9,18,17,15,28

Lésung nach Bartsch 5.618
PDG wormm Tvpe P¥u+0%¥u..=R

a) mit F'=:|:2, ﬂ=—y2, R=u

ads der Proportion dx:dy:du=P:0:R
gewinnt man Zwel charakteristische Dgln:

=.B.
Ay dx=0CF und dusdx=RE/F

dS-:-lue'i:.l’=—:.'2f:n:2, Tl

{EF X i:-:-n:t( 11-1 }

= tCharakteristik der ersten [Dal. >

xeCy—1

d.bh. w=

und

I:|5I:I1'-.-'E":LI’=LI.-'".'-I:2 a2

{u=|E;_x_1 -constl 1 :I}

d. h. |_|=|E;_1‘r:':*l3a (Charakteristik der zweiten
Dal. >

Hieraus folgt:

I31=l+l und I:a=u*£1‘rx.
x

Sel nun wEwiCie Car eine belisbige Funktion won Cy



und Ca mit stetiger Ableitung.

ann ist wiCys Cayw 242, uwe /% |-p die implizite
Larstellung der L&sung.

explizit: uﬂx,yb*ﬁ“x=u[%+$], w=wiC12 beliebige

Funktion won Ci mit stetiger Ableitunag.

Zusatzbedingung:

- 1

wil=lt [ t=ER, ergibt:
u ] | g2

tE*E1=u[1+%], d.h. mit 5=1+% hat rman
1

w(s:l=—2*ft.
(=-1]
Lamit ist
uﬂx,yb*ﬁlfx=u[l+l]= L HE
X 1 1 2
2]
r i

and schlieFlich




-2
Define uix,yb=£1_1fx*[i4"l—1]

o
dane
ail.th
tE
xEHé%Euix,y}]—yzxéiﬂuix,y}]=uﬂx,y}
| -1
="y
[an s (e p—z—y 17 [
simplifwCansa
-1 G |
xE-yE g~ T+l L-w T4
2 z
(e w—z—x] [l+l—1]
r X
judge . ans )
TRLE

b)) mit P=yw, O=—x, R=2Zxvu

aus der Froportion dx:dyidu=P:0:R
gewinnt man Zwel charakteristische Dgln:

=.B.
Ay dr=0sF und dusdx=R/F

dASolyew=—r y ra

{y=—J—xE+2-can5ﬂﬂj :H=J—IE+2'GD”5ﬂ13 }
d.h. '_-,IE=—:|:E+E-|:=—IE+|:1

dASolve =20, vy Ul



{:l_|=|Et:':2 ~constl 1 :I}

v,
d.h. u=e* «Ca

2
Lann ist wiEi,Eah=w[}'2+x2,u*E x ]=El die implizite
Darstellung der Lisung.

2
explizit: Ulx,ywike "~ ='u'[:.'2+:|:2], w=wiCi12 beliebige
Funktion won Ci mit stetiger Ableitung.

Zusatzbedingung:

.
et —u[2xt 2], doh. mit s=2%t2 hat man

wisl=t =2 *¢ —SSL

Lamit ist

Uﬂxswﬁ*ﬁ_xz=w[x2+92]=iJ[x2+yz]f2 *e‘[x2+32]f2
und =chliezlich

L '_-..':I=i\.|r[:r_'2+-_.,|2:]_.-"2 =+=f;:'52 *E_[IE'*':-'E:].-"'E

=[x 2 42 )2 velx? -2z,




Define uix,y}=J[xE+y2]f2 *E[IE_yE]HE
done
Uitgt}

y}iiﬂuix,y}]—xﬁf%(uix,:.'}:I=E:-:D=-i:.'2=-iu'i:-:,:.'}

22,2 w22

o ﬁ.l'IE_-x-lE: = +:-¢-~.||l:-:2+§,l2 £ < -..|r2-|:x2+5,-2,

simplifwCans

222 x2y2 *
el 2 "JE'LEE+HE] =xeyle 2 "JE'[E2+HE

judged ans )

TEUE

Aufg. E3.18

das wvollstandige Integral wird aus einem
Tabellenbuch entnommen:

FolyaninSZaitsewMMoussiaux:

Handbook of first order partial differential
equations

ISBM B-415-27267—x CZBEZ)

S.296y P0G 14.4.2.58
Euxjkiuyjn—fﬂxbgﬂybhﬂu}ﬂa mit k=1, n=2. fixi=1,
giwi=1l, hiud=s o°



0
du
vr k+n
0 ,fhiuh
O
EEijnJHHfﬂx} dx+icljkMFQngy} dy +Ca
O 1.0

Ijl hl

Define hiui=u~

done
Define fixi=1
done
Define giwi=1
done
1xk
1
2¥nN
z
Delvar u
done
O O , O
du=E1rjﬁHHx}dx+ _fﬁfc 3 b
£k+nhiu} I: :ln (c1% g s

1Af | 1=C1 2. x+c2+ET

solvedlnl || 1201 € - 2 +024+ E a i)

{meClZexrtzet oy | c12eezect Loy
Lasung:

2 -1
UG, po=gtl T r LAl Sy



Probe:

z -1
Define Uix,yi=gl T xtlatll %o

done
2
Euix,y}Jg—jiiuix,yhjx[éiiuﬂx,y}j] =@

e3'['312'x+'32+ﬂl'1 '}']_EEIE-:HE-[Elz-x+E2+E1_1 b
simplifyCansa
EE'[512-1+EE+E1'1 '}']_ES-EIE-1+3-EE+3-E1_1 g

judged ans )
TRLE

Aufg. E3.17

a) a=1. b=—sinix, G=—Ecnsix}32
ergibt: b<-ac=13%8, hyperbol. PDG

charakteristische Dgl.:
Ww=—zin{r1x1 ergibt die Charakteristiken
wiri=cosixi+r+Cy und wixr=cosixi—-x+Ca

Koord. -Transf. mit gix.w)=const. und
hixyswi=const. eraibt
r¥=cos(xi+xr—y und y¥=cosixi-x—y

Ableitungen:
U=l C=zin i+ 2+ Fe C=sinix =12
o=t 0 =1 24+ F (=10



hieraus=:

uxx=ux*x*-i—ﬂnix}+1h2+iux*y*-i—5hﬂxh+1?*i—ﬂnﬂﬂ
+U. ¥ C=cosCx 2 2+ Fe (—cosCxa
o=t e C—ginCx 2 +1 2% =1 2+l e C—simCra+] 2HC—]1 F

Uk e C—sintx -1 20 =1 d+lh e (=il —1 2% (=12

IR | B U N T T I R S =R | R g

Einsetzen:
uxx—ESMix}uxy—Ecnsixh)EUFF—EDEixDuy=

Ux*x*-i—ﬂnix}+1h2+2ux*y*-i—5hﬂxh+13*i—5hﬂxh—1?
+U e C—cosCx a2+ F e C—cosix )
+2zinCr R ke C—ginC e +]1 24U FF e C—sinCx o+ 1 24+

iEshix}]E—l}*iux*x*+Eux*y*+Uy*y*}
+oostx oy (U F+] =

B Doy ot B e Uk € — 2420 5in € 12 =40 Sinc e 12 +20 sint
d.h.

—4l.l;.;*:.e*=El bz, l.l;.;*:.a*=El .

Integration nach »#*:

W +=Cr.*2
hieraus:
0
U(x#,y#}=wrtix*}dx*+Eiy*}=Hix*}+Eiy*}
O

Ricktransformation: A.B bel. wahlbare 2mal
diff. —bare Funktionen:
uflxwI=A{cos{x»+x—I+tBl{cos{xd—x—ud



Beispiel: A(ty=t*eb, Boti=yft

Lefine Jlx, :..'3'='ii:-:-5'ix}+x—:.'}*ﬁ':":'5':x:'+x_5"+a,|'i:-:-5'i:|:3'—:*

done

d—zliu'i:n: :.'}:I—E*sin'ix}*i[iliu'ix }':'j]—EEDE':I:':lE*'F
< ! dil, dx ’ c

I:i:c-sli:-::I+:|:—:.':I-I:Sinli:li:l—l:lE . E':':'S':x:'+x_5"+2- [=inl=x)-1 :IE*

expand’ans

~(comlx)) . eTOTEETY a2 )y 2 --E;':':'E':x:""x_'-"'ﬂ,h

simplifwCansa
5

5

b} a=x2, be—xy, coys

argibt: I:-E—ai:=El, parabol. PDG

charakteristische Dgl.:
2[4 2r e e My Sml, doh, (xe vy <=0
dSolveCx=w'+y=[, x40
{y=cnn5tilj
||
aergibt eine Charakteristik
'_-."i:-:}=i-lli und wixi=Ca Cfrei gewahlt?

Koord. -Transf. mit gix.w)=const.=x-% und
hixywi=const.=y:



=gy und WwE=y

d - A,
- -E;Ex ol E;Ex ol
d d
E;EH) E;Eyj

Mit der frei gewahlten Charakteristik muss die
det—Bedingurng <(2.23 dberpriaft werdens, die die
armkehrbare Eindeutigkeit der Transformation sichert.

Bem. Oft ist hirxywi=rx oder hix.,ywr=v aine
gesignete Zweite Charakteristik.

Ableitungen:
Ux=Ux*'y+uF*'E=Ux*'y
Uy=Ux*'I+Uy*'1=Ux*'I+Uy*

hieraus:
RS | PRSI £ +U . F D
uxy=ux*x*-y-x+ux*y*-y+ux*

UFF=UE*E*'x2+2uE*y*'x+Uy*y*

Einsetzen:
zZ

2L U= s s b3 £ Lo 20 b=

SYC | R RPN SNPRY | S SPUTEOE | I R | I 3
PP T T R | BT PO | I 3

PR TR RRRREY | I T |

W Uy Uy =@, d.h.

1
[ o .=



Integration als gewsnhliche [gl.
dSolwve "+ % *| =, a2

fU=lnly ) constl 2)+const( 117
Somit
Uk, k=1 b 1 Cy ¥ 2+ Cade® 2 und

ulx,wd=1nl [v| - CiCxwI+Calawd

Beispiel: Ci(ti=t*e®, Calti=yt

Define Utz wI=lalwlexawe g™ ez
done

z z
. P .1[1 ] o ode
i dleiu'ix,ybﬁl Zemery = dxliu':x,:,':') +1 dyzliu'i.h

3 3
el D EIEt S IR Bl [ GO IY Skt s VIRt SRt Bl [ CU

2
delzery] <
expand.ans?

H=Q

c)» a=1., b=—1, c=1 eraibt I:-E—ai:=EI, parabol. PDG

charakteristische Dgl.:

(p* 1€ 4200 1=@, d.h. (p*+1)<=0
dSolveCyw’'+1=H, 2,2
Lw=—x+const(1)7}
ergibt eine Charakteristik
Wwixd=—x+Cy und x=Ca (frei gewahlt?
Koord. -Transf. mit gtx,vi=const.=x+v und
hixywi=const.=x:
wh=x+y und wF=x



d d

- —dxlixﬂ-':l —dyli:-:ﬂ-':l
d d
—dxli:-::l —dyli:-::l

Mit der frei gewahlten Charakteristik muss die
det—Bedingurng ©2.2» dberprift werdens. die die
armkehrbare Eindeutigkeit der Transformation sichert.

Ableiturngen:
Use=Uoc# e 1+ 1 =l k4L
Un=Uo# e 1+ %« B=11*

hieraus:

Unae = b+ 2ok A
Uzzse =W Fo b+ U 8
Usene = o F

Einsetzen:

Waea— 2z F e =

ux$x$+2ux$},$+u.___,$.___,$—2 ' ux*x*"'ux*y* a +ux=‘+=x=‘+==
l.l:.a*:.e*=El

Integration:

.- #F=Cx*

ernedte Integration:
Wk, = iba GO a0 kD

und
dixawr=xsClxr+ypr+Di x4yl

Beispiel: Citti=t*el, Catti=ft



Define uix,y}=x-ﬂx+y}-ﬁx+y+ﬁx+y

done
2 2
dxziuix,y}) z 3 dx(uﬂx,yb) +dy2(uix,y}) A
2 2
R C e EaRT Labny TP TI o et T LAk S T-TE ' 2 st
o[zt
expand.ans?
H=H
Aufg. E3.15

a=1, b=1, c=-3 eraibt bz—ac=4}ﬂ, hyvperbol. PDG

charakteristische Dgl.:

(w0 12-2y'-3=0, d.h. w=1%2
dSolvelw'=3,yx, 2

Lw=3x+const(1)1}
dSolveCyw!=—1,xa

fw=—x+consti1)7}
wh=x+y und wF=32x—y

Ableitungen:
Une=Uoc# e 1+1L % e B=ll 6431,
Uy=Ux*'1+Uy*'i_1}=Ux*_Uy*

hieraus:
Uxx=ux*x*+2ux*y*'3+uw*w*'9
ny=Ux*x*+Ux*y*'ﬂ_1}+EUy*x*+3uF*y*'ﬂ_lj



IR | IV e o | I L el I E o | P

Einsetzen:

Uz 21— Bl e =

[ IO | I ST | I S g | I DN el | I LT | I
ST | NI ] | LN | NS T

16l *.#=H

Integration nach v*, dann nach x#*:
U t=Cix*2 und U=ACx*2+Bwkd, d.h.

dixy W i=HCx+w 2 +BC 3x—w =+ 2 +DCx—p 30

Anpasz=surng an die Anfangsbedingunaen:

U xs A=A x ) +DCx I =0 <
€2 B ISR b 400wt 230 E =1 A3 ) | =i
= ¢ =D A 3=

dsalve CLRM+D=6x, A*=[*/3=82, xy LA, D32

o o
{FI= 3 jf +oonstl 2 ). 0= : +constl 1 :I}
T () < Su (oI L
A= . +01, Dex—y30= > 2,
T (< Su (3T L
Define Ulx,wi= 3 +C1+ 3 S

done
UEx, BI=Tex e
e x L1 HCT=T x L
Cl+C2=80 =setzen.

d =
dyiuixsyhjly @



3-ix+y}2_+9-ix—yf3}2
3 3

zimplifer 2

3_12_'_,__',2

Z o2

Ergebnis: ulx.wi =3 x

I:IEU;::];:=IEU3.-'3.-' mit den AB utrxyB@I=x und U.-Cr.BI1=1

Transformation der PLG mit der Subst.
P N e I e A B

e I I : 2 . _
1= -:Ix[x] xE ergibt < Us=waxw—y
WMeiter:
i(uxx—u:l S W e — e S e T
[y
= I I Y : = L
uy—dy[x] - ergibt U n:I:..-[ - ] ! d. h.

IEU}-'}#:I*'I.I'}-'}-'
Damit eraibt =sich die hwperbolische PDG:  wes—we.=H.

charakteristische Dgl. mit a=1, b=A und c=-1:
(<=1, doh. wi=tl,

w=x+Cy bz, w=—x+Cz ergeben z.B. die
Transformationen

r¥=glxywi=x—y und y¥=hix,wi=x+y

Urirechnung der Ableitunaen:
ux=Ux$+U}_.*



L|3.-'=_U:.:*+U3.-'*

i

Uncne =W ook o R b R
i P T L o L AW S

Hieraus ergibt sich die Mormalform W *.-4F=0

Integration: Y #=C{x*) und
O

U=Iﬂﬂx*hdx* +E OISR By
O

Riacktransformation: wix,wI=H{x—wi+Bix+y2
=chlielRlich die allgemeine Lisung der PDG:

0, :.ID=%*EH'::|:—:.'3'+E='1::+:.'}:I

Bericksichtigung der HE:
B EI}=§*I:H'2:1:}+EI'1:|:}:I=:|:

und
s £ IEl3l=%’*‘I:—FI’'i:-:—:.'3-+E:"i:|:+'_-.'3I 1| w=0
=%*I:—FI"::I::'+E"-’.:I::' 1=1
Lamit eraibt sich die Hilfsaufgabe FI+E==:|:E und
—F*+E'=x
dSolvel {A™E'=2x. —A™B"'=x s xs LAB} ]
z oz
{H=1T+i:-:-n5tI:E:I, E= = : +constl ]l :I}

Sonmit

Ex—y32+3-Ex+y32 +|:]

1 1
T — -
" [ACx—wa+BCx+yi] " [ I 3



(-] < L (43 ) <

Lefine uix,y}—;4< +C

g g
dane
dixyHi=x
x2+E
=x
i
Somit C=A
Ergebni=:
(2= 1< L [ty <
Define uix,y}—x 3 3
done
simplife iUty
Z
.
- +x 4+
yE
Die gesuchte Funktion lautet: ulx, y}=x+y+T
Probe:
di_z 2, d%
[ *——Euixsyhj] *———Euixsyhj
dx I:|'_-.-'
Zer=dex
i @
x

d -
dxiuixsybjly A



