&6.HA E3.6,12-16,1%

Koordinatentransformation,. wgl. [1]1 5.2560.

rH=glx, YI=rs cosio s Sinio s
SRl ry W I=—r s Sinl ey cos i)

1 =£= =
mit 3 452,
im VMektorforom mit Matriz A:
I::n:*i|=ﬂ_ |:::i|=|:i:-:-5':-:z} Sintce ] I::n:]
WL Ll —Sinicy CosOo) b

det{A» izt die Funktionaldeterminate der
Eoordinatentransformation:

b= L= D
Pz b
Umbkehrtransformation bei det{A»=8 worhanden:

COSLoE)  Sintoea -1
—sinte) cosdol

detcAl= =( cosCad 1S+ Sintad 1<=128

cosl o) —=inl o)
(cos(e))€+sine )1 (cosle)) <+ singa)) <
siml o) cos o
| (ease) )€+ =sinle))?  (ooste))E+(sinlal)<

simplifvCansa



I:i:-:-si ] —=ini o :I]

sinfoe)  coso)

I:x]=ﬂ_1 ] I:x*]=[casimj —sinliu:z:li|_ [1*]

y ke sino:)  cos(o) nk

Urnrechnuna der Ableitungen won uix.v2 in die neuden
Koordinaten ol el ek, w1yl ok, urk =00 ek, o)

Uae=U ¥ cosor+U. [ —sinwi)
=W # e sinC e a+ U -Fe cosod

Gleichsetzen J..=u.. ergibt mit cnsim:l:sin'icz:l:%a,n'i :
1 1 1 1
l.lx*-Ea,n'E —Uy*-Ea,n'E =l.lx*-5a,|'2 +U:.=*-Ea,|'2 » d.hh

W.-+=1 Cyereinfachte PDG nach
Koordinatentransformation

Losung:

1
LI kg :I=I3I::|:*:I=I3[ Ea,n'E e ) ]=L-'-JI::-:+:.':I,
dahe UCH PI=wlx+ypd.

Aufg. E3.12:

Uw=-=H ergibt ulx,wi=Cliyie x+C2000+0
U-=H eragibt
O
u'ix,:.I?l=er1'i:n:3n:I:|:+D2'i:.'3l=F1'i:c:l+E+D2'i:.'3l
O



Uwwe=H ergibt ulx.wr=El(xdw+E2Cx2+C

wobei die auftretenden Funktionen
ClaC2yFl.D2,El.EZ Zusammenpassen mMasSsens
d. h.

C20wi=D2cwi=ElCxr-y mit El=con=st.

und EZ2Cxa=Flix2=Cl{ywr-x mit Cl=con=t.

Ergebnis:
dixyWwi=Clex+El=w+Cy wobei Cl1.E1 und C
Integrationskonstanten =ind.

Aufg. E3.13:

Ausgangspunkt Formel CZ2.12 der WW:
" LI;:;:"'EI:I' Uzt iCm LI}-'}-""F':.'-I'.'g Wy Ly Llz-n |_|3.-'.-:'=E

ad
a=x2, b=xew, c=92 ergeben (Def.l der Wi:

b<-ac=6, d.h. parabolische P0G

b

F.0a) a=H, b=%q c=H ergeben

bE—aG}E,cLh. hvperbolische FPDG

2.5d) a=1, b=HA, c=H ergasben
b<-3c=8, d.h. parabolische FDG

3.59=2) a=A, b=HA, c=1 ergeben
b<-ac=6, d.h. parabolische P0G



c)
a=1, b=z, c=y ergeben

bz—ai:::tz—y}la, d.h. hwperbolische FPDG for :.l{xz

2—:..'=El, d.h. parabolische PDG fior :..'=:|:2

be-zc=x<-ud, d.h. elliptische FDG for wire

I:-E—ai:=x

d», wgl. az

a=:|:E, b=xe, i:=:.'E ergebean

b<-3c=@, d.h. parabolische FDG

Aufg. E3.14:

aY Uspxtxrsyeldy=H mit #<B@ und vw>@, d.h.

a=1, b=A, c=xy und bz—ai::—x-:.'}la,
d.h. hwvperbolische FDG

Eimne passende EKoordinatentransformation
rH=gix, i,y wE=h{x,w2 for die hvperbolische PDG
fahrt auf die Mormalform

W=k, gk, U, Uo#F, U4 Cyereinfachte PLRG
nach kKoordinatentranstormation:?

oder mit nochrialiger Eoordinatentranstorration
m|_ Costo) sinto ] xi _ 1 1 1 ] xi
n —Sinie) Cosco) W R e ek A | nk

cDrehumg um w=45%, wal. E3.562 auf die andere
Mormalform einer hyperbolischen PDG

Opm—Onn=T CMa My Qs Oy 0,2



2y Ermittlung der passenden
Koordinatentranstformation

rHE=gix. i, ywE=h{x,w?) wird die charakteristische
Dgl.

a 'l E—Eh- v'+c=8 gelist:

‘:'5‘:'1”'5'[5-"=*."‘1-&-' :II:-'_'-':“II'."‘:E and w>@
{ _[4-xg—lz-x-ggngt[:lj.-,l'_x _B'EC-CII'IS'I:[:]_:I:IE]}
L=

]

-:IS-:-lue[:."=—a,|'—:|:-:.' ,:-:,:.-]I::{El and w8

{ _[4-13+12-:|:-E,|:|n5t|:1:|.-,||_x _9_[-":_':“_'51:[:1:':'2]}
. c

Die Lasungen

heifen Charakteristiken.

Die impliziten Losungsdarstellungen C=gl{x.y}
bzw. C=h{x.w>

[ 4231202000 —3.02]
3 '

N )

snlue[ L=




4234120200 fox —3-02 ]
26 L

{E=E.x.aﬁ.l':_z_ﬁ.l,-y—m:z.x.;':,rz_#'y—}

cind passende Koordinatentransformationen:

snlue[ =

iC-
—E-:n:-a,n'—:l: o E
= = - == = .
k=g, +2a SI: Bl Dr RN AN

LAuch andere Transformationen lassen =sich aus den
obigen Charakteristiken gewinnens die sich jedoch nur
im den Yorzeichen oder Yariablen unterscheiden. 2

Urnrechnuna der Ableitungen won uix.v2 in die neuden
Koordinaten ol el ek, w1, ul ek, wk D=0 gk, wkl, wgl,
E3.c5.

|_|;:=u;:*' Y B A =1 .-:'+I.I3.-'*' -x ='i—l.lx*+l.ly*} LY B Y |

1 1 1
=u ey —0 u ¥ ——

= (UL # ) s —=

Wy

hieraus=:

I_I;.;;.;='il.|;.;*;.;*- W _u;.:*}-'*' W +l.|:.=*;.;*- W—x o =13+



Wb bef—x defmn U+l

1 1 1

F LD ﬁ U k. —+

+'il.l;.:*+l.ly*3'[—%]' b

o = i ux*x* .

_3
Z

1 1
4 Ta
W W
mit der FPDG folgt mit WeF.-F=U.-#0F (Satz won
Schwarza

oo h e e U=
P | N T JEPUR T | NI e +u},*},$.ﬁ.,"-x :..,.,"-;.: +

LU=l L

2=

x.}..qux*x*.L+g.ux*y* 1 —=— L) 1 L,
W
1

W o o

2=

Hierau= eraibt =ich

+

.
z

LU=l

N PON | BETRETSY | NET | ER =i

3
u?:*}-'*=_':u?:*_u}-'*:' . l . |:—_'_|::| £ +':Ux*+Uy*:' . 1 .
b =N
d.h.
_2 _=
ux*y*—ux*'l —l——i—xj < +U..- L —l—+f—xj 2



and mit der arspranglichen Koordinatentransformation
i

E - E . =¥

S(-x) 2 +2eqfy =x* (1)
3

_E —_ 2 . =

3I: ) E F2eafy =k (20

folat

P 1 <
(L4020 fw = » d.h. = und
4 'I'_-.-' pa NG

it ¢13 nun

i
[:—x:]zzg[x*—z- Ll ]=§I*_§|:I*+}'*:|=§|:I*_}'*:]g
= v =74 4
_=
ey 2o
d.bh. [—x) Y
_3
o1 2 _ 4 4 _
Pamit T T T R T B
120 wH—k 1= w4k _ Sk—1 G
A w122 ] a2 ()2 )
_3
1l o Z__ 4 4
und —£+E T x*+§,l*+3[x*—§,l*:l
120 w¥—k 1 gk _ 1G-Sk

AcwwrZogyyZ ] alfawiZgym)2 )

Endergebnis:



ubergang in die andere Hormalform mit

_ _-_|:="|'=+-_.._|='|'= —_-_.-_'l'l'=+-_.._|=‘|'=

—E und = E

Umrechnuna der Ableitungen won Wlx#,w*) in die
newen Eoordinaten Wix*rman)a Y Fimanl)=0lmanls wal.
E3.c5.

U=t e e 5 e = iy« e s
2 2 2
1 1 1

. ¥=0y ——+0n* ——=00p+0n 1 ——
= m E m E m ] E

linke Seite der obigen PLDOG:

|| I ) o e T ﬁ+ﬁmn. ﬁ_ﬁnm. ﬁ_ﬁnn. '-.|||]£:'__ b 1.."12_
=C0mm=0Onn 2 . 1

2

Weaiter:

Jo s | R O T

FEA




JZ 7
2 2
gz ooz
| Z 2
Somit x*=ﬂm—nh-ﬁ g y*=im+nh-ﬁ
Hieraus:
=2k

(122 ]
ﬂm—nb-ﬁ—?iwﬁn}.ﬁ
3l [ crm-ny . =2 z Crrbm . <
BLLE e R thhe ——
[ = E] [ r+r E]

E'(m+n3—ﬁ.gm_nj

3.[ (r+n )< _ (r—n )<
< 2

simplify{ans2

2 elmEEen)

12=m=n

Zxt—nk _
3l (#1242 ]

ZCmn—n ﬁ_imﬂ"}' ﬁ
< z
{loro g o]




'I.IIIE_-ngl'H'I:l —-..||'E_-|:m—|-|:|

G i
2 2

—=.|"2_-I:m—3-n:l

12=m=-n

simplifyCans?

Fechte Seite der obigen FPLG:

Lo ™S +1., % Loty =
c(EEDER STy c(EEDER STy
L 1 1.|'I2_-|:n'|+3-|'|:| L { —'-.|'I2_-|:IT|—
':Um_l_ln:" 1.II|E—' 12'|'I'I'|'I +':l_l|'|1+l_ln:" .l.ll|2—' 12'|'I'I' k
rnt3 e m) e Cm—dn)  Crn—3= nds (n+in )
1Z2=-m=n 1Z2=-m-n
simplifyans2
ﬁm _ ﬁn
2 m BN
Endergebnis Candere Mormalformns:
. O 0
Umm_unn—F_E

b Ui +x=vwely=H mit @ und w>@, d.h.

a=1, b=A, c=xy und bz—ai::—x-:.'{la,
d.h. elliptische PG

Zur Ermittlung der passenden
Eoordinatentransformation

r¥=gix.yl, yvE=h{x,w2 wird die charakteristische
Dgl.



a-{y'd E—Eh- v'+oc=8 gelsst:

'_-.-"=§'[I:|i'l|t|2_a":- ]:iu‘—_‘.r_'l'_-,l =i_j ekl . d.h- |:I|E

Li=sung der Dgl. ist dann ebenfalls komplex:

-:IS-:-l'u'e[y’=:j p RN ,x,:.l]l:n:}El and wrA

2
_ —[4- %3 —12+% € cconst(1)- §-9-(const(111<
'_'I'I_
c
Die L&sung

3
=—[4-x3—12-x £ -I:-:j—'El-I:E]
¥ 6

heilit Charakteristik.

Die implizite Lasungsdarstellung ist
C=g{x.vi+i-hi{x.u)

3

4. x¥-12.% < .00 g-9.0%
36

solve| w= 2

3 3
2.3 cxC g

c:-g.ﬁ.,l'}.__z'x—
3

d.h. z.B. auch c-;j=§-x2+;i-2-».u':.:

Fealteill und Imaginarteil ergeben die ertforderliche



Koordinatentransformation:

und wE=hlz, =2y

r¥=gir, =

l'.-.'l|l‘-.'l

LAuch andere Transformationen lassen sich aus den
obigen Charakteristiken gewinnens die sich jedoch nar
im den “orzeichen oder Yariablen unterscheiden. ?

Umrechnung der Ableitungen von ufx,w%? in die
neuen Koordinaten ol x(x® s w1yl ady ik V=00 ok, wiE ],
wgl. E3.6G,

I_I;.;—l.l;.;* 'I.III_+U3.-'* El—l.l;.;* 'I.III_
Uy—u;:* E"'U}-‘ %—Uy ...Ill_

hieraus:
1 1
T | T TN T e | = | N O |
e oA o A E-..||I_-,|:_ oA - E-..||Ix_
_2
i 1 = i
_ * *l :‘H :‘Hl — — *I—I _ :‘H :‘l":l—
e =¥ o s BHLLLF " .- = N .. "
_2
1 2
— :+:I—I
.- = b

mit der PDG folat



1 +x"_'.-"':u;-.-'*'_-.-'*'$

Wt o LN |_|.__._.3__.=ux=‘+=x*- x+ux=+=-

fx
3

1
_U}-'*' E-l_.._l 2 }:E!
Ij. h.
1 1
u?:*?:*'l'ub-'*b-'*:_u?:*' +U3.-'*'

e 0 e Ealn"y_!

d.h.

Endergebnis:
1 1

ezt s Usen=H mRit 3=1, b=B und c=w

a) hyperbolisch far I:-E—ai:=—:.l}-El, d.h. <A Cuntere
Halbebene

b} parabolisch far bz—ac=—y=ﬁ, d.h. w=H
Lrx—HAchsel

c > elliptisch foar I:-E—ai:=—5.'{El, d.h. wrxA Cobere
Halbebene

d» viHA eragibt die charakteristische Gleichuna:

5”=§'[':"—’*~”:'2‘5'G | S =S

n:ISn:-lue[y’=~,|'—:.' L) :.l] | v

{:.'= —[ x=consti 1 :I:I2

4

j



-:IScul'u'E[ === g, :.'] | <8

{ _—Lx+const(d 1< }
= 4
Die Lasungen

heifen Charakteristiken.

e 2
snlue[ y=% " I:]
{E=x—2- = g C=xt2e - }
_ z
snlue[ = I:x-:::l . I:]

e Y R AL e

Die impliziten Losungsdarstellungen C=g{x.,w}
bzw. C=hd{x.,y>
cind passende Koordinatentransformationen:

LAuch andere Transformationen lassen =sich aus den
obigen Charakteristiken gewinnens die sich jedoch nur
im den Yorzeichen oder Yariablen unterscheiden. 2



Urnrechnuna der Ableitungen won uix.v2 in die neuden
Koordinaten ol el ek, w1, ul ek, wk D=0 gk, wkl, wgl,
E3.c5.

Ux=Ux*'1+Uy*'t_1}=Ux*_Uy*g

—1 +L0. —1 = U+, -1

- =

Uy=Ux*'

Weiter

U =Wt b — U b F =t b
1
uyy=ﬂux*x*+ux*y*+uy*x*+uy*y*}-:;+

3

-:ux*+uy*:--%--:—1:-|:—y:l z

mit der PDG folgt mit Wk H=U40F (Satz won
Schwarza

acae i s Usear=
ux$x*—2-ux*y$+uy*y*—ﬂux$x$+2-ux*y*+uy*y*j+
i

'il.l;.;*+l.ly*3'-%-'i—:.'}-li—:.':l 2 =g

Endergebnis:

W.-*. F=C - F+ . F 0 . 1

- —1
e g =y

1
Rl VL

Ijl hl

.- = F U D

8y e Uty ot Ly 3 e Uee.=0 it 3= b=y und



C=xty

hwperbolisch for bE—ac=yE—y-ﬂx+y}=—x-y}E,
d.h. 248 (II. oder IV. Ouadrant)

parabolizch far bz—ac=—x-y=ﬁ,
d.h. x-w=8B {(x—-Achse oder v-Achse: x=8 oder
v=0>)

elliptisch far bz—ac=—x-y{ﬁ,
dah.e 2-w>8 (I. oder III. Guadrant)

Aufg. E3. 14:

a=1, b=2y c=5 bedeutet:lnz—ac=—1{ﬂ elliptisch.

}.!=%.[|:¢1|||:.E—a-c ]=Ei:j ergibt w=C2E30-x+0C,y, d.h.

C=—2Z2x+ywtg-x
r¥=girypi=—2Zx+yy wE=Eh{x,wi=xr

|_|;:=u;:*' ':_E:'+U3.-'*' 1=—2- l.lx*+l.ly*,
Uy=uE*'1+Uy*'E=Ux*

Usee==2 = Usctbochie £ =20 =20 Uiy e 1Ll ok (=23 4L, |
SET | NEUNETIRE W | e | I

Uaene==2 0 Utk tn 1 =20 Wb e Bl 4o ke 1+ e B
S | ECNEEY | N

WA | TN S | IO |



Einzetzen in die FDG:
Uxx+4'ny+5'Uyy+Ux+2'Uy=

o Uotb—d e Uoob b o =2 ook kR 0 4
S Wotb=2 e W B 2 k=
Ux*x*+UF*F*+uF*=E

Endergebnis:
| NN | I N |

Aufg. E3.19:
Lx—=t e U=+ -=H ist offensichtlich =ine
hvperbolische PDG fOF xsy.

Subst. wizywi=cx—ywi-uix,v) ergbt u=;§;

Hieraus folagt:
=ux-ix—yh—u-1

=wa-ix—y}—u]-ix—y}_2

=
ix—yhz
LR e e B
1= =
=)

Uacs=0 Wacar = C=t I =t =tte, Jo =t =2y
wa-ﬂx—y}—uj-{—E}-{x—y}_E.{—1}
Somit:

L= s o=l F =
o ® L= D=t

W n LX=8I0 =0 Gaew L=t =y
. +2: - :
ik = =
Woew L=ty _
= Shlar =
L=t

4=




Integration: w.=Cix» und

O
u=fEixbdx+Diy}=Eixh+Diy}
O
Endergebnis:
._,.:;.:,E,.;.=E':I:;E':5":' » Wwobei [ und E belisbige

differenzierbare Funktionen sind.



