4.HR F3.3, 5-11. 14

cerlegung des Integranden in 2 Partialbriche

expan-:l[z—sz]
Az C+27
i . 4
12:(3=3—-z) 158-[2=4+=]
Carmit gilt
O O O
J x| e o
=—— -:Iz —_—
2 15 15 +3:.|
ESE +E_|" |: |:

Sel Zz1=33 und zZa=-3i.

1. Falls weder z; und zz im Innengebiet von C
liegen.
ist fﬂz}=+ holomorph in © und es gilt:
AT C+2T
O

I+d2=ﬁ (CIS
r 3z4+27

Z. Falls z4 und zz im Innengebiet von C
liegen. gilt



O O O

\J" 1 3 1 3 1

—dz=———x dz +-——= dz
2 15 =33 12 z+323

> Ax+2T I:i I:E

wobei G und Ca kleine Ereise um z1 bzw. Za
bedeuten:

O O

fz Ei-:lz— Z2md und \J‘ -:Iz= Znds d.h.
Cy Ca

O

f ——3{21[,:+—}52n:.|—l3

|: +E'." 15 15

3. Falls nur z; im Innengebiet von C liegt,
gilt

D -
—— A
»Er 2o 2T 1g AT 3

4. Falls nur zz im Innengebiet von C liegt,
gilt

O

\J" 1 4 3 n
——dz ==L+ Luopj=-2I

) 322427 18" 18 E

2. Falls z1 oder zz auf dem Rand von C
liegen,

existiert das Integral nicht <Integration Gber eine
Fol=stelle hirmeg. 2



YVorbetrachtung: ¢wgl. LY am 28.604.208185

Integration won f'i-’;3l=l entlang eines Weges C

&
links der Polstelle &pg=H» mit Blattwechsel:

C: Geradenstack won £1=—1+3 nach <a=—1—-3,
d.h. SCti=—1+g+t=i=240, BHLtel,

1

Lge o [ txe2i) _
£95 %) TTgrmec—zar Ot

1

m— = O

24
_—1+;_i]_ [ _—1+;j]
ln[l 23 1n| & 73

Hebenrechnung: beide Zahlen im gleichen
Blatt

cEndpunkt im IV. GQuadranten, Anfangspunkt im
ITI. Guadranten s

_o+d
=753
g-—+d

24



—4_1
2 2
NI
ln[l 23 =1n 2+2 +3x )
_-1+:i]_ —d_1 -[_3_11]
ln[El 23 =1n 5 2+;|:-=: 3
Somit
2l a3 -
ln[l F 1n| & =3 1n 2+2 + 4= 3
—d_1 _=n || omed
[1"' z  z +*"x[ 4 ]]‘ =
Mun Integration won f'i-’;}=% it Stammfunktion:
-1-3
)t
£
_1+.,'.|
—Z=m= 3
z

[a= Ergebnis ist falsch wegen Hichtbeachtung eines
Blattwechsel=s

; 1
\JD'\EI:E

1ni &)
E= gilt also korrekt:
lInic—1—-F2-1lnps—-1+32=
Ini=1-32+12n3-1ln—-1+32
n-3
2

Weitergehende Erlauterung
twgl., Merkblatt Grundstudiam MHMathematik 12:



Die IncE»=Funktion erzeugt ln-Werte in einem festen
Farallel=streifen der Breite Zn3i (z.B.
Parallel=streifen [pg won —m3 bis m32.

d.h. werlauft in einer ¢-Ebene die Integrationskurwe
C nicht aber die negative reelle Achse
LReld —Achsel.

=0 entstehen far die Kurvenpunkte -’;=r'3-=C|Et~'-'t keire
Winkel Gber t=n hinaus <bzw. kleiner als t=-n» und
die lncEr—Werte liegen in einem festen
Farallelstreifen.

Verlauft jedoch die Kurwe wom II. Guadranten in den
ITI. uadranten hinein, bedeutet dies ein
Blattwechsel (z.B. won Blatt 8 nach Blatt 1> und
damit for die lndSr—-Werte ein Wechsel in den
benachbarten Parallelstreiten nach oben (z.B. won
Dp nach Di2y weil der Winkel t=n dberschritten wird.

Yerlauft hingegen die Kurwe wom III. Guadranten in
den II.Guadranten hineins bedeutet dies ein
Blattwechsel (z.B. won Blatt 8 nach Blatt -1 und
darnit for die lnigr—-Werte ein Wechsel in den
benachbarten Parallelstreifen nach unten Cz.B. won
Lo mach D-12y weil der Winkel t=—n unterschritten
wird.

Wiy kommen nun zur eigentlichen Aufg. 5.8
und treffen die Fallunterscheidung wie folat

rdie Polstellen liegen nicht auf C, wal.
Aufgabenstellungl 2



Wir betrachten dazu die geschlossene Kurve aus

und der Strecke won @ bhis 1:

1. C und die Strecke von 8 bis 1 umschliellen
keine Polstelle (CIS,

O %)

ffﬂz)-:lz +J\

C it
5

O
ffﬂz)-:lz =—\J\
I
1

| tE+1
1
[
@

20

dt =Eg

dt =

Ijl hl

Formel C1.433:

INE

2. C und die S5trecke von B bis 1 umschlielZen

die Polstelle zi=3:

PBZ:

E-xpancl[ = :t]
t=+1

O 5

ffﬂz)-:lzﬁjﬂ = dt =

- 11: +1

O

3 4
gz-ttﬂj_z-it—jjdz

5]

¢!

4

3

3 3

Ze(t+d) Z+0t—F)

Zilt+3) Zelt-31 ot



3 | -3 -4
{z-u:tﬂ:ud“»lrz-cﬁj:udt * {z Tt—317 *J;z-u:t—j:'

EE+1

5
n—f 1 dt
1

3. C und die Strecke von 8 bis 1 umschliellen
die Polstelle z;=-3:

O ]
ffﬂzb-:lz *I = dt =
C 1 t7+1

£

O
4 3 3 _
\JI;E Tt+3) 2-Tt-37° +J1'\E-Iit+:j]_2-lit—;iildt

0 a 0 a
r ) -4 —.
———dt [+ | o dz+ | =t
\,r [ t+5 j er-I:t+;,|:| \J'\E [t- ;:I \J'\E-I:t—:.l,
C 1 C 1
F
23{2 ni+E

d.h.



4. C und die S5trecke von B8 bis 1 umschlielZen
beide Polstellen zi=3 und zz=-3j:

O 5

ffﬂz)-:lz +J\ = dt =

- 1 t=+1

O ] ] 5

e | b | e | e |
—— —d +\J\ —— —dt =
{z-ctm Zelt-31 | 2 (e+d) " 2:0t-3)
O 5| O H
J;z-litﬂ:ldz*l Zitegy o [ ) z-ct—:j:l'j“l Z -3,

3 .3 .
= 2 = 2

O

d.h. Ifﬂz}dz=
C

%)
E—f ! dt
1

<+

INE



O
a) fzjzu dz = Znidx da die Polstelle z1=Z3
]

LSigularitat? innerhalb won Ci liegt (Skizzel
tCy i math. pos. Sinn orientiert?

Bem. ! |zi—-zo|=|3-1|=2 <4=r, d.h. Abstand won zi
zu zZg kleimer als der Radius r.

O
fzjzu dz = d nach dem CIS. da die Polstelle
Ca
adizerhalb der Ellipse Cz; liegt. d.h. fcz}:z—zu st
imnerhalb won Ca holomorph.
b>» PBZ:
=) d an-:l[ = z]

F (z-1-23(=z—11"

_d

3 + 2
Zelz—11 =—1-2-3

O O
1 _ \J"i 1 [ _i] 1 —
\!z—zudz = g oo &




2 2
da beide FPolstellen innerhalb des kKreises liegen:

ﬂxznj+[1—ﬂ]x2nj=2nj,

[1-c1+42]
1
|1+2« 3-¢1+37]
1
c» PBZ:
expand 1 " Z
[zE+4]sz+1j
1,4 _1_3
1 N 18 EEI_I_ 18 2A
Selz+1])  zZ+Ze3J rialtLl. |

C ist ein Ereiz (guadratische Erganzungl »:
(x—11+(w—-119=9, d.h. zg=1+3, F=3.

|-1-¢1+57]

J5
|zd-<1+37]

Jz
|-2d-c1+37]

Jie

Wegan ~,|'1El =3 liegt die Polstelle =23 nicht im kKreis.
Mit dermn werallgemeinerten CIS folgt:

O
ffizh-:lz=
C



C
i _1 i] _L_i]
5“2““[ 16 2@ [0 " 18 2@ 4
L .3
[1|a+5] m
Aufg. 5.18

a) F'iz}=%3={zz+5 i=t eine Starmmfunktion zu fizi=z,.

denn F'¢z»==z.
fizy ist dberall holomorph. Somit gilt

Zg
ffiz}dz = Fizar—-Fizy2
Zi

Define F':z}=%3{22+5

done
Fi—-1+g332-F¢—-1-332
d—d . 3
b Fizr=3«lnlz+i)+5 ist innerhalb eines Blattes
rz.B. Blatt B eine Starmmfunktion zu ftz}::%;j’
_ 4
denn F'(zi=——.
=+3

Die Integrationskurwe werlauft links won der
Fol=telle -3 won —-1-33 dber -1-3 nach -1+3 und
verlauft damit bei —-1-7 wom wvorhandenen Blatt in
ein darunter liegendes Blatt (wagl. weitergehende
Erlauterung in Aufg. F3.32.



Camit ergibt =sich folgende Liésunmg Cmit zi1 i Blatt A
and =a i Blatt —13x:

Zg

Jﬁfiz}dz= Fizar+gxi—1a2=2ng—Fiz12

k|

Wir definieren die ln—-Funktion im k-ten Blatt wie
folgt:

Define Fiz.ki=g<(lniz+3r+k=2Zngd 1+5

done
Fi=1+3—-12-Fi—-1-34. 82
InC 5 [ _1[1] E] _ ] -_[ lnliﬁ:l_[ 4l 1.,
[E+tan 2+2.;|22I'[.;|.;| = tan~2f+h
CcExpandfansa
-'1'\|
—_. -1 =
2 tan 52;"“

approxiansl
2.214297436
Da=s Ergebni= kann auch als Z2xarctant2)
angegeben werden:
approxCZ-tan-12])
2.214297436

E= ailt die Urmrechrnung arctan[%]=%—arctani2}.

Aufg. 5.11

a2 PBZ:

4z
exoane| ayitzresy )




64 _48-4 36 48-J
2525 25 35
=5 =+5- 3
[2—c1+40]
Sef2
|-6d-c1+37]

Sef2

Wegan 5-'-,|'2 *5=F liegen beide Polstellen aulFerhalb

des Ereises. Somit ergibt sich unmittelbar
O

ffﬂz)-:lz =dy da fiz» innerhalb des Ereises

I
holomorph ist.

-2

b» Zerlegurng won f'izil=§

expand s
=2

O

O O
\J'\f Czadz =f'¢ z+2 1d= +43{\J‘ # dz =A+4x2nj=2n3j
C C C

La erste Teilintegral izt B wegen des CIS Cz+2 ist

aber all holomorph. 2



Aufg. 5.14

a) das uneigentliche Integral
i

\J"i:n:usliE:n:} e

'
.'-l52'|'-EI2

arxAy ist im Reellen schwer

berechenbar.

Im Bartsch 5.788, Hr. (88)», findet man das

Integral

variablen umbezeichnet?

i

\J"v:c-s-i-:z:{t:-dt —}i-E: |':£| and mit passender
£5+1 £

5}

Substitution 1=t man die obige Aufgabe:

E=s =i X8 und E=a, Subst. wHEt=3rx. d.h. -:lt=%-:|:-:,

3
i
\J"i:nzusli-:ﬂ{til \J"i:nzusliE:r::l 3 coOsSC3e [-:z]2 :
Ij l:l =l = :"‘:_p.
t2+1 3 z o 2 = C
N P
(o, 3
Somit gilt:
i
\J"i:n:usliE:n:} A = =3
- 2a

Berechnung idber ein komplexes Kurven—
integral mit dUbergang zu einer passenden
komplexen Funktion



Cost3xn

far die gerade Funktion wird die gesamte

::2+a2
reslle Achse betrachtet:
ESzj
fizi=—— und Integration GOber einen
22+a2

geschlossenen Weg C entlang der x—Achse (won
z=—-R bis z=R., spater EB+u), dann dber den oberen
Halbkreis won z=R Gber z=E3j biz z=—-F (Skizzel).

fiz) ist imnerhalb won C holomorph bis auf die
Fol=stelle bei z=aj (axHAx:

O
ffﬂz)-:lz=
C
R . T .. .

RcoL g IRxlcosCtr+isinit )3 o
fﬁdx+f T :-:[H:-:EJ }u]dt=
Ch xS +a 5 RExgd<tyg

N I T 1]=£ —Te g
EHJH[-E; :{_E:ja EHE

Imm ersten Teillintegral gilt z=x.
im Zweiten Teilintegaral wird die Parameterdarstellung

z'it3-=H3{-Etjt=H}i'ii:|:-5'it}+j5in'it}3-, Hetems genutzt.

Fir den Integranden wurden die PBZ und die
Reihendarstellung genutzt:



21 == +':'_ S |=|=—E:=2_—.1
=24 z+ja z—Ja da

T=—3a7 }itaylar[ﬁjgz R ;.ia]
=3

=3

fr—ze §12e ™ _
E—S-a_?l (z—a-J1<-& ¥ lz—ge i€ Cj

2

Z—a 3

Hur die Potenz 1j=':z—a:j3l_1 mit derm

Koeffizienten .3_3"3:{5:.3_3"3:{2—;3 spielt =ine Rolle
tdie anderen Surmanden =ind holomorpbh und ergeben

keinen Integralanteil). Der spezielle Koeffizient zur

Fotenz 'iz—a:.i}_l heift Residuum.

Ab=chlielFend izt der Halbkreis im Grenzfall
adszuwertens wgl. bi:

I
lirn fftﬂxejrhxﬂjxejtdr =@,
F—=o] [

Endergebnis:

i 0

\J"i:n:usliE:n:} dac =lefﬂz}dz =l}¢£;{£—3- a=l}:.f;—3- A
:|:2+.5|2 = < a <a

A C

b» [Das CAS <(ClassFPad> liefert e=in numerisches
Ergebni=:



m

\J"Ein':E:-:} e
A :-:-[::2+1:|

1.358212155
Das exakte Ergebnis lautet:
n =2
2l 1-e72)

1.358212161
Der Integrand ist eine gerade Funktion.

Wir betrachten eine geschlossene Kurwve C Cmath.
pos. orientierty in der GauR'schen Zahlensbens, die
die reelle Achse enthalt:

- liegt anteilia in der oberen Halbebene mit dem
oberen Halbkrei= won z=R Gber z=Ej nach z=-R
LtR*1y spater R3*w2. Die reellse Achse wird noch
durch einen kleinen oberen Halbkreis won z=—-r Gber
z=r3d nach z=r (BJr<l, spater r+8) unterbrochen,
um den Koordinatenursprung mit der Polstelle z=@
zUu urmgehen. Damit gibt e=s innerhalk won C nur die
Fol=telle z=3.

E= gilt nun mit der ungeraden Funktion EDE':EEI:l
x-[:-: +1]
und der geraden Funktion 5"-":22}::' :
x-[x +1:|

R R
\J" Sint2x ) dec = 1 COSCZx +dsint 2x

'

T =

A .'-I:'[:IE'F].:] 2" -R .'-I:'[.'-I:E+1:]

Ubergarna in die komplere Zahlensbenes mit
32z

flzi=—oon—E und PEZ fir ——

23 z-[22+1] z-[22+1]:



expand[ 1 z]
L]
z-[22+1]
1 1 _ 1
z Z2elz+i) 2«(z-3)
. 1 _edET gy gdiz gy gdiz
Somit f'izil—z:j}i - -4j}: —r 4;j:{ — g
Beachtung der Polstelle innerhalb won C:

0 O = =
= L =ji '=_£ _E
\J;f'iz}-:lz \JI;-'-‘I--I:z—j:IdE 3 HATMS EE .

Wir betrachten dazu die Reihenentwicklung des

1 [ 17, ed<Z
Surmmanden E—j}i[—i]}i —— nach Potenzen won

LZz—=43x wobel dann nur die Potenz z+j='iz—:j3l_1
eine Rolle spielt.

Integrale ober (z-31™M, mzB, =ind Hull und liefern
keinen Anteill Cholomorphe Anteile).

I 32z -
4j_|:z_j:|:{ta:.-1-:-r[ﬁ ,z,E,:.l]

—[E-Ez—jjz-E_E—E-Ez—jj-ﬁ_z-j—ﬁ_z]-j
dalz—3

Abschliellend sind die Halbkreise im Grenzfall
auszuwerten

mit z=ziri=fxed , Birzn, bz,
r=zi(ti=rxe? , paraa,



I
lim fftﬂxajf}xﬂjxajtdt und
H%ﬂiﬂ%a

I
lim fftrxa I e e I g
F—+H s

E= agilt:

I
lim fftﬂxaif}xﬂjxaitdt =f, denn
F=®] @

FiRmedE xR gee M g (2

xR e I [de =

Re 3 | R2ne 238 49 |

n

g —ZR¥=inCL) g —ZR¥=inCL)
- dr £I de +B8 for R+
(RZxe23 41 )| v (RZ-1)

csintt?*8 i betrachteten t-Interwalll.

J
@
j‘« e ZdRx(cos (E2+FsinCed )
@
J
@

und
n

—Ifﬂrxﬁjt v gre I de =
o
Ly fgZdrslcos(Ei+dsinie )

23 2 eI g 2 4y ]

wr g3 dr



oy e2dri(cos(Ea+dsinied)

=—2X - X4dE
<3 r<ug It 41
n
i}:j\ e #de =—= for r+@
23 T8+1) 3 z '

Endergebnis:

0
21_ 5-35':21}+E;5|n'12:-:}dx_%=_%ﬁ-2 ergibt
J_m x-[:l: +1]
0

1 cost2rr+isint e

dx=%}i[1—ﬁ_2].

c > reelle Integration des uneigentlichen Integrals

recht gebrochen rationale Funktion» msalich:
i

1 _
f 4-:I:n:—

A 1+x

W2 om

4

Das CHAS (ClassPad> liefert das erxakte Ergebnisl!

Rechnung im Reellen mit PBS ist aufwandig,
Faktorisierung des Henners:

r'Fai:,tc-r'[ 1+x 4 ]



crpard[ze{ 143 | T - -2-3 )7 )]

]

Ansatz PBS im Reellen:

1 Axx+E Crx+D
= +
1+:n:"'1r 12+ 2 vx+1 :12— 2 vx+l

durchmultiplizieren:
L=l ar Hg Eg |:5 C:

mit Hauptnenner

dore
1=I:HH:|:+EF:IH[:-:E—1.|"E_-:|:+1]+I:I3H:|:+D:I}=C[:|:E+ 2 -x+1]9.'r=e-:|ue*
1=[ 2242 et |- (CratD+ 222 - et1 |- (A 4D

equation | x=H
equation | x=1
edquation | x=-1
equation | x=2 HaEaCal

A= 3142 4 N [z -1) D=u.n"2_-[ 2 -1
E_[_E+E]2’ N O Y A I iy

simplifwCans2
{H_[a-ﬁ—ﬂa-[@zf,al 2 1}

-

Stammfunktionen:



(o7 -4)(Zw2)?
(o2 -4)- (4 +2)°

=
1
E#E
1
Z
-2
—ji——%ﬂ
-2
4
1
E#D
1
Z
O
Define F1-::-::-=f EHHHE dx
o=~ +g 2 vx+1
done
O
Define Fz-::-::-=f EEH“D dx
0=~ -2 =x+l
done
Lefime Fixi=Floxa+FZ2Cxn
done
lirn (F¢xal
=+
ﬁE =TT




Lir [Fexal
x—+H

Rechnung mittels CIS und PBY unter
Beachtung der Polstellen:

fiza=

hat wier komplexe Folstellen zks
z4+1

I{=E:| 1525 ac
5-:-11-'-5-[24+1=E|s I]

(AT 22T {2

Hauptwarzel zpg= [é ;] '-,l'E » 1. Mebenwuarzel
1
1= [—§+2] A 2 beide oberhalb der reellen Achse.

Wir betrachten in der oberen Halbebene die Strecke
won z=—R biz z=R (auf der reellen Achse? und dann
den oberen Halbkreis won z=RK aber z=E3j nach z=-R
tR*1ls =pater R+w) als geschlossene Kurwve C
crath. pos. orientiert?. Mach dem CIS gilt:

O < O
_ E Ak _ . .
fizid=z= dz |= ABXZn3 + HAlxZm3 + AZ2=A
k=H 2= Ik
C C
+ AZ=@ = (AA + Al)lxZn3
r'Fai:,t-:-r'[z'4+1 ]

=303V = 53 Ve a2 v 2

Kennt man die Koeffizienten aus der PBZ. ist
die Aufgabe praktisch gelast:



LelVar AB.AL.AZ,AS

done
1 _ A . Al .
4 C 1 1 3]
z +1 E+5_E_E]”'|I2 z+[E_E,.."II2
AZ + A=
-'1 .j 1 -j.-
E*E*E]W"E I*[‘E 7 Ve

Hieraus CAb=speicherurng der Gleichung unter dem
Hamen equation?:

Aad z % +1 . Atxlz%+1] . Azl z %41 ] L

-3 {3 {3 dle o

AE-[z%+1] . ALl z%+1] . Azl z%+1] o

1 3 1 3 1. 3 k
E+[—§—E]-'-,|'2 E+[E—E]-'-I|'2 E+[E+E]-'-,|'2 E+|
Berechrnung der Koeffizienten der PBEZ unter MHutzung
spezieller z-Werte in der equation:

i=

1=

edquation | z=H
equation | z=1
equation | z=-1

equation | z=2 AEs A1 AZ. A3

— _l_i . — l_i . — l i . -
{FIEI—[ = E]'-,I'E:I:II [E E]'-,I'E ’HE[E-I-E] 2 1 H3:F
O

fizad=z=

R




La= Integral dber den Halbkreis z'it}=H3={|E;jt,El£t£n,
verschwindet far R,

I I -
at I |
\J\ 1xRxe *3 dt E\J'\ 1:={F::={TE: ;{J dt =
2 [Rxedt )41 o | [Rrxedt ] +1
I n
f i dt =— xf1dt= FEN .6 for Reo.
|4 R%-1 R4 -1
8 |rcedt| -1 5

La= Integral dOber die reelle Achse C(R+®) ist somit:

o
j‘ 1 TI=REY
dx = ]

d. h.
.

far die gerade Funktion i Integranden erhalt man
das Endergebnis:

-

e o




