Frof. Dr. L. Paditz - 5S5Z@1@

YVorl. -Bsp. mit w=Ff{z)==2

Rechenschritte im CAHS:

Define fizi=z<

done
fox+gs2
[ty 412
cExpandfans
:':2—:-'2+2-:|:-:-'-j
Define uixyyr=recfix+gaad
done
Lefine wixywr=simifix+guad
done
Simplify iyl
xE_HE
Simplifeiwixyyad
e RN

Exponetielle Darstellung:

ForxedF
pLoger



Vorl.-Bsp. mit w=f{z)=1In{z>:

Rechenschritte im CAS:

Lefine foz2=lni=2

done
fixtga
1Aty )
cExpandCansa
1n[::2+5.-2]_[ _1[5]_5ignumﬂyj-n] i
= tan y = 3
Lefine ulxyyi=srelfixtguwal
done
CExpandiuCx, vl
ln[12+yE]
2
Lefine wixywi=imifoxtgual
done

CExpandiw iz,
siararmi sy )= 1
2z

x
—tan'i[ = ]+
ey

Man erkennt folgendes:

u(x,y}=1n{|z|}=1n[ 2L L ]
Higlal

2

|

vix,wl=arg{zl= I “signumi v :I—tan'i[

Lol



Die zuletzt genannte Formel qgilt in allen wier
uadranten der GaulRF'schen Zahlensebene Cy=@2,
Im Fall w=8 gilt arg¥x =80 (x>A) bzw. argix’i=n
LxiEd,

Lie Galtigkeit der Formel wird in der Literaturangabe

[41. Paditz{Z2881>: Rechnen und graphische
Darstellungen mit komplexen Zahlen. 5.19,

diskutiert.

Veranschaulichung der Flachen zl=ufx,w) und z#/530

karte mit Hihenlinien: orthogonale Eurvenschares|yai
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ozE: [ Speicher 020 B30
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021=1n[ x2+5-'2 ]
@zz=Z . cignumiy )—tan'i[
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Frof. Dr. L. Paditz, 552618

Heft F: Kapitel 3

Stetigkeit, Differenzierbarkeit. Holomorphie

Aufg. 3.1:

2..,2

w=Fizi=|zZ| = x =+ it nach Def. 4 stetig.

weil e=s far jede e-Umaebung Y won fozpgr esine
&—=Urmgeburng 1 won zg gbt, die wolls=tandig in Y
abgebildet wird:

gemal? Bsp. nach Def. &:

If'izb—f'izu}|=|Iz|—|zu||=|\.|r:-:2+:.'2 —\.Ir:l:u2+'_-'u2 |

2 |z—=zq| =~.Ir (x—ag)E+(w—wg)< 5 denn

uvberlegungen im CAHS:

Z? ~faZr? |

expandCans>xTerml



L € g L g =2 \Ill[xzﬂ-'z ][220 +0g2 ]

[‘.'r': x=p )<+ -y ) ]2 2Termz

2242

2 2

pard i R ST Rt | DR SN RN

Vereinfachung der Ungl. Terml<Term?:

2

[TermlzTermz :I—[ v + =+ < +p < ]

_2.,.|r|:_-_,._-2+-_.,|2:].|:;|:u2+'_-,|u2] L= E=2Zeyipey

anss e

22 ) (g 2y 2] £ L2020 w0 )
B 2

simplifytans xi—12

\.Ir[xzﬂr'z ]'[Fﬂuzﬂr'uz] 2xpgs X+yp-
(2432 e (g2 4yn 2 Jatege wbyge )2

[x2+5.'2]-[xuzwuzjélixu-xwl:-y:lz

EEEE]

E-xpancl'iansil—[xu ey L0 Rl N

r B -

L] Rl B ks o Rl N Rl f EIRNT Tl LY
TR TR VI P PP PP EEt
Er'uz-x2+xu2-92—2-xu-yu-x-yéﬂ
judge ans
TRLE
fai:t-:-r'[yuz-xz+xu2-y2—2-xu-yu-x-yaﬁ]

(= x—sg=y )< 20

Die dargestellte Bechnurma muss nun rackwarts
abgewickelt werden,

um aus der wahren Aussage Eyu-x—xu-yﬁlzéﬂ
die richtige Ungleichunag



| foza—fizpd |=|Iz|-|zpl|2|z-zn| abzuleiten.

Sel nun dCel=s wie im Beisp. nach Def. &,

dann gilt fir z=EUCzp):
| FCzI—FCzp) | &|z—zo| {ECEDI=E,

d.h. F{(zX=EV{Ff{zp2> fir alle z=U{zy>», d.h.
w=Ff{z}) ist uberall stetig.

Bemerkung: =chnelle Lisungen:

12 w=fiz? ist Gberall definiert und == gilt
die Folgenstetigkeit for beliebiges zZp:

limm (fCz2) = F{zg> = FC lim [z

i) Z—*Zp
23 WEFCZISUC Ky IRy WIS x e AL + B,

2.2

La U=y x<+y und w=H =tetige FEktn.

sind, it auch w=fi{z) stetig.



Frof. Dr. L. Paditz, 552618

Heft F: Kapitel 3

Stetigkeit, Differenzierbarkeit. Holomorphie

Aufg. 3.8:

Define uix, :,':'=1r|[\.IIII::-t—:-m:I2+I:§.'—§r'u:l2 ]

dane
J ist Potentialfkt.s wenn die Laplace'sche Dgl.
erfillt ists wgl. Heft E 3.1b», und Formel ©1.132:
Rechnung imm CAS:
z
d—EEu'ixswil
dx
—[x2—5r'2+xu2—5.'u2—2-xu-x+2-5.'u-5.']
2
[x2+y2+xu2+yu2—2-xu-x—E-yu-y]
-:|2
—Eliu'ixs:-':':l
u b
xz—:.lzﬂiuz—:.luz—i-:-:u-:-:+2-:-'u-5-'
Z
[12+:-'2+xu2+:-'u2—2-xu-x—E-:-'u-:-']
4= 4=
—Eliu'ixsyi':H—Eliu'ixm:'J
dx (LY



Damit gilt u.-+u.-.-—=H8.

La= totale Differenzial w=wi{x.v» ist wegen der
Galtigkeit der CRD (Satz 43 wie folgt festgelegt:

dw = woedr + wedy = —d..dxw + Udy CFormel C1.220

v oist eine Starmmfkt. gemal? sinem Kurvenintegral
Z.Art Cbei Wegunabhangigkeits:

LE YD

wiEa Y a—wia.bd = \J\ —edxy + Ueedr
Casbl

ﬁ%iuir,yhj

x—xg
2

2,2

e 8 2

+xpgC+pg T g =2 gy

d
dyiuixsyhj

|
xz+y2+xu2+yu2—2- xpe =2 gy
Intearationswea =21 der achsenparallels Weg, d.h.

=t und w=b mit a...t...& und dann v»=t und x==x
mit bewateaa

Sormit:

D=fire F'lit?l=—diyliu'ix,§.'3lj | =t and v=b

done



Defirne Qit}=é%iuix,y}jlx=H and w=t

done
1 y
w|AF~-:t:--:|t+-w|ﬂ¢:4-:t:-dt
A b
Ze e tan-i| —SoEt ¥ 2e i tan-i| —SoBoETy z
2oyl (imn)® | 2oy (=) | o
J4-H2+4-xu2—a-xm>< J4-H2+4-xu2—a-xr>¢

Das Ergebnis ist nur schwer zu vereinfachen.

Wir kennen die gesuchte Fkt. v und
uberpriafen deren Richtigkeit:

Define wiH,?b=tand[v_y"]+E
L |

done
d - _
dHEuiH,?ble x and Y=y

—[ =g )
:I:E+E-'E+Iu2+:-'u2—2' xgex—2= g
judge[an5=—é%iuix,y}j]
TRLE
d - -
dy(uiH,thlH o oand Y=y
T—xp
x2+y2+xu2+yu2—2-xu-x—E-yuﬂ#

} _d
Judge[aHE—E;Euix,y}]]
TELE



Damit ist w=fizl=uix i+ gy ir,y i

Lefine flxywi=uixywi+gswiz, vl
done
Flmaywl
2., 2

ln[x +4 2

+Hu2
2

+xn

—E-xu-x—E-yu-y]+[tde[H—Hu]+c]_j
E—E]

d.h.
im.z—=g?

r'e':z—zu:l]-l-“jm::lncz_zﬂ-l-dh

ftx,y}=hﬂ”z—zﬂ]+jxarctan[

Vorlesungsbeispiel mit zpg=B+3=60=0 und re{z)>A

Define uﬂx,yh=1n[JEx—E)2+Ey—sz ]
dane
2 2
d—zliu'ixs :-':':I+d—2liu'i:-:ss-'3':l
dx (¥

v oist eine Starmmfkt. gemal? sinem Kurvenintegral
Z.Art Cbei Wegunabhangigkeits:

LE YD

wiEa Y a—wia.bd = Hf —edxy + Ueedr
Casbl

Integrationswea =ei der achzenparallele Weg, d.h.



=t und w=b mit a...t...& und dann v»=t und x==x
mit bewateaa

Sormit:

Lefirne Pﬂth=—§%(ui1,y}3|x=t and w=b
done
Defirne Qﬂtb=éi(uix,yb)lx=H and w=t

done
b W

\J'\F"itb-:lt+\J'\i}'it}|:|t |#>8 and br@

3 b
W a " b
-1 L -1 = |- -1 2 |- =
carc{ £ Jeearrt 2 |-tanet £ }-eane £

Bem. : Wir nutzen das Additionstheorem

=+t
arctan{s)t+tarctan{tl)= arctan[ rp—— ]

A
I:-+

(m ol
o lmp

—-EII"E-t-EII'I[ ]—-EII"E-'I:-EII'I[ % ]=—-EII"E-1:-EII'I

=

!
. b

A b
b n
o =—arctanciuni=t—

2

b
=

=—-EII"E-1:-EII'I[

Saomit ist 'u"ix,y:'=ar'i:tan[ ]+i:-:-n5t.

bl



Frof. Dr. L. Paditz - S5Z816

Aufg. Heft F 3.14:

Lie geg. FEt. uix.w? izt als Doppelintegral dber
dem Bereich B definiert:

00

Defirne uﬂx,yh=fj.-:-is,t}}iln[\lrlis—x:lz+lit—:.l:lz ]-:Is-:lt
oo

dane

Hierbei ist B={{s5,t} |5+t~

des Einheitskreises.

<1} da= Innengebiet

E= handelt =ich hier um das =ogen. logarithmische
Potential uix,vw>.

Lie Parameter (x.w» des Doppelintegrales liegen
aulferhalb des Einheitskreises:

Cx wISCCa, ) [+l 31},

Camit ist der lnt...? im Integranden stets definiert
Lhiemals lncHallaa,

nt=xt) ist eine geesignete Dichtefkt.

Ler Integrand ist stetig und =tetig partiell
differenzierbar nach = und v,

die Differenziation won 1 darf in das Intearal
gezogen werden

cMertauschung won Differenziation und Integration:



d
dxiuixsyhj

II 2 Ezg.x_é?.gzj.'ﬂcg’tj d= dt
2-[;: +y=+s <+t —z.g.x_g.t.}.]
é%iuﬂx:ybj
\J'\\,r - Eg'}'—zi-tz:l-.niigt:l dz dt
2'[_‘.!‘_' +=+==+t _EIEII—EItI}I]
|:|2
——E{uixsybj
dx
\J\\J\ _EE'?:_E'EJE'.DliEgt:' + .':'EE!
2 2y 2ol
|:|E
——gfuixsybj
u Y
\J\\I\ _I:E".'P'_E't:lz'.l:ll:Egt:l + |':'|:5!
2 P 222t
2.[12+}I2+52+t2_2'5'1_2't"_-.-'] Ty T = t

Zusammenfassung der Integranden:

—(Zex=2+5)% o=, t) N pl=at)
2 2, E E 7
224924524t 2o gup-pe ey )T HTH OISO 2
~(Zex=2: 510 o=, 1) _ I:E-'_-.'—E-t:lzh
2

2-[:c2+:.'2+52+t2—2-E-x—E-t-'_-.'] 2-[::2+:.'2+52+t2—
simplifeCans

5

Damit ist die Laplace’sche Dgl. erfidallt. d.h.
ufx,w> ist eine Potenzialfkt.



