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Nichtlineare Regression mit dem ClassPad II

Nichtlineare Regressionsmodelle und Daten-

transformation mit dem ClassPad II 

(quasilin. Regression, Levenberg-Marquardt-Verfahren)

Nichtlineare Regressionsmodelle können oftmals 

nur näherungsweise (iterativ) an vorliegende Daten-
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nur näherungsweise (iterativ) an vorliegende Daten-

erhebungen angepasst werden und die Parameter-

schätzungen sind mehr oder weniger ungenau, wenn 

das Iterationsverfahren zu zeitig abgebrochen wird 

oder nicht konvergiert. Zur Vereinfachung der Rech-

nung werden dann, sofern möglich, ersatzweise 

quasilineare Modelle genutzt.
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Aktuelle Software: Stand Sept. 2017
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Nichtlineare Regression mit dem ClassPad II

Nichtlineare Regressionsmodelle und Daten-

transformation mit dem ClassPad II  

(quasilin. Regression, Levenberg-Marquardt-Verfahren)

Im Vortrag wird zuerst erneut auf die logistische Regression 
mit dem ClassPad II eingegangen, die im betrachteten 
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mit dem ClassPad II eingegangen, die im betrachteten 

Beispiel (Abituraufgabe aus Niedersachsen) noch recht 

ungenaue Parameterschätzungen lieferte. 

Mithilfe eines nachgeschalteten Iterationsverfahrens (Leven-
berg-Marquardt-Verfahren) kann die Parameterschätzung 

mit dem ClassPad besser optimiert werden.

(T&T 2016 in München: Gauß-Newton-Verfahren)
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Das Beispiel:

Internationale Klimafinanzierung, 

Deutsche Ausgaben seit 2005 bis 2015 (in Mio. EUR)

{471, 515, 648, 881, 1063, 1431, 1563, 1664, 1950, 2344, 2684}

Datenquelle: (aktualisierte Daten, Stand Oktober 2016) 

https://www.bmz.de/de/mediathek/publikationen/reihen/
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https://www.bmz.de/de/mediathek/publikationen/reihen/

infobroschueren_flyer/infobroschueren/

Materialie262_klimaschutz_konkret.pdf

und (Stand April 2015: Ausgaben seit 2005 bis 2013)

https://www.bmz.de/de/mediathek/publikationen/reihen/

infobroschueren_flyer/infobroschueren/

Materialie263_klimaschutz_zeit_zu_handeln.pdf
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Das Beispiel:

Internationale Klimafinanzierung (aktualisiert), 

Deutsche Ausgaben seit 2005 bis 2015 (in Mio. EUR)

{471,515,648,881,1063,1431,1563,1664,1950,2344,2684}
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vorgegeben Daten (München,T&T 2016): seit 2005 bis 2012 

(nur für 8 Jahre, 2 Werte abweichend!)

{471, 515, 648, 881, 1063, 1431, 1560, 1663}
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Das Ergebnis von München: T&T 2016:
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Stand: T&T 2016 in München:

Das Auffinden der optimalen Parameterschätzungen für 
a, b, c wurde erreicht, indem die gefundenen Schätzungen 

als Startlösung für eine weitere iterative Verbesserung 

nach dem Gauß-Newton-Verfahren genutzt wurden:
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Modellgleichung:     y = c / (1 + a*e^(-b*x))

Startwerte:

a = 5.5691941       b = 0.306091       c = 2864.7528

Zielwerte (optimal nach 7 Iterationsschritten):

a=4.7921722060563    b=0.38637794069443       c=2257.1510161913
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Neu: das Levenberg-Marquardt-Verfahren nutzen:

Quelle:

https://de.wikipedia.org/wiki/Levenberg-Marquardt-Algorithmus
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Gegeben ist die Funktion f(x₁,...,xn) = y mit n Variablen x₁,...,xn und p 
gesuchten Parametern a₁,...,ap . Hier n=1 und p=4.

ClassPad400:  setzte A:=ln(a) aus numerischen Gründen

Define f(x,A,b,c,d)=c/(1+e^(-b*x+A))+d    x… xList (die Modellfunktion)

Define F(x,y,a,b,c,d)=y-f(x,a,b,c,d)           y…yList (die Residuen)
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zum Programm logiDReg (xList,yList,A0,b0,c0,d0,µ,I)

Aufbau der Matrix SP:

Berechnung der partiellen Ableitungen der Residuumsfunktion F nach 

jedem Parameter a₁, ..., a4:

Define r₁(x,a,b,c,d)=diff(F(x,y,a,b,c,d),a,1)

₂

₃

Prof. Dr. Ludwig Paditz 26.11.2017Page 12

₁

Define r₂(x,a,b,c,d)=diff(F(x,y,a,b,c,d),b,1)

Define r₃(x,a,b,c,d)=diff(F(x,y,a,b,c,d),c,1)

Define r4(x,a,b,c,d)=diff(F(x,y,a,b,c,d),d,1)=-1

Berechne

SP:=trn(F'(listx,a,b,c,d))*F'(listx,a,b,c,d) + 

μ^2*[[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,1,0], [0,0,0,1]]

wobei SP eine symmetrische und reguläre Matrix ist.
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'Iteration nach Levenberg-Marquardt-Verfahren

A0⇒a

b0⇒b

c0⇒c

d0⇒d

μ0⇒μ

dim(listx)⇒D
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⇒

⇒

dim(listx)⇒D

0⇒i

do

i+1⇒i

'print i
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approx(sum((approx(r₁(listx,a,b,c,d)))^2)+μ^2)⇒SP11

approx(sum(approx(r₁(listx,a,b,c,d))*approx(r₂(listx,a,b,c,d))))⇒SP12

approx(sum(approx(r₁(listx,a,b,c,d))*approx(r₃(listx,a,b,c,d))))⇒SP13

approx(sum(approx(r₁(listx,a,b,c,d))*(-1)))⇒SP14

approx(sum((approx(r₂(listx,a,b,c,d)))^2)+μ^2)⇒SP22

approx(sum(approx(r₂(listx,a,b,c,d))*approx(r₃(listx,a,b,c,d))))⇒SP23

₂ ⇒

₃ ⇒
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₂ ⇒

₂ ₃ ⇒

approx(sum(approx(r₂(listx,a,b,c,d))*(-1)))⇒SP24

approx(sum((approx(r₃(listx,a,b,c,d)))^2)+μ^2)⇒SP33

approx(sum(approx(r₃(listx,a,b,c,d))*(-1)))⇒SP34

approx(D+μ^2)⇒SP44

approx([[SP11,SP12,SP13,SP14],[SP12,SP22,SP23,SP24],

[SP13,SP23,SP33,SP34],[SP14,SP24,SP34,SP44]])⇒SP
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'Invertieren von SP und Schätzung für Korrektur der Parameter (vecs)

approx(F(listx,listy,a,b,c,d))⇒FA

approx(-SP^(-1)*[[sum(approx(r₁(listx,a,b,c,d))*FA)],

[sum(approx(r₂(listx,a,b,c,d))*FA)],

[sum(approx(r₃(listx,a,b,c,d))*FA)],

[sum((-1)*FA)]])⇒vecs

₀
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₃

⇒

'Definiere Parametersteuerung ρμ₀= (vereinfachte Darstellung)

((‖F(a,b,c,d)‖²-‖F(a+s1,b+s2,c+s3,d+s4)‖²)/

(‖F(a,b,c,d)‖²-‖F(a,b,c,d)+F'*[[s1],[s2],[s3],[s4]]‖²))

vecs[1,1]⇒s1

vecs[2,1]⇒s2

vecs[3,1]⇒s3

vecs[4,1]⇒s4
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'Nenner in ρμ₀

approx((sum(FA^2)-

sum((FA+s1*approx(r₁(listx,a,b,c,d))+s2*approx(r₂(listx,a,b,c,d))+

s3*approx(r₃(listx,a,b,c,d))+s4*(-1))^2)))⇒ε

If abs(ε)<10^(-12)

Then

print [i,μ,ρμ₀,ε]

Prof. Dr. Ludwig Paditz 26.11.2017Page 16

print [i,μ,ρμ₀,ε]

print vecab

print MSerr

stop

Ifend

approx((sum(FA^2)-
sum(approx(F(listx,listy,a+s1,b+s2,c+s3,d+s4))^2))/ε)⇒ρμ₀

'Startparameter a,b,c,d geeignet!
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'iterative Korrektur von a,b,c,d mithilfe von s1,s2,s3,s4 in 
Abhängigkeit von ρμ₀:

If ρμ₀≥0.2

Then

approx([[a],[b],[c],[d]]+vecs)⇒vecab

vecab[1,1]⇒a : vecab[2,1]⇒b : vecab[3,1]⇒c : vecab[4,1]⇒d

Ifend

₀
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⇒ ⇒ ⇒ ⇒

'μ-Anpassungsheuristik halbieren, belassen, verdoppeln

If ρμ₀>0.8 

Then

μ/2⇒μ

ElseIf ρμ₀<0.2

Then

2*μ⇒μ

Ifend
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approx(sum(FA^2)/(D-2))⇒MSerr

print [i,μ,ρμ₀,ε]

print vecab

print MSerr

LpWhile i<I
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return
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Logistische Regression mit TI-Nspire CX CAS:
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Verbesserung der TI-Lösung mit der CP-software:
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Weitere Verbesserung der logist. Regression:

Prof. Dr. Ludwig Paditz 26.11.2017Page 22



Nichtlineare Regression mit dem ClassPad II

Der Wendepunkt liegt weit entfernt von dem Datensatz:
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Diskussion:

Der optimale MSe-Wert wurde erreicht: MSe = 5645.655

Jedoch erscheint die logistische Regression für den Datensatz

von 2005 bis 2015 nicht geeignet, da sich die Daten weit links vom

Wendepunkt befinden und eine andere streng monoton wachsende

Prof. Dr. Ludwig Paditz 26.11.2017Page 25

Wendepunkt befinden und eine andere streng monoton wachsende

(konvexe?) Funktion eher passend sein sollte.

Es werden andere Kurventypen untersucht, die für den Datensatz

eher als Modellfunktion dienen könnten. 

Eventuell werden die Daten noch vor der Anpassung einer

Koordinatentransformation unterworfen. 
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Die logarithm. Regression ist eine lineare Regression, 

lediglich mit transformierten x-Daten: ln(x), MSe ist unverfälscht.
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Die Potenzregression wurde im quasilinearen Modell optimiert:   ln(y)= 

ln(a)+b*ln(x), d.h. MSe ist verfälscht wegen  min Σ(ln(yk)- ln(a)-b*ln(xk))^2
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Optimales  MSe=0.016137695
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Zusammenfassung (Potenzregression)
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Vergleich der bisher erzielten MSe-Werte:

für untransformierte y-Werte (in Mio. EUR)

Logarithm. Regress.:   MSe = 0.1187862*10^6 = 118786.2

Potenzregress.:           MSe = 0.0161377*10^6 =   16137.7
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Lineare Regress.:        MSe = 0.0155045*10^6 =   15504.5

Logist. Regress.:       MSe = 5645.655

Neues Modell: 
Potenzregress. mit Absolutglied y = a*(x+c)^b+d
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Vergleich der bisher erzielten MSe-Werte:

für untransformierte y-Werte (in Mio. EUR)

Logarithm. Regress.:   MSe = 0.1187862*10^6 = 118786.2

Potenzregress.:           MSe = 0.0161377*10^6 =   16137.7
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Lineare Regress.:        MSe = 0.0155045*10^6 =   15504.5

Logist. Regress.:       MSe = 5645.655

Neues Modell: 
Potenzregress. mit Absolutglied y = a*(x+c)^b+d

MSe = 5650.563
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Vergleich der bisher erzielten MSe-Werte:

für untransformierte y-Werte (in Mio. EUR)

Logarithm. Regress.:   MSe = 0.1187862*10^6 = 118786.2

Potenzregress.:           MSe = 0.0161377*10^6 =   16137.7

Lineare Regress.:        MSe = 0.0155045*10^6 =   15504.5
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Lineare Regress.:        MSe = 0.0155045*10^6 =   15504.5

Logist. Regress.:       MSe = 5645.655

Neue Modelle: 
Potenzregress. mit Absolutglied y = a*(x+c)^b+d

MSe = 5650.563

Arctan-Regression  y = a*arctan(c*(x-b))+d
MSe = 5558.848
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Vielen Dank für Ihre Aufmerksamkeit!


