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Nichtlineare Regression mit dem ClassPad Il H] V TEGHNIK UND WIRTSCHAFT
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Nichtlineare, speziell logistische Regression

mit dem ClassPad Il
(quasilineare Regression, Gauss-Newton-Verfahren)

Nichtlineare Regressionsmodelle konnen oftmals
nur naherungsweise (iterativ) an vorliegende Daten-
erhebungen angepasst werden und die Parameter-
schatzungen sind mehr oder weniger ungenau, wenn
das Iterationsverfahren zu zeitig abgebrochen wird
oder nicht konvergiert. Zur Vereinfachung der Rech-
nung werden dann, sofern moglich, ersatzweise
quasilineare Modelle genutzt.
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Nichtlineare, speziell logistische Regression

mit dem ClassPad Il
(quasilineare Regression, Gauss-Newton-Verfahren)

Im Vortrag wird speziell auf die logistische Regression mit
dem ClassPad Il eingegangen, die im betrachteten Beispiel
(Abituraufgabe aus Niedersachsen) noch recht ungenaue
Parameterschatzungen liefert.

Mithilfe eines nachgeschalteten lterationsverfahrens (Gauss-
Newton-Verfahren) kann die Parameterschatzung mit dem

ClassPad optimiert werden.
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Das Beispiel:
Internationale Klimafinanzierung,
Deutsche Ausgaben seit 2005 (in Mio. EUR)
{471, 515, 648, 881, 1062, 1431, 1563, 1664, 1975}

Datenquelle:
https://www.bmz.de/de/mediathek/publikationen/reihen/

infobroschueren_flyer/infobroschueren/
Materialie262_ klimaschutz_konkret.pdf
und
https://www.bmz.de/de/mediathek/publikationen/reihen/
infobroschueren_flyer/infobroschueren/
Materialie263 klimaschutz_zeit zu handeln.pdf
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Das Beispiel:

Internationale Klimafinanzierung,
Deutsche Ausgaben seit 2005 (in Mio. EUR)
{471, 515, 648, 881, 1062, 1431, 1563, 1664, 1975}

vorgegeben Daten:
(nur fur 8 Jahre, 3 Werte abweichend!)
{471, 515, 648, 881, 1063, 1431, 1560, 1663}
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#¥ File Edit Insert Action

Blcor] e o |-,

Problem der Genauigkeit der logistischen Regression mit ClassPad

seq(x, x, 0, 7)3listx
{0,1,2,3,4,5,6,7%
{471,515,648, 881, 1063, 1431, 1560, 1663 }>listy

{471,515,648,881,1063, 1431, 1560, 1663}
LogisticReg listx, listv, v1, On

done
DispStat
done
Logistische Reg.
v=c/ (1+a<e” (=b-x))
a = 5.5691941
b = 0.306091
c = 2864.7528
MSe = 5373.1492
Alg  Decimal Real Rad 1T
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¥ File Edit Insert Action

B o] B [ar]

M —

Logistische Reg.
v=c/ (1+a+e” (—=b-x))
a = 5.5691941
b 0.306091
c = 2864.7528
MSe = 5373.1492

Das CASIO=Ergebnis ist nicht optimal.

TI-Nspire CX CAS ergibt hier einen kleineren MSe—Wert:

Logistische Regression (d=0)

v=c/ (1+ae” (—=b-x))
a = 4.7921722060563
b = 0.38637794069443
c = 2257.1510161913

MSe = 4281. 770106

Alg Decimal Real Rad LT
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Das Auffinden der optimalen Parameterschatzungen fur
a, b, ¢ wird erreicht, indem die gefundenen Schatzungen
als Startlosung fur eine weitere iterative Verbesserung
nach dem Gauss-Newton-Verfahren genutzt werden:

Modellgleichung: y=c /(1 + a*e”*(-b*x))

Startwerte:
a=55691941 b =0.306091 c =2864.7528

Zielwerte (optimal nach 7 lterationsschritten):
a=4.7921722060563 b=0.38637794069443 c=2257.1510161913
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Das Gauss-Newton-Verfahren:

Quelle:
https://de.wikipedia.org/wiki/Gauss-Newton-Verfahren

k

Z(f(ﬂ’?i,h ey Tip) — y;)? — min!

1=1

Gegeben ist die Funktion f(x4,...,xn) = y mit n Variablen x4,...,xn und p
gesuchten Parametern a,,...,ap . Hier n=1 und p=3.

ClassPad400:
Define f(x,a,b,c)=c/(1+a*e(-b*x))  x... xList (die Modellfunktion)
Define r(x,y,a,b,c)=f(x,a,b,c)-y y...yList (die Residuen)
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Programm logiReg(xList,yList,a0,b0,c0,l)
(erstellt unter Mitwirkung von Carsten Stauch)
Aufbau der Matrizen D und DT:

Berechnung der partiellen Ableitungen der Residuumsfunktion r nach
jedem Parameter ay, ..., as:

Define ry(x,a,b,c)=diff(r(x,y,a,b,c),a,1)
Define r,(x,a,b,c)=diff(r(x,y,a,b,c),b,1)
Define r3(x,a,b,c)=diff(r(x,y,a,b,c),c,1)

seq(ry(xList[i],a,b,c),i,1,n)=I1: listToMat(I1)=v1
seq(r.(xList[i],a,b,c),i,1,n)=I1: listToMat(l1)=>v2
seq(rs(xList[i],a,b,c),i,1,n)=>I1: listToMat(I1)=v3
augment(augment(vi,v2),v3)=D: trn(D)=>DT
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Aufbau der Vektoren rv und rvi:
seq(r(xList[i],yList[i],a,b,c),i,1,n)=I1: listToMat(I1)=rv
rv|{a=a0,b=b0,c=c0}=rv1 (Residuenvektor mit Startwerten a,b,c)

'Ilteration nach Gauss-Newton-Verfahren

0=i

do

I+1=1

approx(D|{a=av[1,1],b=av[2,1],c=aVv[3,1]})=>D1
approx(DT|{a=av[1,1],b=av[2,1],c=aVv[3,1]})=DT1
approx(rv|{a=av[1,1],b=av[2,1],c=av[3,1]})=rv1
approx(av-(DT1*D1)A(-1)*DT1*rv1)=av

LpWhile i<l

Printav (Parametervektor mit a,b,c nach |=7 lterationsschritten)
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£ File Edit Insert Action

B ] 8 [ar s -

GaulB—Newton—Verfahren zur Verbesserung einer Startlosung im nichtlin.

Regressionsmodell:

Erhohung der Genauigkeit der logistischen Regression

seq(x,x,0,7, 1)2listx

1471,515,648,881, 1063, 1431, 1560, 1663 ;=>listy

LogisticReg listx, listy

1471, 515,648, 881, 1063, 1431, 1560, 1663}

10,1,2,3,4,5,6,7}

done
DispStat
done
Logistische Reg.
v=cf {(1+a-e™ (=h-x))
a = 5.569194115
b = 0.3060910062
c = 2864.752772
MSe = 5373.149194
Alg Decimal Real Rad m
Prof. Dr. Ludwig Paditz Page 12 13.11.2016
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¥ File Edit Insert Action

B ] B Ao [ _

Startparameter fiir nachfolgende Iteration:

aCoef

5.569194115
bCoef

0.3060910062

cCoef

2864, 752772
MSe

5373.149194
residual

{34.91107924,-46.63839104, -64. 72597803, -7. 773269664, -23, 35394769, 132. 0165809, 42, 28664049, —IE
sum{(ans~2/6)

5373.149194
Das CASIO=Ergebnis (MSe) ist nicht optimal.

Verbesserung der Parameterschitzung mit 7 Iterationsschritten:
logiReg (listx, listy, aCoef, bCoef, cCoef, T)

done
av
4.792157246
[0.388379273‘
2257.142817
Alg  Decimal Real Rad L
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3 File Edit Insert Action

B Cifor] e Ao ] -

ay

0.386379273

[4. 792157246]
2257.142817

Neuberechnung von MSe:
Define f(x,a,b,c)=((c)/ (1+ake P*¥X))

done
Define r(x,v,a, b,c)=f(x,a,b,c)—y

done
sum { {r {listx, listv,av[1,1]1,av[2,1],av[3, 1]))2)IB$ME

4281. 7701086
TI=Nspire CX CAS ergibt hier den gleichen MSe—=Wert: 4281.770106

TI-Nspire CX CAS:

Logistische Regression (d=0)
v=c/ (1+a-e” (—b*x))
a = 4.7921722060563
b 0.38637794069443
c = 2257.1510161913
MSe = 4281. 770106

Alg  Decimal Real Rad L
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£ Zoom Analysis Calc
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TECHNIK UND WIRTSCHAFT
UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Der vollstandige Quelltext:

£ Edit Ctrl 170 Misc

& Edit Ctrl 1/0 Misc (%]

|D|[Z%|E|é¢||fé|%|%igz:: |a g;;;;ﬁ
logiReg |N |xList, yList, a0, b0, c0, [ TogiReg "N [xList, yList, a0, b0, c0, 1
I Prof. Dr. Ludwig Paditz, Carsten Stauch, 24.05.2016

dim {xList)n

: Programm logiReg (xList, vList, a0, b0, c0, 1)
: a0, b0,c0 ...

xList, vList ... Eingangsdaten
Anfangsschatzungen
I ... Anzahl der [terationen

Modellgleichung: v=c/ (1+a%e™ (—b¥x))

Cutput av ... geschatzte Koeff.

e e

'+ logistische Regression
e T T L e 2

local i,n,l11,v1,v2,v3,rv,rvl
local D,D1,DT,DT1,a,b,c
ClrText

DelVar a,b,c

dim (xList)®n

[[a0], [bO], [cU]]#av

define f(x,a, ,c)—c!(1+a*e {(—b¥x))
define ri{x,v,a , b,c)=f(x,a,b, c)—y

define r;(x,a, b ,C)= d;ff(r(x v.a,b,c),a, 1)
define rz(x,a,b,c)=d;ff(r(x,y, +b,c),b, 1)
define rs(x,a, b, c)=diff (r(x,v,a,b,c),c, 1)

seq(r, (xList[il,a,b,c),i, 1,n)>11

[[a01, [bO1, [c0]]12av

define f(x,a,b, c)—c!(1+a*e {(—b¥x))
define ri{x,v,a, b,c)=f(x,a,b, c)—y

define rl(x,a,b,c)=diff(r(x v,a,b,c),a, 1)
define rz(x,a,b,c)=d;ff(r(x,y, :b,c),b, 1)
define ri(x,a, b, ¢)=diff(r(x,v,a,b,c),c, 1)

seq(r,(xListlil,a, b,c),1,1,n)?l1l
ListToMat (11)3v1 ]
seq(rz(xList[il,a, b,c),i, 1,n)=11
ListTolMat (11 )22 ]
seq(rs(xList[il,a, b,c),i, 1,n)=11
ListToMat (11 )3v3

augment (augment (v1, v2), v3)3D
trn{D)2>DT

seq(r(xList[i]l, vList[il,a,b,c),i, 1,n)2I1
ListTolat (11 )3rv

DelVar 11,v1,v2,v3

rv| {a=a0, b=b0, c=c0}3rvl

ggeratlon nach Gauss—Newton—‘Jerfahren
i

do

i+13i

approx (D] {a=av[1 ' 1

1,b=av[2,1]1,c=av[3,11})3D
approx(DTI{a—av[ 11, b=av[2,1],c=av[3,11%)

)
¥

ListToMat (11)»v1 ) =>DT1
seq(rz(xList[il,a, b,c),i, 1,n)=>11 approx (rv|{a=av[l,1],b=av[2,11,c=av[3, 11})9rvl
ListToMat (11 ) 3v2 ) approx (av—(DT1%xD 1)~ {~1)*DT1%rv1)%ay
seq(rg(xList[il,a, b,c),i, 1,n)311 LpWhile i<I

ListToMat (11 )»v3

augment (augment(v1,v2),v3)3D Print av

trn(D)3DT

Program Editor Program Editor ]

Prof. Dr. Ludwig Paditz
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Disskussion:
Der optimale MSe-Wert wurde erreicht: MSe = 4281.770106

Die optimalen Parameter sind (ClassPad):

a=4.79215724627033, b=0.38637927297791, ¢=2257.14281723208

Die optimalen Parameter sind (Tl-nspire CX CAS):
a=4.7921722060563, b=0.38637794069443, ¢=2257.1510161913

Die hinteren Ziffern sind fur den minimalen MSe-Wert bedeutungslos.
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Nichtlineare Regression mit dem ClassPad Il

Einzelschritte der Iteration:

Nach dem 7. Schritt bleibt MSe
stabil: Mse =4281.770106

Nach dem 12. Schritt bleibt b
stabil: b = 0.3863779849

1/

HOCHSCHULE FUR

TECHNIK UND WIRTSCHAFT

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

£+ File Edit Insert Action

B [lir] o[]S

")

Einzelschritte der Iteration:

logiRegm (listx, listy, aCoef, bCoef, cCoef, 15)

Neuberechnung von MSe:

Define f(x,a, b, c)=((c)/(l+axe P*X))

Define r(x,v,a,b,c)=f(x,a,b,c)-¥

seq (sum( (r (listx, listv, avn[k, 2], avnlk, 31, avn[k, 4]))2):'6,k, 1,16,1)
{5373.149194,34661.18363,5448.117112, 4292, 695539, 4281. 84USSH

augment (avn, listTolMat (ans) )»avd

done

done

done

[0 5.569194115 0.23060910062 2864. 752772 5373.149194]
. . 1 3.80376982 0.3905370319 1786.703443 34661.18363
NaCh dem 13 SCh”tt blelbt C 2 4.864635462 0.3665451351 2296.085137 5448.117112
. 3 4.741045948 0.388036182 2236.424948 4292.695539
Stabll c= 2257150762 4 4.796100151 0.3858024154 2260.033454 4281.840889
5 4.79138799 0.3864359606 2256. 76278 4281.771235
6 4.792270058 0.3863683676 2257.208011 4281.770127
H1H T 7 4.792157246 0.386379273 2257.142817 4281.770106
a OSZIIllert ab dem 12 SCh”tt 8 4.792173835 0.3863777989 2257.151895 4281.770106
9 4.792171518 0.3863780111 2257.150602 4281.770106
a= 47921 721807 10 4.792171847 0.3863779812 2257.150785 4281.770106
11 4.792171801 0.3863779855 2257.150759 4281.770106
a= 47921 721806 12 4.792171807 0.3863779849 2257.150763 4281.770106
13 4.792171806 0.3863779849 2257.150762 4281.770106
14 4.792171807 0.3863779849 2257.150762 4281.770106
|15 4.792171806 0.3863779849 2257.150762 4281.770106]
Alg  Decimal Real Rad Lo
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Verlauf der lteration im Parameter-
bereich (3D-Grafik):

Dazu wird eine 3D-Funktion

in Parameterdarstellung

[Xsti(s,t), Ysti(s,t), Zst1(s,t)] definiert,
die in den t-Werten 0, 1, 2, ..., 5

(s wird nicht genutzt)

die iterierten Parametertripel (a,b,c) als
Raumpunkte anzeigt.

Es ergibt sich ein interessanter Verlauf!

## Edit Zoom Analysis ¢ (x]

BREEERRNGEE

Startpunkt (1=0)

(t=1)
Y\
ic=2864. 7528
Xc=5. 5691941 yc=0. 306091
sc=0 tc=0
Xst1=a-t"5+bet "~ d+c-t*3+d-t"2+e-t+g| {a=—0. 0581279 | Oy
Rad  Real o

Prof. Dr. Ludwig Paditz
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Yiew Window

Memory

HOCHSCHULE FUR

min 1700

max 2900
angle 8: =167
angle ¢: 64
smin 0

max :0
tmin 0

max [d

View-Window
View Window
Memory
¥min 3
max :6
grid :3
ymin 0.3
max 0.4
grid
Imin @ 11700
may 29NN
0K Cancel Default

0K Cancel Default

-/

Rad Real

Real

Rad

TECHNIK UND WIRTSCHAFT
DRESDEN
UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

| Prof. Dr. Ludwig Paditz
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# File Edit Insert Action

CEISIERDarsg

Xstl(s,t) ... Verinderung Parameter a
¥stl(s,t) ... Veranderung Parameter b
Zstl{(s,t) ... Verianderung Parameter c

atd+bt L +ct S+de et +i=avdl 1, 21 |t=0
atd+bt L et S+de 2 rer+i=avd [ 2, 21 | t=1
atd+bt L +ct S+de 2 rer+i=avd[3, 21 |t=2
atd+bt L +ct S+de et +i=avdl4, 21 |t=3
atd+bt et S+de 2 et +i=avd[5, 21 |t=4

[ Xst1(s,t) 5.569 3.804 4.79
Ystl(s,t) [=2|0.306 |—|0.391 -...~>|0.39
| Zst] (s, t) 2864.75 1786.70 2257.0

at5+bt4+ct3+dt2+et+f=avd[6, 211t=5|a,b,c,d, e, f

|

1a=-0. 05812794099, b=0. 8051895751, c=—4. 046396441, d=8. 787926381, e=—T7. 204015868, f=5. 569194115}

Variable f ist belegt (g statt f nutzen):

Define Xstl(s, t)=at5+bt4+ct3+dt2+et+g| {a=—0. 05812794099, b=0. 8051895751, c=—4. 046396441, d=8., 787926381, e="7. 254015865E|

done
atd+bt L+t S+de 2+et+f=avdl 1, 31t=0
atd+bt L+t S+de et +i=avdl 2, 31 1t=1
atd+bt L+t S+de 2+et+i=avdl 3, 31 1t=2
Alg  Decimal Real Rad ml
Prof. Dr. Ludwig Paditz Page 21 13.11.2016
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UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

£ File Edit Insert Action

CEIEREracio

atd+bt et S+de 2 +et+f=avd[1, 41t=0
atd+bt et S+d 2 ret+i=avd[2, 41 | t=1
atd+bt Lct 3 +de 2 +et+i=avd (3, 41| t=2
atd+bt Lct 3 +de 2 +ot+i=avd (4, 41| t=3
atd+bt et S+de 2 +et+i=avd[5, 41 | t=4

at5+bt4+ct3+dt2+et+f=avd[6, 411t=5(a, b,c,d, e, f
{a=—29.76034951,b=414. 6361403, c=—2103. 220255, d=4647. 328537, e=—4007. 033401, f=2864. 752772}
Define Zst1(s, t)=atd+bxt 2 +cxtS+dxt Z+ext+g| {a=—29. 76034951, b=414. 6361403, c=—2103. 220255, d=4647. 328537, e=—4007. 033401, g=2864. 752772}

done

'3D-Grafik |5

sheet1|sheet2 [Sheet3 [Sheet4 [Sheet5|

X5t1=a°t5+b°t4+0°t3+d°t2+e°t+g| {a=-0.05812794099, b=0.8051895751, ¢=—4. 046396441, d=8. 787926381, e=—7. 254015868, g=5. 569194115}
OY5t1=a°t5+b°t4+0°t3+d°t2+e°t+g| {a=2. 657737554-10_3, b=-0. 03587440152, c=0.174456448, d=—0. 366333558, e=0. 3095397996, g=0. 3060910062} —

ZStl:a-t5+b°t4+c-t3+d-t2+e-t+g| {a=—-29. 76034951, b=414.6361403, c=—-2103. 220255, d=4647. 328537, e=—4007. 033401, g=2864. 752772}
Oz
23
Ozd:
(25t
F:H
Ozt
()z8:
(z9:

210: 0

OO 0O0OO0OooOooOo o d

Alg Decimal Real Rad
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Nichtlineare Regression — quasilineare Regression
Beispiel Potenzregression: y(x) = m*x*k

Datensatz: seq(x,x,1,3,1)=listx {1, 2, 3}
{1,4.1,8.8}=listy {1,4.1, 8.8}

optimale Parameter: k=1.918615954, m=1.071020122
MSe = 0.007852203424

Potenzregression (als quasilineare Regression) im ClassPad:
k=1.985583089, m=1.009394317
MSe = 0.03071481318

Fazit: die quasilin. Reg. ergibt nur eine Naherungslosung!
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Nichtlineare Regression — quasilineare Regression
Beispiel Potenzregression: y(x) = m*x*k

Datensatz: seq(x,x,1,3,1)=listx {1, 2, 3}
{1,4.1,8.8}=listy {1,4.1, 8.8}

Quelle:

L.Paditz (Mitautor - Teil Stochastik)

Lehr- und Ubungsbuch Mathematik Teil: Bd. 3.,
Lineare Algebra - Stochastik: mit 133 Beispielen und
249 Aufgaben mit Losungen, 2. Aufl. 2001 (Hanser-Verl.)
ISBN: 978-3-446-21682-2

Fazit: die quasilin. Reg. ergibt nur eine Naherungslosung!
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UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

## File Edit Insert Action

SIS B EID

3
> ( (listy[1]—-m*listx[i] k) 2] |{k=1.985583089, m=1.009394317}
i=1

0.03071481318

Offenbar ergeben das Ausgangsmodell (Power Reg) und das quasilineare Modell
(Linear Reg mit transformierten Daten) das gleiche Ergebnis. |
Power Reg rechnet intern quasilinear!

Berechnung im Ausgangsmodell nach MKQ:

3
Define F(m, k)= > ( (listy[i]l—-m*listx[i]"k)2)
i=1
done

A (F(m, k))=03Gl1
dm
0.1-(10-22k+1 .4 20.32°Key—a1.2k+ 11 76.3K420.m-20) =0
d -
i (Fm, k) =0GI2

0.1-(6.931471806-22°k%1.142421, 97224577-32°K.;n2-28., 4190344-2K*1.1n-193. 3557628-3K-m)=0

‘Gll‘
Gl2|m, k
{k=1.918615954, m=1.071020122}

F(m, k) |{k=1.918615954, m=1.071020122}

7.852203424E-3

Alg Decimal Real Rad L{IT]|

Prof. Dr. Ludwig Paditz Page 25 13.11.2016



HOCHSCHULE FUR
TECHNIK UND WIRTSCHAFT

Nichtlineare Regression mit dem ClassPad Il

H_I V UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES
£ File Edit Insert Action

B de] B A a

Lineare Algebra — Stochastik : mit 133 Beispielen und 249 Aufgaben mit Losungen
2. Aufl. 2001
ISBN: 978-3-446-21682-2

Nachiteration mit Programm PowRegm (listx, listy, a0, b0, I}
PowerReg listx, listy, 1, ¥1,On
done
aCoef
1.009394317
bCoef
1.985583089
PowRegm (listx, listy, aCoef, bCoef, 7)
done
av

1.071020122]
[1.918815954_
trn(avm)

[1.009394317 1.985583089]

1.07103618 1.916957657

1.070988852 1.918646125

1.071020677 1.918615443

1.071020113 1.918615962

1.071020122 1.918615953

1.071020122 1.918615954

[1.071020122 1.918615954 |
Alg  Decimal Real Rad L
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_ Vielen Dank fiir hre Aufmerksamkeit!
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