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Nichtlineare, speziell arctan-Regression
mit dem ClassPad Il

(quasilineare Regression, Levenberg-Marquardt-Algorithmus)

Nichtlineare Regressionsmodelle konnen oftmals
nur naherungsweise (iterativ) an vorliegende Daten-
erhebungen angepasst werden und die Parameter-
schatzungen sind mehr oder weniger ungenau, wenn
das Iterationsverfahren zu zeitig abgebrochen wird
oder nicht konvergiert. Zur Vereinfachung der Rech-
nung werden dann, sofern moglich, ersatzweise
quasilineare Modelle genutzt.
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Nichtlineare, speziell arctan-Regression
mit dem ClassPad Il

(quasilineare Regression, Levenberg-Marquardt-Algorithmus)

Im Vortrag wird speziell auf die arctan-Regression mit dem
ClassPad Il eingegangen, die jedoch im ClassPad nicht be-
reitgestellt wird und daher neu programmiert werden musste.

Fur das betrachtete Beispiel (Daten aus dem Chemieunter-
richt am Gymnasium Coswig) werden brauchbare Parameter-
schatzungen fur die arctan-Regression erhalten. Mithilfe eines
lterationsverfahrens (Levenberg-Marquardt-Algorithmus)
konnte die Parameterschatzung optimiert werden.
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Nichtlineare, speziell arctan-Regression
mit dem ClassPad Il

(quasilineare Regression, Levenberg-Marquardt-Algorithmus)

* Der Levenberg-Marquardt-Algorithmus, benannt nach Kenneth Levenberg
und Donald Marquardt, ist ein numerischer Optimierungsalgorithmus zur
Losung nichtlinearer Ausgleichs-Probleme mit Hilfe der
Methode der kleinsten Quadrate. Das Verfahren kombiniert das
Gaul3-Newton-Verfahren mit einer Regularisierungstechnik, die absteigende
Funktionswerte erzwingt.

* Der Levenberg-Marquardt-Algorithmus ist deutlich robuster als das Gaul3-
Newton-Verfahren, das heildt, er konvergiert mit einer hohen Wahrschein-
lichkeit auch bei schlechten Startbedingungen, allerdings ist auch hier Kon-
vergenz nicht garantiert. Ferner ist er bei Anfangswerten, die nahe dem
Minimum liegen, oft etwas langsamer.
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Das Beispiel:

Daten aus dem Chemieunterricht am Gymnasium Coswig:

50 Messpunkte (listx angepasst)

seq(x,x,1,50,1)=listx
{1, 2, 3, ..., 48, 49, 50}

{3.25, 3.35, 3.54, 3.65, 3.74, 3.82, 3.87, 3.94, 4.00, 4.06,
411, 4.22, 4.22, 4.27, 4.32, 4.34, 4.39, 4.44, 4.46, 4.52,
4.56, 4.62, 4.70, 4.73, 4.77, 4.82, 4.89, 4.93, 5.00, 5.09,
5.19, 5.31, 5.47, 5.65, 6.08, 8.33, 9.22, 9.44, 9.61, 9.74,
9.80, 9.88, 9.92, 9.96, 10.01, 10.05, 10.06, 10.08, 10.10,
10.13} =listy
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Das Beispiel: Wendepunkt ca. bei (b,d)=(35.5, 7.2)
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Der Modellansatz: anfangs wurde die logistische Regression versucht
Logistische Regression: y=c/(1+ae?-bx))+d

Problem: im CP400 istnur y=c /(1 + a*e?(-b*x)) vorhanden.

In einem anderen Beispiel zeigte sich, dass diese Modellanpassung im
CP400 sehr ungenau programmiert ist (zu schneller Abbruch des
lterationsverfahrens zur Bestimmung der Modellparameter a, b, c)

Vorschlag von Herrn Stauch (05/2016):
arctan-Regression: y = a*( arctan(cx(x-b))+d Wendepunkt (b,d)

Problem: Gaul3-Newton-Verfahren konvergiert schlecht.
Losung: Levenberg-Marquardt-Verfahren auf dem ClassPad |l

Inzwischen stellte sich heraus, dass die arctan-Regression sogar
eine bessere Modellanpassung liefert als die logistische Regres-
sion mitdem Ansatz y=c/(1+ae?(-b*x))+d .
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Das Ergebnis einer logistischen Regression mit Tl nspire CX CAS:

£+ Datei Edit Einfiigen Aktion

B0 e [ T

mit TI=nspire CX CAS:

Logistic listx, listy
Meldung: *Fehler: singuliare Matrix™

LogisticD listx, listy, [Iter]
Iter ... optional: Zahl der Iterationsschritte (hier 43)
stat. results zeigt an:

[ *Titel” ”Logistische Regression (d+0)”]
”"RegEqn” ?c/f (1+ake”™ (—bxx) )+d”
ra” 7.9316945760478E8
”b” 0.58274796732866
rc” 5.8256799279952
»d” 4.2660811472028
| "Resid” {...}”

594550131644, -0.03124016880285,-0.02588191286394,-0.00847691124171,0.01007313347661, 0. 03926321946299}>resid
{-1.01608116,-0.9160811708,-0.7260811894,-0.6160812228,-0.5260812825,-0. 4460813896, —-0. 3960815813, -0. 3260(@

sum(ans”2) / 48>MSError

0.1766749421
stop

Algeb Dezimal Reell 2m L
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Das Ergebnis der arctan-Regression mit ClassPad II:
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Das Levenberg-Marquardt-Verfahren:

Quellen:
https://www.igpm.rwth-aachen.de/Numa/NumaMB/SS10/LevMarq.pdf

http://www.mathematik.uni-kl.de/fileadmin/AGs/techno/
lecture_files/SS14/HM-Numerik/BeispielLevenbergMarquardt.pdf

https://de.wikipedia.org/wiki/Levenberg-Marquardt-Algorithmus

Das L-M-Verfahren arbeitet stabiler als Gauss-Newton-Verfahren:

Gegeben ist die Funktion y=f(xi,...,xn) mit n Variablen x,...,.xn und p
gesuchten Parametern a,...,ap . Hier n=1 und p=4.

ClassPad400:
Define F(x,a,b,c,d) = a*(arctan(c*( x - b ))+d X... XList

(die Modellfunktion)
Define r(x,y,a,b,c,d) = y-F(x,a,b,c,d) vy...yList (die Residuen)
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Programm arctDReg(xList,yList,a0,b0,c0,d0,u)

Aufbau der symmetrischen Matrix  SP := trn(F*)*F' + p*I
(I ... Einheitsmatrix) vom Typ (4,4):

Berechnung der partiellen Ableitungen der Residuumsfunktion r nach

jedem Parameter a:=a, a:=b, as=c, a.=d :

Define r,(x,a,b,c,d)=diff(r(x,y,a,b,c,d),a,), k=1,2,3
Define ri(x,a,b,c,d)=diff(r(x,y,a,b,c,d),d) = -1

SP11+ u’ SP12 SP13 SP14
SP12  SP22+u’ SP23 SP24
= SP
SP13 SP23  SP33+u’ SP34
SP14 SP24 SP34  SP44+u’

Prof. Dr. Ludwig Paditz Page 11 13.01.2017
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Aufbau der Elemente SPjk (j,k=1,2,3,4 mit j<k) in Matrix SP:
approx(sum((approx(r(listx,a,b,c,d)))"2)+u"2)=3Pjj , j=1,2,3,
approx(dim(listx)+u”2)=SP44
approx(sum(approx(r;(listx,a,b,c,d))*approx(r,(listx,a,b,c,d))) )= SPjk

Berechnung der Korrekturen (vecs) fur die Parameter a,b,c,d:
approx(F(listx,listy,a,b,c,d))=FA
approx(-SP*(-1)*[[sum(approx(r:
'sum(approx(r:
'sum(approx(rs
'sum(approx(ra

listx,a,b,c,d))*FA)]
listx,a,b,c,d))*FA)]
listx,a,b,c,d))*FA)]
listx,a,b,c,d))*FA)]])=vecs

AN N N N

approx([[a],[b],[c],[d]]+Vvecs)=Vvecab
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Steuerung des Verfahrens mit Steuerparameter p:

Parametersteuerung ppo ;=
((IF(a,b,c,d)lI*-IF(a+s1,b+s2,c+s3,d+s4)l?)/
(IF(a,b,c,d)l*-lIF(a,b,c,d)+F'«[[s1],[s2],[s3],[s4]]l?))

Steuerungsregel:

Wenn 0.2< ppo < 0.8, dann p beibehalten
Wenn ppo > 0.8, dann p halbieren

Wenn ppo < 0.2, dann p verwerfen und mit verdoppeltem p starten.

Anmerkung: die Schranken 0.2 und 0.8 konnen variiert werden, ebenso das
Verkleineren (halbieren) und das Vergrol3ern (verdoppeln).
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Iteration nach Levenberg-Marquardt-Verfahren in Einzelschritten
und Beobachtung der Iteration:

vecab[1,1]=a, vecab[2,1]=b, vecab[3,1]=c, vecabl4,1]=d

approx(sum(FA*2)/48)=MSerr

Aufruf des Korrekturvektors vecs,
der korrigierten Parametervektors vecab,

des MSerr und des Steuerindikators ppo

Programmaufruf (Start): arctDReg(listx,listy,a0,b0,c0,d0,u0)

Programmaufruf (z.B. mit p=4):
arctDReg(listx,listy,vecab[1,1],vecab[2,1],vecab[3,1],vecab[4,1],4)

Prof. Dr. Ludwig Paditz Page 14 13.01.2017
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Der erste Iterationsschritt mit den Startparametern:

£# Datei Edit Einfiigen Aktion

B[] er] B [ar] 9

'] [

Startparameter aus 2D-Grafik:

a0:=2

b0:=35.5

c0:=.5

d0:=7

n0:=8 (frei gewahlt)

arctDReg (listx, listy, 2, 35.5,0.5,7,8)

done
vecs
4.11919143E-3
-0.02209106744
0.01915266986
0.1072245047
vecab
2.004119191 ]
35.47790893
0.5191526699
7.107224505 |
MSerr
0.1841149077
PHo
1.000438866
stop
Algeb Dezimal Reell 2o ]
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Der zweite Iterationsschritt mit den korrigierten Parametern:

£# Datei Edit Einfiigen Aktion

Y-

0.1841149077

PHo
1.000438866
stop
stopl
arctDReg (listx, listy, vecab[1, 1], vecab[2, 11, vecab[3, 11, vecab[4, 11, 4)
done
vecs
0.03039333896 ]
-0.03704400312
0.01292260288
0.1154787915
vecab
2.03451253
35.44086493
0.5320752727
7.222703296 |
MSerr
0.1391256797
PHo
1.000235768
stop
Algeb Dezimal Reell 2n [
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Der 14. Iterationsschritt mit den korrigierten Parametern (Ende):

£# Datei Edit Einfiigen Aktion

Y-

MSerr

PHo

stop

arctDReg (listx, listy, vecab[1, 1], vecab[2, 11, vecab[3, 11, vecab[4,11, 2" (=10))

vecs

vecab

MSerr

PHo

stop

2.388292837Ee-6 ]
-2.381034146€E-6
-4.07329166E-6
5.411387057Ee-7 |

0.1127910421

1.433184784

stopl3

done

2.072998731 ]
35.35123573

0.4965037943
7.266764475 |

0.1127910421

1.433313296

Algeb Dezimal Reell 2n
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£ Edit Strg 170 Yers. X

D EEDDBEMER e

arctDReg N |listx, listy, a0, b0, c0, d0, n0
© Prof.Dr.Ludwig Paditz, 12.12.2016
Levenberg—Marquardt—Verfahren
verbundene Datenlisten listx, listy
Startparameter a0, b0, c0, dO
Steuerparameter p0

local x,y,a,b,c,d,n,sl,s2,s3,s4,SP,SP11,SP12, SP13, SP14, SP22, SP23, SP24, SP33, SP34, SP44,F, FA, 1y, T2, I's, Ty
DelVar x,y,a,b,c,d,n

Define F(x,y,a, b, c,d)=y—axtan™(ck(x—b))—d

- w w wru

Define r,(x,a, b, c,d)=diff (F(x,y,a,b,c,d),a)
Define ro(x,a, b, c,d)=diff (F(x,y,a,b,c,d),b)
Define rs:(x,a, b, c,d)=diff (F(x,y,a,b,c,d),c)
Define r.(x,a, b, c, d)=diff (F(x,y,a,b,c,d),d)

*Anmerkung ry(x,a,b,c,d)=-1

al0>a
b0>b
c03c
do>d
po>p

'Berechne trn(F’(listx, a, b, ¢, d) )*F’ (listx, a, b,c,d)+n"~2%[[1, 0, 0,01, [0, 1,0,01, [0,0,1,01,[0,0,0,111
approx (sum ( (approx (r, (listx, a, b,c,d)))~2)+u"~2)»SP11

approx (sum (approx (r, (listx, a, b ¢, d) ) *approx (rz (listx,a, b,c,d))))>SP12
approx (sum (approx (r, (listx, a, b, ¢, d) ) *approx (rz (listx, a, b, c,d) ) ) )>SP13
approx (sum (approx (r, (listx, a, b, ¢, d) ) *approx (r4 (listx, a, b, c,d) ) ) )>SP14
approx (sum ( (approx (r, (listx, a, b, c,d)))"2)+n"2)3SP22

approx (sum (approx (r. (listx, a, , ¢, d) ) *approx (r; (listx,a, b, c,d) ) ) )>SP23
approx (sum (approx (rz (listx, a, b, ¢, d) ) kapprox (r,4 (listx, a, b, c,d) ) ) )SP24
approx (sum ( (approx (r; (listx, a b c d)))"2)+n"2)3>SP33

approx (sum (approx (rz (listx, a, b, ¢, d) ) kapprox (r,4 (listx, a, b, c,d) ) ) )»SP34

approx (dim (listx)+p~2)>SP44
approx([[SP11,SP12,SP13,SP141, [SP12, SP22, SP23,SP24], [SP13,SP23, SP33,SP341, [SP14, SP24, SP34, SP4411)>SP

Programm-Editor ©m
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£ Edit Strg 1/0 Vers. (%]
ONEDNDBEDDER g
arctDReg [N Jlistx, listy, a0, b0, c0, d0, p0

approx([[SP11,SP12,SP13, SP141, [SP12,SP22, SP23, SP241, [SP13,SP23, SP33, SP341, [SP14, SP24, SP34, SP4411)>SP

‘Invertieren und Schatzung fiir vecs
approx (F (listx, listy, a, b, ¢, d) )FA

approx (—SP” (—=1)+[ [sum (approx (r, (listx, a, b, ¢, d) )*FA) 1, [sum (approx (r; (listx, a, b, c,d) )*FA) 1, [sum (approx (rz(listx, a, b, c, d)
)Y+FA) 1, [sum(approx(r,(listx,a, b, c,d) )+*FA)11)3vecs

’[Desf]ini([eri]lﬁggr;letersteuerung pro=((lIF(a, b, ¢, ) I>=|IF (a+s1, b+s2, c+s3, d+sd) |I?) / (|IF(a, b, ¢, D) I>-IF(a, b, ¢, D) +F’*[[s11], [s2],
s31, [s

vecs[1, 1]13sl

vecs[2, 1]13s2

vecs[3, 119s3

vecs[4, 1]13s4

approx ( (sum{(FA”~2)—-sum (approx (F (listx, listy, a+sl, b+s2, c+s3, d+s4))"~2)) / (sum(FA"2)—sum ( (FA+s1*approx (r, (listx,a, b,c,d))
+s2%approx (r; (listx, a, b, ¢, d) ) +s3%approx (rz (listx, a, b, ¢, d) )+sdkapprox (ry (listx, a, b, c,d)))"2) ) )>pn,e

*Startparameter a, b, c,d geeignet!
’print vecs
’print pHo

*iterative Korrektur von a,b,c,d mithilfe von sl,s2, s3, s4:
approx([[al, [bl, [c], [d]]1+vecs)>vecab

vecab[1l, 112a

vecab[2, 113b

vecab[3, 1]12c¢c

vecab[4, 113d

approx (sum(FA~2) /48)3>MSerr

return

Programm-Editor T m
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Einzelschritte der Iteration:

£+ Datei Edit Einfiigen Aktion

[ Index a b c d MSe

1 2.004119191 35.47790893 0.5191526699 7.107224505 0.1841149077
2 2.03451253 35.44086493 0.5320752727 7.222703296 0.1391256797
3 2.058012834 35.39734217 0.5207052699 7.263618204 0.1157284338
4 2.065509483 35.36269923 0.5094021663 7.265528257 0.113080075

5 2.069493165 35.35430856 0.5023912682 7.26590837 0.1128392685
6 2.071531332 35.35286797 0.499004312 7.266453312 0.1128002336
7 2.072356365 35.35184513 0.4975947704 7.266614699 0.1127927679
8 2.07272568 35.35152594 0.4969704393 7.266704987 0.1127913653
9 2.072880572 35.35135178 0.4967051131 7.266737469 0.1127911026
10 2.072948934 35.35128753 0.4965888776 7.266753479 0.1127910534
11 2.072978098 35.35125631 0.4965389833 7.266759802 0.1127910442
12 2.072990857 35.35124384 0.4965172429 7.266762725 0.1127910425
13 2.072996343 35.35123811 0.4965078676 7.266763934 0.1127910421
(14 2.072998731 35.35123573 0.4965037943 7.266764475 0.1127910421 |
Algeb Dezimal Reell 2n (]
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Nichtlineare Regression — quasilineare Regression
Beispiel Potenzregression: y(x) = m*x*k

Datensatz: seq(x,x,1,3,1)=listx {1, 2, 3}
{1,4.1,8.8}=listy {1,4.1, 8.8}

optimale Parameter: k=1.918615954, m=1.071020122
MSe = 0.007852203424

Potenzregression (als quasilineare Regression) im ClassPad:
k=1.985583089, m=1.009394317
MSe = 0.03071481318

Fazit: die quasilin. Reg. ergibt nur eine Naherungslosung!

1 Prof. Dr. Ludwig Paditz 1 Page 22 1 13.01.2017
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Nichtlineare Regression — quasilineare Regression
Beispiel Potenzregression: y(x) = m*x*k

Datensatz: seq(x,x,1,3,1)=listx {1, 2, 3}
{1,4.1,8.8}=listy {1,4.1, 8.8}

Quelle:

L.Paditz (Mitautor - Teil Stochastik)

Lehr- und Ubungsbuch Mathematik Teil: Bd. 3.,
Lineare Algebra - Stochastik: mit 133 Beispielen und

249 Aufgaben mit Losungen, 2. Aufl. 2001 (Hanser-Verl.)
ISBN: 978-3-446-21682-2

Fazit: die quasilin. Reg. ergibt nur eine Naherungslosung!
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£ File Edit Insert Action

mlee] ¢ [~ [ T

3
> ( (listy [i1-m*listx[i1°k) 2) | {k=1. 985583089, m=1. 009394317}
i=1

0.03071481318

Offenbar ergeben das Ausgangsmodell (Power Reg) und das quasilineare Modell
(Linear Reg mit transformierten Daten) das gleiche Ergebnis. |
Power Reg rechnet intern quasilinear!

Berechnung im Ausgangsmodell nach MKQ:

3
Define F(m, k)= 2 ( (listy [i]l-m*listx[i]~k)2)
i=1
done

4 (F(m, k))=03Gl1
dm
0.1-(10.22k+1. 4 20.32°Key—41.2k+1_176.3K4+20.m-20) =0
d -
i (F(m, k) =03GI2

0.1-(6.931471806-22°k+1.1n2421. 97224577-32°K.;n2-28. 4190344.2K+1.n-193. 3557628-3K.m)=0

{Gll‘
GI2|m, k
{k=1.918615954, m=1.071020122}

F(m, k) |{k=1.918615954, m=1.071020122}

7.852203424€-3

Alg Decimal Real Rad LT
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¥ File Edit Insert Action

sl s [~V T

Lineare Algebra — Stochastik : mit 133 Beispielen und 249 Aufgaben mit Losungen
2. Aufl. 2001
ISBN: 978-3-446-21682-2

Nachiteration mit Programm PowRegm (listx, listy, a0, b0, 1>
PowerReg listx, listy, 1, ¥1, On
done
aCoef
1.009394317
bCoef
1.985583089
PowRegm (listx, listy, aCoef, bCoef, 7)
done
av
1.071020122]7
1.918615954 ]
trn(avm)

r 1
[ O VR O O TR O S O T S—y

. 009394317
.07103618
. 070988852
. 071020677
.071020113
. 071020122
.071020122
.071020122

g VO A O S T T —y

. 985583089]

. 916957657
. 918646125
. 918615443
. 918615962
. 918615953
. 918615954

Alg Decimal Real Rad

. 918615954 |

(]

Prof. Dr. Ludwig Paditz

Page 25

13.01.2017




DRESDEN
UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

- » - . HOCHSCHULE FUR
Nichtlineare Regression mit dem ClassPad Il I—“ |7/ TEGHNIK UND WIRTSCHAFT

iy /g
a

-

)

L .

-—— e
o —
- , %

/L

ot ot
0 ot ot

e

L

L
"
_."’\
gy =
L
Sl
4

|
I

Jaaaaaf

.

o o e

B - -

. "-‘-

o (T S

~ Vielen Dankf .Ih’ré'Ali'fith'érk~sam,kéit!

Prof. Dr. Ludwig Paditz 13.01.2017



