Frof. [r. L. Paditz, Sachsen 13HT. 5.241

AUFGABE a1

Auf S.227 und im Satz 2.9 auf 5. 228 haben wir
die Transformationsgleichungen

ESFECOSCEIESINGED . wEFESInIBIESInCd )y ZSrECcos0g)

Urnaekehrt gilt mun far r als Lange des Grtswektors
vaon 0 nach P:

x
= =~.||l:|:2+'_-.'2+z2 Lt r=d) und
ra

JxZuZaz2

-|;I:-=arc.c.u5[ % ]=arm:.u5[ ] Crnit B,

z
Wertebereich der arccos—-Funktion! ? sowie
¥ _ FEsSintBlxsinigy _ sintd)

¥ FHCOSCEIEsSinig) cos(d) =tantéls d.h.

H=arctan[§] fiur x>8B  Cmit i{E{E,

2z 2
Wertebereich der arctan—-Funktion! >
bz,
E=n+arntan[§] fir x<B C(mit %{5{3?“,

Wertebereichh der arctan—-Funktion beachtenl )

Irmn Fall =8 gilt H=%}i5ignum{y} Lrit w=A.

Irm Fall x=v=A i=st @ nicht bestimmt und
-;|:-=ar'i:,i:-:-5[ % ]=ar'i:i:-:-5I: sianamiz) ) Crit Z=E2.

Irmn Fall x=vw=z=A =ind beide Winkel nicht bestimmt
und r=H.

Die Dar=stellung won @ kann zusammengefalkt werden:



H=—arctan[§]+%x5ignum{y} far w=8 und

H=%}i{1—5ignum{x}} far w=l und x=H,

Die zuletzt genannte arctan—-Darstelluna beruht auf
eimem Additionstheorermn foar arctan—Funktionen:

arctan[ = ]+arctan[ 2 ]= E3-=:5i1_:|num[ 2 ]
e x 2 x
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AUFGAEE B2
2y xT+y=7%=49

z
I::] =7 bzw. al=s Skalarprodukt I::i|}i|:xi|=|:xi| =T"E

rSatz 5.4 5. 2192
A FEFCEI=T mit G282
d) xCti=VHEcosctrs WwOEI=TESINCEY mit BLtddn

b
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an 12+y2+22=82=64
x r r r <

ba Woll=2 bzw. als Skalarprodukt | [E v =] e =EE
= = = =

rtSatz 5.8 5. 2252
3 FEriE. =2 mit BLe<Zn und BigLn
d) xS tr=BXcosCtI=sinisl, Yis, t)=2Bsinttr=sintz .

Zisatr=8xcosis) mit BLtd2n und HLsLn
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Wir nutzen die quadratische Erganzung:

31 wE—TH4uw+d Sy +IHSU+SE=4S, o, h.

Cx—43 C+ywt+51=42 ynd z=@,
somit gilt M=Fcd,-5,82 und c=d4 C(Ereisaleichung

irm H3 in x=vw—Ebeneal
by x<-Zudx+d <y 4ouS+5<4z =42, o, h,
(x—d3 S +{p+5I Sz S=q 2,

somit gilt M=MC4. =582 und c=4 C(Kugelgleichung
irn RS
L) xL-Tudx+d L4z L4ouSz+5<=42, d,h.
(x—43C+{z+53°=4< ynd w=A,

somit gilt M=F<4. 8, -5 und c=4 C(Kreisgleichung
irm H3 in x—z—Ebenel
dy Bx€+3y<43z 8 B t1By-0z+3=0 |:3

2+5.'2 E—E:ﬁ%y z+1=H ergibt nun

2 2 2
—E}igx+[§] +2}i§y+[§] +32—2}i%z+[%]

2 v 2
4 5 137
_1+[3] +[§J 4{"] B
1]
Z

RERER

127

26
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somit gilt [:-:—':1r

&
d. hi.
M=Mi%,—§,—%} ] glal i:=ﬁ'III1537?=1,'5'5
rkugelgleichung im HE:., denn
e
aApprox z

1.958753318
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a»r» Wir betrachten die Larmnge der Differenzwektoren
wvan M zu Ay Ba C

5 2
approx| norrm| | 2 || —4
|5 -3
13. 19896595
e T2
approx| norm| | 2 || —
|1 -3
2. 246211251
- -
approx| novrm| | -4 |- -4
| -3 L3

darmit liegen B (2.25<12) und C=M innerhalk und A
113.19x122 aulFerhalb der Kugel.

by Die linear abhangigen Vektoren won ForxrsSw z3) zu



Ay Bs C bilden esine Mull-Determinante:
4 x = x 2 x
det| augrment| augament| | 2 |- 2 [l 2] ¥ ||| 2 || * || |5
o z 1 z -3 z
Joex—36-y+lE-z-172=0
Larnit haben wir eine parameterfreie Gleichung der
Ebene erhalten.

Eime Parameterdarstelluna kann z.B. mit

4 g & G 2z

3 |+sE |23 2| [FeE | 2 -] -4

= = 1 = -3
=2 s+2-t+4
=+7=t+32
T==+11-t+3

erhalten werden, d.h.

x 4 -2 2

W=l 3 sl [HE-| 7 [ =xtER.

z o T 11

c2 Wir ermitteln den Abstand b des
Fugelmittelpunktes zur Ebene mit dem
Mormaleneinheitsvektor und dem Ansatz CVektors der
in die Ebene fohrt

z el ,
—4 [+hx| -36 |«
-3 16 38

narm| | =36
156



194749 «h
749

-12-4/749 «h
745 B

Se /749 «h
749

Einsetzen dieses Vektors in die Ebenengleichung
ergibt h:

19../743 .h —13./749 «h
solye| 35 +2 [-2E- -4 |+15-| ¥

+2

43 43
fh=a7}
Lamit werlauft die Ebene durch den
Fugelmittelpunkts wie die Probe zeigt:
28 2-26(—42+]16. (—3202-172=H
A=

d» Die Schnittkurwe beider Flachen im Raum it ein
GrolBFkrei= mit dem Radius c=12, da M in der Ebenes
li=gt.
Lie Parameterdarstellung ergibt sich als mehrdeutige
Lé=zung de=s nichtlinearen Gleichungssystems
DelWar x.syZaa
done

A8 x—36w+16- z—172=A%G11

a3 x—36y+lG-z-172=H
und

(-2 12+ w+d 12+ z+3) 2 =1 222612

(=212 404124+ z 4212 =1 44
Lz eliminieren, die entstehende Ellipsengleichung in
der x—vw—Ebene in Parameterdarstellung bringen. 2

solwelGll.z2



{ _—E19-x—18-y—853}
z_
5
—(19-%—15-y—-56)
5

GlZ2 | ==

19 x— 18 w86
g

2
Ex—232+Ey+4)2+[ 3] =144

simplifyl{ ans—144 164 12613

425w C4+3E0 W e -G8 xe u—d4 36 x+AA T p+d 1 G40
Fiar = und v wahlen wir unter Beachtung der
Mittelpunktskoordinaten die Ansatze
riti=d+actixcosctl, witri=—d+actixsinit

und bestimmen adtt?) aus der quadratischen
Gleichung:

Gl3 | x=2+axcos{trxG1d

BEE. S 4425 (a- cos(t+2 1 —68d - we [ a- cos(t+2 144472 ¥
G14 | w=—d+a¥sin g t 125615

425 (g cos(tI+2 1< +388Ca-sin(t -4 1< -684 - ( 3- cos( t -+
tCollect (G151 2616

37-5%-cos(2-t)-684- 5% - sin2- £)+813- 518432 _

= 5
collect(Gle, a»+G17
az-[—342-swm2-t3+3?'Effiz'tj+5é3]—9215=a
Wir benutzen eine der beiden Liésungen und zwar die
mit der positven Wouarzel:
i Q218
Lefine attr=
34T Sinl 2.t 3?-&-:-5(2-t:l+=313
2z z
done

simplifyCactal



5. £
AT cos(2-t)-684-sinl2-t H+213

z
ATcos(Z-t)-624.sin(Z2-t)+3213

Lefine aﬂt}=96-f

done
and erhalten mit BLt<Z2n eine Parameterdarstellung
far den GroBRkreis:
Lefine xitr=2+alitr=cositl

done
Define witi=—d+aitr=sinit?

done
Define Iith:—l?-xit}+é8-yit}+86

done
Kontrolle:
L

A5 = coslt])s < +2
ATcos(Z-t)1-6284-sin(Z-t 1+213

WD

Z
ATrcos(Z-t1-6284-sin(Z2-t1+313

'E'E--sin(t:l-J —d

simplifwi=cta

o
ATecosl 2 LI-BEd Sinl 2t

—2=[TE- ggs[tj—?z'iinitjj"’

Define z{t)=—3(T&-cos(t)-TFZ«=inlt)) f ITecoslzt—

done

zitr als Textzeile Cmit Zeilenurmbruch:
zitr=—32-[TE-cos(t)-TZ2-=sinit))-

2
"3?- cos( 2=t )1-6284-sin(2-t)+213 3



grafische Darstellungen im 20-Meni:

grafische Darstellungen i 20-Mend g

Kontrollberechnung won Kurvenpunkten:

ot
approx|| wit) || t=4
Lt
. 0306 2d0A]
-
—-14. 8593245
ot
approx|| Yot |1:=%
Zit2
2
A, 3736615926
T.962738383
ot
approx|| wit) || t=n
Lt
—-Z. 6266234881
-
2. B29024582
ot
approx|| Yot |1:=3?]I
Zit2
2
2. 8726561592

—13.9637 3838



Z z
approx| norm| | 2. 2735661593 |- —4
-13. 96573858 -

12

Ab=chlieiFend sehen wir uns die Projektion der
Raumkurwe als Ellipse in der x—w—Ebene an:

Kegelschnittdarstellung zur Gleichung G132 frav)

Download dieser eActivity:
http: S Awes . informatik .. htw—-dresden. des
~paditz/BYEIMS_Loesurngern_13MHT.wcp

Achsenabschnitte der Schnittebene:
approxisolyve 38 x—36-B+16-B-172=E,x2)
[x=4,52632157297
approxisolyve (38 B-36-w+16-B-17Z2=E,w2 ]
{w=—ad 777777778}
approxisolve38-B-F6-B+16-z—-172=E,=z22
[z=18.75]
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[ Edit_frbeitsblate [ |
L] 2= | L5 oL s |
Blattl [Blatt? [Blatt3 [Blattd [Blatts |
2

Het1=396. .

st1=96:cos(t] ,(3‘.-'-5.:-5(2-':)—584-sintz-tj+a13 *z

. 2
Vstl=3s. . _
EYSEL=96- sinlt) J‘ST-GDSEE-t)—684-5inE2-t:l+813 4
. 2

Zetl=—3.(Té- —72. : _
St1=-3-(76- cos(t)-72- sin(t)) JrB?-GDSKE-t:I—E-E!-#-SinEE-t)+813 3

[

Met?=2+12-cos(t)-sinis)
OYst2=—4+1Z2. sin(tl==sin(s)
Zst2=-3+1Z2:cos(s)
—[19-x-18.w-85)

a2

Q3=

ozd: 0

OzS- 0

Ozé:

[ |

Bog Real

Die Raumkurve (Grolkreis):

W Edit Zoom Analwse #

B =] N ENES

zo=8. 4744841
xC=—@. 674422 x'--_-_-.'_-élcF—l rpriciric
sc=@ c=2. 4363371
Aetl=96-cositl (2 03T cos(2 £2 684 Sin 2. £2 48130 201 /2042

Eoa Real 10|
Die Kugdl:
W Edit Zoom Analwse #
B RN E
I ]
T
I
1 I
vl il
1 il
v
i1
x
[H=t2=2+12-cosit)-sinis) |
g

Bog FReal




Die Ebene:

| W Edit Zoom Analwse # —‘I:I
] [ Y EN e

[z3=0-019-x—18.w-BE)2 /8 |
Eog Real g

Der Betrachtungsquader zeigt zur Orientierung lediglich die Achsrichtungen an.
Der Koordinatenursprung liegt im Inneren des Quaders.
3D-Fenstereinstellung 2-12=-10<x<2+12=14, -4-12=-16<y<-4+12=8, -3-12=-15<z<-3+12=9.
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Die senkrechte Projektion der Raumkurve in die x-y-Ebene ist eine gedrehte Ellipse:

[ ¥ Edit Zoom Analyse + IEI'

Kegelschnittgleichung:
425 x T +IB0 0T —E8d e =336 2 +dATZ e w4 164=0

14

é/) ’

Mittelpunkt

xo=2 -2z yc=—d
T 22— w0+ REE . I -4 30 . w44 T2 w4 1 B4 =8

Bog FReal o]




| W Edit Zoom Analyses # TI:I

1@
— &
Brennpunkt
zo=9, 392456582 =24 wc=d4, 3309386
|425- = 2=E8d s e g+ 308 02— 436 . x4 T2 -+ 164 =0 |
g

Bog EReal
| W Edit Zoom Analyss # —‘I:I

1a
-5
Brennpunkt
=c=—5. 892458 24 wc=—12.32893
|425- = 2=E8d s xe p+FE8 . 02— 436 p+dd T2+ 164 =0 |
gin]

Bog Real

W Edit Zoom RREVNES

EE:E,"E Verfolgen

Skizze L
Grafische Lisung k| EEsE=Iele =0y 4
ISE-hE'itE'].

T
=i L

—Fart=arrna-t = e e e
Mittelpunkt
_H'S'S"I'I'I'F'tutcl T

num. Exzentrizitat

#—Achsen—-Schnittpkt. 18

-5 Ww—Achsen—-Schnittpkt.
= berechnen

W berechnen

Scheitel
=c=1H. 252935 —24 wc=4.7114322
|425- = 2=E8d s xe p+FE8 . 02— 436 p+dd T2+ 164 =0 |

Bog FReal
Probieren Sie weitere Moglichkeiten im Kegel schnittmeni selbst aus.
Berechnen Sie die Langen der Halbachsen (grof3e Halbachse = 12).
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Wir errmitteln durch guadratische Erganzurng die
Mittelpunktes Radien und Abstande der Mittelpunkte.

31 ky: CyutliC4zo=2@, MiCB,—-1,83, Ri=y 20 =4.472
kaz (u—30C4+0z—a41<=d, [Mat@,3,47, Ra=2

H 5
norm| || =1 || 3 =4}h,|'2 =5.967y d.h. == gbt zwei
5} g

Schnittpunkte:

SOlwECl Cytl ISz ST, (=T S (z—d 1 =43, Ly 23
Liw=2yz=21,{v=1l,z=41} ]}

arafische Darstellung zu al e

by ki Cw—23<4(z+20<=d4, My(B,2,-30, Ry=2
ka: (yw—20C+0z+4)2=25, Mai@,3,-42, Ra=5
a ] [e
norm| |2 |- 3 (| [=yE =1.414, duh. es gibt
—z| -4
keimen Schnittpunkt: ki liegt in ka

arafische Darstellung zu b2 3

C3 kiz (w31 C4+Cz—93S=4, [MyiB,—3,91, Ri=2

kaz (o430 e40z—29C=25, MaiB,—3,2%, Ra=5
& 5

norm| || =3 |-| =3 || =¥y d.h. == gibt einen
= 2z



Schnittpunkt CBerdbrpunkt»: PCAS=3/T 2

grafische Darstellung zu c2 Ha
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Ay By C liegen auf einem GroBkreiz der Kugel, d.h.
M liegt auch in der durch As Bs C festgelegten
Ebene.

Lie Differenzwvektoren zwischen MixSSz» und H. B,
C =ind linear abhangig und gleich lang.

a2 Die Ebenengleichung erhalten wir z.B. als
Mull-Determinante mit abhangigen VYektoren:

g x = x 2 x

det| auarment| auarment| | 3 [« [« 2 [« ||| =2 || = || |5
= z | L1 s -2 z
2Sex—36a+lo-z-172=8
47 M=% &7 M=%
norm| [ 2 |- » —norm| | 2 |- » =HxG12
o z 1 z
Gox—2w—14-z+42=0
G x = 2 x 2
norrmf | 2 -] —norm| | =3 |- =H>G13
= z et ra
—dex—1de -2 z+oE=H
solweCiGll GlZ, Gl sy tma e Z 32
. 2% 1829 23971

T743°7T 743 7T a5



[ 596
745
1629
745
2971
| 749

4
norm| | 3 |-| —
=

39933
43

Die KEreisgleichunga lautet danit:

2 2 2
[ S'E'E-] +[}I+1E-2'E'] +[ _2'5"."1] _ 39953

Tt 745 745 7aq °

[E'E'E- 1623 2971 ] 39323
i n o=

749 ' T49 ' 749 743

B Die Parameterdarstellung des Kreises st die
Lizung de=s nichtlinearen Gleichungssystemns mit den
Gleichungen der ebene und der Kugel:
LelvWar xsvazZsa
done
28 x—-dE-yt+le-z-172=035]14
dgsx—36=w+lG-z—-172=H

[ 595]2 [ 1529]2 [ 29?1]2 39933
- + +| z— =

749 743 743 743 "ol
[x 595]2+[ +1529]2+[E_29?1]2=39933
IZED B R T 749 749

solwelGld .,z 2

{ (19 x-18-y-86)
== 5

—i19-x—15- w—56]
=

2 2 - £
[ 595] +[ +1n529] +[19 =15y 55+29?1] _3993,

G153 z= rGle

s 74T 49 = 49 49



Far » und v wahlen wir unter Beachtung der
Mittelpunktskoordinaten die Ansatze

29 __1e2%9 )
:u:lit?l——_ll.49+a'it3lh{i:-:-5'it}, Uita= =4 +aitrEsinit)
und bestimmen adtt?) aus der quadratischen
Gleichung:
Gl& | x=%+a}icas'ﬁth%m?
596
= 18-:,'—1'5'-[-3-1:-:-5I:t:l+—]-l
1629 2 2[ T49 |k
[5.'+—.M.5,] +a<-[cos(t)l<+ =
__ 123 .
G177 | w= =5 +ax=sin trFG1E
19-[a-casitj+ﬁ]—18- .
2 23 ) 2 7449
ac-[cos(t))<+a<-(=in(t)l)1<+ z
tCollect (G122 #0519
37-5%-cos(2-t)-684- 5% - sin(2- t+E813- 57 _ 39933
128 7449
collectiGl9, ax+G11A
aE-[ —1'."1-5inE2-t)+3?-c-:-5E2-t:I+=313 ]= 9933
i 126 128 749

Wir benutzen eine der beiden Lisungen und zwar die
mit der positven Wuarzel:

29933
. _ 749
Define aiti= “171-sin(2-t) E7-cos(z-t) E13
a2 122 128
dane
simplifecacta
o 732514
AT-cos(Z2-t)-624-sin(Z2-t)+213

745



Define acti= L . 7agald
7449 AT-cos(Z-t)-634-=inlZ2-t)+313
done
und erhalten mit B£t<2n eine Parameterdarstelluna
far den GrolBkreis:
Lefine xﬂt}=§E§+ait}Hcasit}
749
dane
) __1e2%9 )
Defimne witr= =4 +aitrEsinit)
done
Define Iitj=—i19-xﬂt}—é8-yit}—863
done
Kontrolle:
L
Ta8514
?EIEDSEtj'JS?-GDEEE-t:I—E-E4-5inI:2-t:I+813 5%
7449 749
WD
. 728514
?E.5"-":1::'.JE?-i:-:-EI:E-t:I—E-E4-5inI:2-t:I+E=13 1eo0
7449 7449
simplifwi=cta
: 7328514
[':”1'“'5“:' 162'5"-":1::':"J‘ET-EDEEE-t:I—E-E-#-EinI:E-n
7449
: _1EZ2-=in(t)-171-cosit) 728
befine ztti= 743 I7-cos(2-t)-68
dane

zitr als Textzeile Cmit Zeilenurmbruch:



162-5k{tj—1?1-cns(t)_

ZLta= =35

2971

732514
AT cosl2-t1-684-sin( 2.t )14+21 3

Kontrollberechnung won Eurvenpunkten:

L
approx| | witr || t=8
rall i

it
approx|| wity || t=
i

L
approx| | wit? || t=n
rall i

it
approx| | wity ||t=—
i

T

2. 629218447
—2. 174899866
—£. 762589951

b, 7ISTETeE6E
|, FIEeRET 103
18. 6290146

-2 B37733173
—2. 174899866
18. 69514384

b, 7ISTETeE6E
=3. 148485443
=2, AT TE13E5



[ 595,
H., 795 727TEI65 ??229
approx| norm| | 5. 1484858443 |- _ﬁ
-2. THSTTZ2135 5a71
T4

T.2B1712871

. rax’ 299373
PRI T749
7.381712871

-2 Die Tangentialebene hat die Ebenengleichung

228 x—26yw+l6-z—d=8 mit einemn d derart, dass es= im
schnitt mit der Kugeloberflache nur einem
gemeinsamen Berdhrpunkt Pox wszy gibt. Wir
normieren den Mormalenwvektor auf den Kugelradius
und addieren diesen zu M. um P zu erhalten:

[ 596
743
28
1 299353 1629
= | | e |4 e | T
norm| | =326 2971
= L =
[ 171.4f493 5% |
T4 743
—-162-493 1529
744 744

FLRY L 3= I +29?1
749 749




dotF

appr

17140493 +595
- 43 43
_26 |, -162-4/493 1629 |]ag
16 T4 T4
T21493 +29?1
i B 43 43 1]
38_[1?1-ﬁ493 +595]+36_[152- 493 +1529]+15-[35*
T4 T4 43 T4
oxd

271. 664239

Lie zweite Tangentialebene erhalt man mit:

noarmm

dotP

—36
1&

c}=:
_36 L |
1

38
¥ =36 | 33333
16

[ 595
749

.| 1823

49
2971

[ —171-Ja93 +595_“

43

1624493 _ 1629

43

749 745

=72 /493 L2371

743 43

| 749

=d

[ —171.Ja93 +595_

49 749

16240493 _ 1629

43 T4
—TZ2-gd433 +29?1

745 749 |



171-+/4923 59.5] [152-«,.‘493 1.529] [-F
' 745 749 | 0 r-a e bR
approxid?

227 .. 6643535
O
Lamit lauten die Tangentialebenen
d8ex—SGyw+le-z-571.664359c=0 bzw.
Al =35+ 16. Z+ 22T .. 654 2095=H,

Anmerkung:

J0—-Aufgaben sind oft numerisch nicht ganz einfach
zU lé=sen. Hier erkennt man den Yorteil des CAS als
wichtiges Werkzeug in der Mathematik. Das Auffinden
eines klar strukturierten Lasungsweges st wichtige
“orarbeits, ohne die das CAS nicht nutzbar wird.

Download dieser eActivity:
htte: A Avavam . informatik . htw—dresden. des’
~paditz/BYEIMNS_Loesungen_13MHT. wcp
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a) Die graphische Darstellung (y-z-Ebene) wird als 2D-Grafik in der x-y-Ebene gezeichnet.

¥ Edit Zoom Analyse #

-17

=X

17

=c=1

Jwe=4

Schnittpunkt

[pa=cze-cer 2o~ (1 20

Blattl [BlattZ |Elatt3 |Blattd [Blatts |
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b) Die graphische Darstellung (y-z-Ebene) wird als 2D-Grafik in der x-y-Ebene gezeichnet.
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c¢) Die graphische Darstellung (y-z-Ebene) wird als 2D-Grafik in der x-y-Ebene gezeichnet.
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