Prof. Dr. Ludwig Paditz WS$2021/2022

HTW Dresden, Fak. Inf. fMath.
Aufgaben und Losungen zur ANALYSIS

Aufgabe 36:

Die Fakultdt anh=(n—1)! einer natiirlichen Zahl n ist
charakterisiert durch die rekursive Eigenschaft ap.,=n+*an.
Fiir nichtganzzahlige Werte z wird sie erweitert zu der

sogenannten Gamma—Funktion, diese ist definiert als

o0
I(z)= f x% le™Xdx. Zeigen Sie mittels partieller
0

Integration, dass auch die Gammafunktion diese rekursive
Eigenschaft erfiillt, d.h. dass ['(z+1)=zI(z) gilt!
Losung:

['(n)=(n-1)!

[[(n)=(n-1)!
ans | n=6

120=120



o
[ xZ~ 1% qx
0

ans | z=6
[(n+1)=n+"(n)

ans | n=5

o o

[ Xze_xd:(:z-[ xZ"1loXqx | z=5
0 0

(usv)’=u’+v+usv’ © uwsv=(usv)—u+v’

und

d d

fu’-vd}::u-v—f uv'dx

d d

v=xZ, w'=e~ ¥ ergibt v’=z-xZ"1, u=—e"X
somit

o0 L+ o]
] xZe Xdx=—xZe7X| u°°+z-] xZ le™Xqx
0 0

xZe X |z=0 = 0 und lim (x%Ze™%)=0
7300

Aufgabe 37:
Sei f eine integrierbare Funktion und F deren

Stammfunktion. Zeigen Sie durch Substitution,

0
f f(m-x+n)dx=%F(m-x+m)+C gilt (m,n€R) !
0

2

L ]
f xZ Lo %qx
0

120

[ (n+1)=n:] (n)

120=120
120=120
dass
Was ergibt



- . 100
sich also fir f (3x=5) dx ?Losung:
0

0
f (3x=5) 100 4% +C
0

101
{(3+x—-5)
303 ¢
t=8x-5, dt=3dx, d.h. dx=%dt
somit
a 100 11U 100
]‘(33—5) dx+C=§J‘t dt +C | t=3x—5
0 0
101 101
(3-x—-5) _(3-x-5)
303 To= 3g3  *C

Aufgabe 38:

Gebietsintegral in kartesischen Koordinaten: Der Bereich
0£x=x und 0=£y=sin(x) ist mit der Masse der Dichte
p(x, y)=1+x+4y belegt. Skizzieren Sie diesen Bereich und
berechnen Sie seine Gesamtmasse! (Hinweis: Die Masse
ergibt sich durch Integration der Dichte iiber den
Bereich. )

Losung: sin—Bogen iiber den ersten Nullstellen
w rsin (X)

1n=f j (1+x+4y) dydx
040

m=2+g+2
schrittweise
sin (x)
] (14+x+4y)dy
0

wesin(x)+sin(x)—cos(2-x)+1



.4
[ ansdx

2em+2
Aufgabe 39:

Gebietsintegral in Polarkoordinaten. Durch 0<a<r<b und

UE@E% ist ein Gebiet gegeben (Radius r, Winkel

@, a, bER). Skizzieren Sie es fiir a=1, b=2! Berechnen
Sie anschlieBend das Gebietsintegral von f(x, ¥v)=x+y iiber
diesen Bereich! (Hinweis: x und ¥ zuerst durch
Polarkoordinaten r, ¢ ausdriicken. )

Losung:

x=r-cos{qp), wv=resin{gp), Funktionnaldeterminante r
00 00
]]f(x,y)dxd:a;:] ] f(recos{p), rsin{e) ) -rdedr
040 04 0

ergibt

i

b2
ff r+cos () r+sin (¢)rdpdr
all

Aufgabe 40:

Gesucht sind die Extremstellen der Funktion

f(x, y)=4(x—2) (y2+10y)+3xS. Finden Sie anhand der
notwendigen Bedingung Kandidaten fiir Extremstellen.
Priifen Sie anhand des Kriteriums A=fxx*fyy—fxy+fyx>0, ob
es sich wirklich um Extremstellen handelt. Falls ja,
handelt es sich um Minima oder Maxima?

Losung:



Define f(x,y)=4(x—2) (v2+10y)+3x3
done
f(x,¥)
3-x3+4+ (x~2)+(y2+10-y)

4 (t(x,y))=0%Eql
dx

9ox244-y24+40-y=0

d

(f(x,v))=0>Eq2
dy
e (x=2)+(2+v+10)=0

Eql
Eq2

X, ¥

(52, vm-, ez, v, o 10, v, e 10, v

Es gibt vier verdichtige Stellen

9 9
Define a(x,y)=d—(f(x,y))d—(f(x,y))—i[i(f(x,yH
d dx \dy

dx2 y2
done
Alx, ¥) [ {x=2, y=-9}
-1024
kein Extremum (Sattelpunkt)
Alx, ¥) [ {x=2, y=—-1}
-1024
kein Extremum (Sattelpunkt)
A v) [ {x=—22, y=—5}
2560

Extremum



42 e, v) | {x=—2, v=5]

dx2

-60
fix<0 ergibt Max.
Alx,¥) | {x=13—0.}f=—5}

640
dZ { _10 }
12 (fix,¥))|1x 5 ¥ 5

60
fixx>0 ergibt Min.
fix,y) | {x=2, y=—9}

24
fix,y) | {x=2, y=—1}

24

approx (f(x, )| {X=—13—U, y=—5}

422.2222222

approx (f (x, v) | {x=13—0, y=—5}

—22.22222222

Define z1 (x, v)=f(x,v)

done

3D—Grafik T

Aufgabe 41:
Ermitteln Sie fiir folgende Potenzreihen die Folge a; der

Koeffizienten und bestimmen Sie den Konvergenzradius!



m .
a) > (ie(3-x)1)
i=0
© f . i
b) > ﬂ]
i=0} 21
oo f 1
(1 1]
o 3(eun(2)
vel.

de. wikipedia. org f wiki/Konvergenzradius

Losung:

m . m . - .
a) > (i(3x)1)=3 (i-3lxl), d.h. aj=i-sl
i=0 i=0

Wurzelkriteriume:
r= lim | = 1 -
idoe | 1/4.41
- 1 1
Konvergenzbereich: —3 <{xK 3
o1
Randpunkte: X=—7
Qb . Qb
> (i-(3-x)1) = > (i) =ec divergent
i=0 i=0

Randpunkte: :~;=% divergent
Qb

> (is(-1)1)
i=0

notwendiges Konvergenzkriterium nicht erfiillt

ﬁ
]
3| =

Undefined



Tim (i+(-1)1) 0
j>o0

o Gl _S(il (i
b i=zo[ 9 ]_iEU[ZiX], d.b- al_[Z]

Wurzelkriterinm: .1 untersuchen
i Ja_i

r= lim #
jdo0 | 1 [l]l
2

=0
nirgends konvergent auler fiir x=0
Quotientenkriterium: aE_‘i untersuchen
1+1
iyl 1y _ .
[E] _ [E . _2'[ i ]IL
i+1 i+1 1 i+1 (1+1)1+1_ i+1 i+1
[T] [E]
. i iL]
r=lim {2 [i+1] i+1
=0

. I"1 ].
we=(sn 1))

Wurzelkriterium: .1 untersuchen
i Ja_i




) 1
lim 1
1>e0 [Si“[T] ]

Reihe ist iiberall konvergent!

Aufgabe 42:

Nahern Sie die Funktion f(x)=In(x) durch ein

Tavlor—Polvnom 3. Grades an fiir die Entwicklungsstelle

Xo=3 !

vgl.

de. wikipedia. org/wiki/ Taylorreihe

de. wikipedia. orgfwiki/ Taylor—Formel# Taylorpolynom
Losung:

Define f(x)=In(x)

Xu:=3

tavlor(f(x), x, 3, xo)

{(x—3) 3 _(x-3) 2

done

81 18

Fx= 3 [l,[i(f(x)) Ix—xu] (x—x0) 1 | +Rn

=04 1" Ldx!

1 [dﬂl

mit Rnp= (+D T | qent (f(x)) |X=-‘§] (x—xu)ﬂ+1,

XewabdoooXg
{ Lagrange—Restgliedformel )

dn+l
dxnt+1

(f(x)) |x=f£ and n=3

3 +ln(3)



54
., dntl _, _ (=1)D.!
allgemein: Lt (f(x)) |x=¢ = €n+1
dn+l _ Al ¢=1D)Bent
Lt (f(x)) |x=£ and n—il]—[ €n+1 |n—4]
24_24
SRS

Restgliedabschitzung: mit &=x,—Ax fir

¥eoodooo¥p=3 und xp—ANEx<xg+AX

1 D%t e
Rn|$ 777 TS (x=x0) "7, d.h.
1
1 (x-3)
IRa|<7
T4 (a-[x-3))?

Aufgabe 43:
Ermitteln Sie fiir folgende Funktionen die Tawlor—Reihe 2.

Grades an der Entwicklungsstelle x,=1!
a) F(x)=x24x b) f(x)=-1-
1+4x

Losung:
a)
taylor (x2+x, x, 2, 1)
(x=1) 243 (x~1)+2
b)

1
taylor(m, x,2,1)

(x-1) 2_)(—1 1
8 4 "2

Aufgabe 44:

10



Berechnen Sie 31."11 mittels einer Schmiegeparabel

{(=Tavlor—Polvnom 2. Grads). Schitzen Sie den Fehler
mittels dem Restglied R;{(x) ab!
Losung:

Sel f(x)= 3‘/; , [(8)= 3‘/§ =2=x, (Entwicklungsstelle)

taylor(3ﬁ,x, 2, 8)

=GPk,
~(x-8)%  x-8
tO®—5gg *t12 *2
‘“’;?2 2 |x=11
71
32
approx (ans)
2.21875
appmx(3\/ﬁ)
2.223980091
3Jﬁx2.22

genauer: Fehlerabschitzung
2
| =(x-8)“ x-8
3/x [ 288 1z t2

1 [dﬂl

<R

mit Rnp= (+D T | qent (f(x)) |X=-‘§] (x—xu)ﬂ+1,

XeowbeooXp

{ Lagrange—Restgliedformel )

Re=27 [ 3 (f(x)) Ix—é](x—8)3 8<i<11,

11



dx3
10
8
27-£3
1 10 3
REES 1 ﬁ (11_8)
278 3
5
R:276s
approx (ans)

R.<6.510416667E-3

zum Vergleich

2
(x—8) =8
%f_'[ 238+ 12 2]

|x=11

approx (ans)
R,=5.230090569&-3
Aufgabe 45:

Bestimmen Sie eine Naherungslésung der Gleichung
x+{2+sin{x) )= 110 Dabei soll die linke Seite der Gleichung

durch eine Schmiegeparabel angenihert werden. Uberlegen
Sie sich dazu zuerst eine geeignete Entwicklungsstelle.
Losung:

solve (x+ ( 2+sin(x) )=11—U, x)

{x=0. 04880929907}
2D-Crafik 3

12



Entwicklungsstelle sei x,=0, da gesuchte Losung nahe 0

liegt.

tavlor (x+(2+sin(x)),x, 2, 0)

X2+2'X
T
solve (x<+2 x—m,x)
{x—_ 11l]_1 = ‘v"ll[]_l}
- 10 2710
approx (ans)

{x=—2.048808848, x=0. 04880884817}
Naherungslosung: x=0. 048809

Aufgabe 46:

Zeigen Sie, dass die Ableitung von f(x)=sin(x) gleich
f*(x)=cos(x) ist! Nutzen Sie dazu die
Potenzreihendarstellung der Sinusfunktion und bilden Sie
gliedweise die Ableitung. WVergleichen Sie anschlieGend mit
der Potenzreihe der Kosinusfunktion.

vgl.

de. wikipedia. org/wiki/ Tavlorreihe# Trigonometrische Funktic/k

Losung:
Sinusreihe:
o0 ) 2i+1
. — 1yl X =
mn(x)-i:ZU[( DM oETy ] x€R,
[ i 21+1 ]
E(SIH(X))—_ 1_ ( 1) (21+1)| -

13



o 2 )} ®( L2
df. 1_x_] _ [ _1yi._X ]
Z[dx[( DT =2 CD o

i=0
| 2 it )
somit cos(x)—i=0 (=1)"- (201

Potenzreihen diirfen innerhalb des Konvergenzbereiches

gliedweise differenziert werden.

Aufgabe 4A7:

Gesucht ist ein Naherungswert fiir [ (2. 8). Hierzu soll die
Tayvlorentwicklung 2. Grades der Gammafunktion [ (x) an
der Entwicklungsstelle x,=3 betrachtet werden. Ermitteln
Sie mit der Tavlor—Reihe einen Niaherungswert fiir [ (2. 8)
auf 2 Kommastellen genau! Schitzen 5Sie den Fehler auf
den so ermittelten Wert auf 3 Kommstellen genau ab!
Hinweis: Fiir x>2 ist [ (x) streng monoton steigend.

Folgende Werte der Gammafunktion benétigen Sie

moglicherweise: [(n)=(n-1)! fiir neNt

1_‘!(3) l"!!(3) l_‘!!!(3) l_‘!!!!(3) l"l!!!(g)
1.8 2.49 3.45 5.52 8. 85

Losung: vgl. auch Aufg. 36
[[(2.8)
4
36-F[5]
25

approx (ans)
1.676490788

o
l"(z)=] xZ le™Xqx
0

14



L ] L4 4]
F’(z)=i[f Xz_le_xdx]=f i(xz_le_x]dx’:
dziJ g

o dz

d{.z-1_—x
dz(x e~X)

o0
re (z)=f xZ Lo (x) e ¥dx | z=3
0

a2 (

2 z—le—x)
7

X

o0
r"(z)=f 22 Lo(n(x)) Zee~Xdx | z=3
0

4 (

3 z—le—x)
7

X

L4 o]
r"'(z)=f 22~ Lo (In(x)) 3-eXdx | z=3
0

a2 (

" z—le—x)
7

X

L4 o]
r4(z)=f 22l (n(x)) LeeXdx | =3
0

15

X

¥ Len(x) e~

["(3)=1. 84556867

%% l.(In(x))2.e7X%

[(3)=2.492929992

%% l.(In(x))3.e7X%

[7*(3)=3. 449965014

%% l.(In(x))%.e7X%

[(3)=5.521798578



z—le—x)

xZ L. (ln(x))%.e7X
L4 o]
rﬁ(z)=f 2L (n(x)) 9o Xdx | =3
0

["(3)=8. 845805594

[Tz)=F(3)+FT3)(z—3)+£z%§l(z—3)2
2 1

1. 84556867 5 g_a
2. 492929992

['(2. 8)=dotP( )

2 (2.8-3)2
F[ 14]_66905999273333

5 J7 39807350082188
approx(ans)

I'(2.8)=1.680744866
Restgliedabschatzung:

_ 1 dn+l _ . yn+l

Rﬂ_ (n+1) | dzﬂ+1 (F(Z)) IE—-‘:] (E ZD) ¥ ZLaunn a- = ZD

{ Lagrange—Restgliedformel)
[Ral< o7 (2. 8-3|3max (""" (&), £€12. 8, 31)
4 o]
I""(z)=f 22~ Lo (In(x)) 3-eXdx | z=2. 8
0
r"'f%§]=2.50305501
L )
I“"(z)=] xZ L (n(x)) 8-eXdx | z=2. 9
0

r"’f%§]=2.93947925

16



L4 o]
r"'(z)=f 22~ Lo (In(x)) 3-eXdx | z=3
0
[ (3)=3. 449965014
also
1 3
[Rel<+70. 233, 449965014

6202561
1348396500

|Rz|<

approx (ans)
|Rz|£4.599953352E-3

Aufgabe 48:
Bestimmmen S5ie das unbestimmte Integral
fgsin(n-x)-cos(m-x)dx fir (n,mEN"', n¥m) durch
zweimalige partielle Integration und anschlie3endem
Umstellen nach dem gesuchten Integral! Was erhalten Sie
damit fiir das bestimmte Integral von 0 his 2x?
Losung:

O
]Dsin(n-x) «cos(m+x)dx

—(mecos{m*x+n+x)—n+cos (m+*x+n+x) —me+cos {m+x—ns+x) —n*cmH

2+ (m+n)+-{(m—-n)
simplify (ans)

n+*cos{m+x) +cos{n*x)+m+sin{m+x) +sin (n+*x)
{m+n)+{(m—-n)

27
f sin(n*x)+cos{(m-x)dx
0

—({me*cos(Z2*m*m+2+n+nw)—m+cos(2+m+*aA—2+n+*7 ) —n+cos({ 2+m+*7-
>
2+{m+n)+{m-n)

simplify (ans | m=constn(1) and n=constn{2))

17



Bem. : Orthogonalititsbedingung fiir n¥m
Diese Art der Integrale wird bei der Herleitung der
Fourier—Reihe bendtigt.
Fiir n=m folgt
O
]Dsin(n-x) *cos(n+x)dx+C

_cos(2-n+x)-1
¢ 4+n

tExpand {ans)

—( (cos(n-x)) 2= (sin (n-x) ) 2-1)
4+n

+C

(cos(n-x)) 2=1—(5in(n-x) ) 2 ergibt

—(1=(sin(n+x)) 2= (sin(n+x) ) 2-1)
4+n

+C=

2{sin{n-x)) 2 +C= {sin(n+x)) 2
4d+n 2+*n

+C

27
f sin (n+x)+cos(n-x)dx
0

—{(cos(4d+n+w)—1)
4+n

ans | n=constn{1)
Bem. : Orthogonalitatsbedingung fiir n=m

Aufgabe 49:

Betrachtet werde ein Sagezahnimpuls, der fiir x€(0, 31
definiert ist als f(X)=%X und fir weitere x—Werte

periodisch fortgesetzt wird. Berechnen Sie die dessen

18



Fourier—Reihe, d.h. ermitteln Sie alle Fourier—Koeffizienten
dp, ap und bp! Welchen Wert hat die Grenzfunktion an
der Stelle x=07 Lassen Sie sich mithilfe eines
Computerprogrammes einige der ersten Terme der

Fourier—Reihe zeichnen! [Zusatz] Berechnen 5Sie

o0
> [%sin(n)] ., indem Sie die Fourier—Reihe an der Stelle
n=1

_ 3 |
X = o auswerten!
4
Losung-
i 2
S(X)=%+ > (apncos (nwx)+bnsin (nwx) ) , m=Tﬂ
n=1
Periode
T:=3
3
%=%]3%X'CDS ( %r—ﬂﬂx)dx
0
a0_1
22

_2[%1 2
an—Tfogx cos( T I ®)dx

_Ben+sin(Z2+'n+*x) *x+3+cos(2+n*w)—-3
= 2.2
G*n<-m

ans | n=constn{1)

an=0
_2f31_ . 2%
bn—T]U3X sin ( T nex)dx

=—(8-n-cns (2sn+m) +m—=3+sin(2+n+x) )
[:}-112-:?::2

bn

19



ans | n=constn(1)

bn= —1

wrconstn (1)

ans |constn(1)=n

bn= —1
N+
Ergebnis:
o0
s(x)——— ; [—Hsm(?n X)]
n=
2D-Grafik LA

Es gilt (Dirichlet=Kriterium, halbe Sprunghéhe):
s(x)=f(x) fiir alle Stetigkeitsstellen (0<x<3)

S(X)=% fir die Unstetigkeitsstellen (x=0,3,6,...)

weiter mit :Jr:=i
2n

Q0
_1 1 1 13
S( =5~ 21[ . sm(n)] X" 5 5
hieraus:
1

E—% g [ Sln(n)] 21—?[ und

ngl[%sin (n) ] =%—%

Aufgabe 50:

Formen Sie die DGL y¥'+x—2¥%’=3 in explizite Form um,
d.h. stellen Sie um nach y’. Lassen Sie sich das
Richtungsfeld etwa mit dem Online-Tool (java) der

Bluffton University (Homepage wvon Prof. Darrvl K.

20




Nester)

homepages. bluffton. edu/~nesterd f apps f slopefields. html
skizzieren. FindenSie grafsch die partikulare Losung fiir
das Anfangswertproblem v(2)=3! [Zusatz] Warum zeigt
das Online—Tool eine Kurve mit vielen Zacken an?
Losung:

solve (vevs+x—2vs=3, vs)

. —X 3
Ty=2 y-2
. —X 3
Ty-2 y-2
simplify (ans)
!__(X_S)
T y-2

Anfangswertproblem (AWP)

!__(X_3) . —
V=TT mit y(2)=3
,_—(x—3) P
dSolve (¥ =gy %Y x=2,¥=3)
{y=v -x2+6-x-7+2}
(ans—2) 2

{(v-2)2=—x246-x-7}
ans—(—x2+6-x—7)
{x2+(y-2)2-6.x+7=0}
(x-3) 2+ (y-2) 2=2

Kreisgleichung (quadratische Ergianzung)

DGL-Grafik—Editor ‘ -

21



Euler=Verfahren zur numerischen Loisung des AWP
de. wikipedia. org/wiki/Explizites Euler—Verfahren
Diskretisierungs—Schrittweite h>0 (bzw. h<0), betrachte
die diskreten Punkte

Xip=xp+k+h, k=0,1,2,3,...

d.h. x=x1+h

und berechne die Werte

Vke1=¥kthef (xk, ¥ik) hier mit f{xy, Fk)=y’()«;k)=§;—f§.
k=0,1,2,3,...
Tabellierung:
h:=0. 2
0.2
Xga=2
2

seq (xgtk+h, k, 0,10, 1)
{2,2.2,2.4,2.6,2.8,3,3.2,3.4,3.6,3.8,4}

Define f(xik, ¥vk)= ﬁ;iqz{
done
Yo:=3
3
¥1:=¥oth+f (X, ¥o)
3.2
¥,2=2.2
2.2

Var=ythef (%, ¥,)
3.333333333

HUSW.

22



Folgeneditor A

an+1=an+0.2, au=2 (XllStE)

bn+1=bn+U. 2-(3—an) , bo=3 (vliste)
bn_2
an:Cn_l_U. 2+(3—(24n-0. 2)) . ce=3 (yliste)
Cn_z

xliste

12,2.2,2.4,2.6,2.8,3,3.2,3.4,3.6,3.8,4,4.2, 4. 4,B
vliste

13,3.2,3.333333333, 3.423333333, 3.479539422, 3. 5[B

Define w1 (X)=\/—X2+B'X—7 +2

done
STAT-Editor | EEE
Aufgabe 51:

. . . . ex
Priifen Sie durch Einsetzen, ob die Funktion v(x)=
3+eX
eine Liosung der DGL ¥'=v+{1-v) ist!
Losung:
X
Define v(x)= €
3+eX

done
d
dx (v(x))

3.e%
2
(eX+3)
3.e%

( )2=y(x)(1—y(x))
eX+3

23



eX ]
— —1 oeX
3.0% _ [ eX+3
(eX+3) 2 e*+3
simplify (ans)
3-e¥ _  3.e%
2" 2
(eX+3) (eX+3)
DelVar v
done
dSolve(¥'=y-(1-v), x, ¥)
eXtconst (1) e Xtconst (1)
y= eXtconst (1) _y”’ y= eXtconst (1) 1y

ans | const (1)=c

N+C _ex+c+1
oX*C le=In(1/3)
y=———-|c=In
eX¥Cyy
¥= eX
ex ]
3.[ 2
simplify (ans)
¥y= EX
eX+3

Aufgabe 52:

Finden 5ie durch Einsetzen Werte fiir a, b und c, sodass
die Funktion y=a-:~:2+b-x+c eine Losung der DGL

v +3y=x2+x ist!

Losung:

24



2

dSolve (v**+3y=x“+x, X, ¥)

2
{y=%+%+605 (v3-x)-const (1)+sin (V'3 -x) -const (2) —%}

ans|const(1)=0 and const{(2)=0

oder:
Define ¥ (x)=a-x2+b-x+c
done

9
2 (%)) +3y () =x 24x
dx2

3+ (a-x2+bex+c) +2-a=x2+x

ans—(x2+x)
3+ (a-x24bx+c) —x2—x+2+a=0

collect (ans)
—(1-3+a) »x 2= (1-3+b) *x+2+a+3+c=0

1-3+a=0
1-3+b=0
2+a+3+c=0|a, b, ¢

1. 1 _ 2
{3‘3""3’“" 9}
Aufgabe 53:

Zeigen Sie, dass v(x,t)=Assin(x*vs:t) Lisungen der

partiellen DGL

2 2
d—(}’(x, t)) =L2d—(y(x, t)) ("Wellengleichung”) sind!
dx2 v di2

Dabei ist v die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle.

Losung:
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Define v(x, t)=Assin{x+vst)

done

d2 1 d2
——(yv(x,t))=—F—(¥v(x,t))
dx2 vz di2

—Assin(t-v+x)=—A+sin(t+v+x)
Define v (x,t)=A+sin{(x—v-t)
done

d2 1 d2
—(yv(x,t))=—F—(y(x,t))
dx2 v2 di2

Asgin (tev—x)=A+sin (t+v—x)
Aufgabe 54:
Klassifizieren Sie die folgenden DGL beziiglich der im
Unterricht besprochenen Merkmale. [Zusatz] Uberlegen Sie

sich durch geschicktes Nachdenken eine Funktion, welche

die DGL erfiillt.

a) v'(x)=x b) ¥v'(x)=eX
c) viix)=2-v(x) d) ¥ (x)=42

e) v'(x)=vi(x) ) F'(X)=F(X)

Losung:

a)

d
[ xdx
a

i

b)

0
[ eXdx
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e
c)
dSolve(y'=2v, x, ¥v) |const (1)=1
{y=e2:X}
d)
apd
ff42dxdx
HERE
21+x2
e)
dSolve(v"'=v, x,¥) |const(1)=1 and const(2)=0
{y=e%}

f)
dSolve(y'=1/v,x,¥) |const(1)=0

{y=—v2x, y=v2-x}
Aufgabe 55:
Klassifizieren Sie die DGL! Vorgegeben ist die allgemeine
Losung der DGL. Finden Sie eine partikulare Ladsung,

welche die gegebene Anfangsbedingung erfiillt!

a) yv'=x mit Losung y=%:~;2+ﬂ fiir ¥v(0)=4

b) ¥’=y mit Lésung y=C-e* fiir y(0)=4

¢) y'=3y mit Losung y= C-eSX fiir y(0)=4

d) ¥’=3y mit Lésung y=C1*eﬁX+C2-e_ﬁX fir ¥(0)=4
und ¥’ (0)=5

e) y"=—3y mit Losung y=C,+cos (v 3x)+Cp+sin(v3x) fiir
v(0)=4, ¥'(0)=5

Losung:
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a) inhom. lin. mit konst. Koeff. 1.Ordn.

Define v({x) =%32+C

done
v(0)=4
=4
b) hom. lin. mit konst. Koeff. (¥'-y=0) 1.0Ordn.
Define y(x)=C-e*
done
v(0)=4
=4
¢) hom. lin. mit konst. Koeff. (¥'-3wv=0) 1.Ordn.
Define v(x)=C-e3X
done
v(0)=4
=4
d) hom. lin. mit konst. Koeff. (¥"-3y¥=0) 2.Ordn.
Define }f(x)=C1*e“'{§X+C2-e_vf§X
done
v(0)=4
C1+C2=4

[iL(y(x))|x=0]=5
dx

Vv 3.01-v3.C2=5

Cl1+C2=4
V3.Cl-vV3+C2=5|C1, 2

C

5.V3+12 2=J§-(4-J§—5]}
6 6

{01=
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simplify (ans)

598 19, 02="0Y38

e) hom. lin. mit konst. Koeff. (¥"+3v=0) 2.Ordn.
Define v (x)=Cl+cos(¥3x)+C2+sin(vV3x)

[S—

{Cl= +2

done
v(0)=4
Cl=4
[iL(y(x))|x=o]=5
dx
V3.02=5
solve(ans, C2)
{ca= 5-v3 |
3
allgemeine Losung finden:
dSolve(v'=x, x, ¥) |const (1)=C
2
X
{”" 3 +C}
dSolve(v'=y, x, ¥) |const (1)=C
{y=C.eX}
dSolve(v'=3v, x,v) |const (1)=C
{y=C.e3:%}

dSolve(¥*'=3y, x, ¥) lconst(1)=C1 and const(2)=C2
{y=C2-e¥3"%4c1.7Y 3%}
dSolve(v"’=—3v, x, ¥) |const (1)=C1 and const(2)=C2

{v=Cl+cos (V3 +x)+C2+sin(v3+x) }
Aufgabe 56:

Priifen Sie, ob die folgende DGL homogen und linear sind!
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Falls nichts, geben Sie den homogenen und den
inhomogenen Anteil an!
a) ¥v'=v b) y'=yv+sin(x)

"y _¥"+32y
C) ¥ —2}? i d) D_F"_SF

e) ”’?'=x+% £) (v"") 2=In(x)« (y+y")

g) vy'+y=0 h) ¥’-2v’+y=sin(x)

- LY F__

iy In(x)y +:~:_D
Losung:

a) hom. lin. (¥'—y=0)

b) inhom. lin. (¥’—wv=sin(x)), vel. a)

c) hom. lin. (x<¥y""-2y’+v=0)

d) hom. lin. (¥”’+2v=0 mit ¥’’-3v*0)
e) inhom. lin. (¥’—x+*y=1 mit y*0)

f) nichtlin. (keine Unterscheidung in hom. bzw.
inhom. !)

g) lin. hom. mit ¥'+v20

h) inhom. lin. Storfkt. sin(x)

i) lin. hom.

Losungen:

a)

dSolve(v’=v, x, ¥v) |const(1)=C

{y=C.eX}
b)
dSolve(y¥’'=v+sin(x), x, ¥v) |const (1)=C

_roaX_C0s(x) _sin(x)
{F‘Ce 2 2 }
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¢) keine elementare Losung!

dSolve(x“v"=2v'—v, 3, v) |const(1)=C1 and const(2)=C2

w_ 2% ¥ }
= -
=22

d)
dSolve(¥""+2v=0, x, v) |const (1)=C1 and const{2)=C2

{y=Cl-cos(¥V2x)+C2+sin(v2-x)}

dd—:; (Clecos(¥V2+x)+C2+sin(v2+x)) -3 (c1-cns(ﬁ-x)+cz-st
X

~3+(Clecos(VZ+x)+C2sin (V2 +x) )~2-Cl-cos (V2 +x) ~2-C2-5»
simplify (ans)
—5+Clecos(¥2+x)—5-C2-sin (v 2x) 0
ans/ (—5)

5-Cl-cns(ﬁ-x)+5-(}2-5in(ﬁ-x]:#U
5

simplifv (ans)
Clecos(V2+x)+C2+sin(v2+-x) 0

also keine Losung!

e)

dSolve( F?=X+% WX, V) |const(1)=C

f)

dSolve ((¥”*) 2=In(x)+ (v+¥"), X, ¥)

{y"=—Vy VIn(x) vy, y"=Vy VIn(x) vy’ }
g)
dSolve (¥ y'+y=0, x, ¥) | const (1)=C
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{y=C-e™%}

h)

dSolve(¥""-2v’+v=sin(x), X, ¥) lconst (1)=C1 and const(2)»
{y=C2-x-eX+Cl-eX+%}

i)

dSnlve(ln(x)y"+F¥,=D,x,y) |const(1)=C1 and const{2)=C2

—eCl eCl

{y—CZ— ] Ty 4x=0. j mdxﬂf—(ﬁ:ﬂ}
Aufgabe 57:
In einen undichten Tank flieGen pro Sekunde 10[1]
Wasser. AuBerdem sickert jede Sekunde ein Promille der
aktuellen Wassermenge aus dem Tank. Zum Zeitpunkt
t=T[s] enthdlt der Tank 98[1]. Der Tank sei so grol3,
dass er nie voll wird. Stellen Sie eine Differentialgleichung
fiir die Wassermenge im Tank auf und geben Sie die
Anfangsbedingung an. Schreiben Sie alle Zahlenwerte mit
ihren phwsikalischen Einheiten auf! Klassifizieren Sie diese
DGL!
Losung:
Die Wassermenge (in Litern) im Tank sei bezeichnet mit

V. Die Zuflussrate betragt oz=10[1/s]. die Abflussrate
UEF-ﬁV [5_1 1 {(Promille=1 Tausendstel). Zu jedem

Zeitpunkt setzt sich die Anderung dV der Wassermenge

zusammen aus Zufluss— und Abflussrate:

d Y= 1Ll :
dt (V)=V'(t)=0z+oa=10 IUUUV ergibt
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1
1000

AB: V(7)=98

1
1000

V'+ V=10 fir V=V (t), DGL lin. inhom. 1.Ordn.

dSolve (V'+ v=10,t,V, t=7, V=98)

1 -t 7 }

v=-9902-¢ 1000 1000 4gq
7 =t

V(t)=10000-9902-e 1000 £ 1000 _; 5000-9902-60- 0075

0.007,

approx(9902-e
9971.557166

Define V(t)=10000-9971.557-¢0- 001t

done

approx(V(7))
98.0001649

approx(V(0))
28.443

lim (V{t))
{>oo

10000

Aufgabe 58:
Ermitteln Sie die allgemeine Losung der DGL durch direkte

Integration !

2) v'U=sin(2x) b) ”’;'—111(:():0
¢) (y7=x)«(y'+x2)=0

d) (v")2—y"-6=0

Losung:

a)
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dSolve (v’"’=sin(2x),x,v) |const(1)=C1 and const(2)=C2 |»

2 .
{F=CS-X2+XT+C2-X+CI+W}
cos(2+x)

zusammengefasst: v=0C+x 2 +C2+x+C1+ 3
b)

dSolve(%—ln(X)=U, X, ¥) |const(1)=C1

1F=X2'1H(X) _:(2

7 a +Cl}

c¢) ein Faktor muss "verschwinden™!

dSolve((v''-x)=0,x,v) |const(1)=C1 and const(2)=C2

X3
}?=?+C2'X+Cl

sowie

dSolve ( (v'+x2)=0, x, v) | const (1 )=C3

gl
d) sei ¥'=z
solve (z2—z—-6=0, z)

{z=—2,2=3}
dSolve(y'=—2, x, ¥v) |const (1)=C1

{y=—2+x+C1}

dSolve(v'=3, x,v) |const(1)=C2

{y=3+x+C2}

dSolve ((¥*) 2—y"—6=0, x, ¥) | const (1)=C1

{y=—2+x+C1, y=3-x+(C1}
{y=—2+x+C1, y=3-x+(C2}

{y==—2x+C1, y=3-x+C2}
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Aufgabe 59:

a) Finden Sie die allgemeine Losung fiir die DGL

v’=(1+y2)x3 mit der Methode TdV: "Trennung der
Variablen”.

b) Ermitteln Sie die partikulire Lésung fiir das
Anfangswertproblem y(3)=2!

Losung:

a)

dSolve (v'=( 1+3F2 )x3 s X, ¥) |const(1)=C

b)
Xil
Define v({x)=tan T+C
done
v(3)=2
tan[C+% =2

solve (ans, C)

{C=—tan" [ ] +7+constn{1) +£—ﬂ }

2 4

b | —

ans |constn(1)=k

{c=ken—tan( 3 ) +5-21 |

B3| =

4
— X o lew—tan-l l] x_81
y(x)—tan[ 1 +k+x—tan [ +2 4

5 ], keZ

g AL l]_ -1
Es gilt: 2 tan [2 =tan™'(2)

judge( %—tan“ [ % ] =tan~'(2))

35



TRUE

Kontrolle der AB wegen der mehrdeutigen({?) partikularen

Losung:
Define v¥1(x)=tan %+k-n+tan'1 (2) _%
done
2D-Grafik ‘ T
yv(3)=2
-1 L,

Y P—— A

solve (ans, k)
{k=—constn(1)}
Die tan—Funktion hat die Periode x, sodass k=0 gesetzt

werden kann:

4
Ergebnis: v1(x)=tan XTH:an“ (2) —%

Aufgabe 60:
Wir betrachten noch einmal die DGL aus dem

vorangegangenen Aufgabenblatt. Diese lautete:

1
1000

mit V(7)=98. Losen Sie zuerst die homogene DGL mit

V+

V=10

dem Verfahren der Trennung der Variablen!

Kontrollieren Sie Ihr Ergebnis, indem 5ie die homogene
DGL noch einmal mit dem Verfahren der charakteristischen
Gleichung losen! Um eine partikulare Losung zu finden,
wiahlen Sie den Ansatz yp(x)=A und bestimmen Sie A
durch Einsetzen in die DGL! Geben Sie nun die allgemeine

Losung der DGL an und ermitteln Sie die Losung fiir die
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gegebene Anfangsbedingung!

Losung:

dSolve (V'+

10100 V=0,t,V)|const(1)=C

__t
{V=C-e 1000 }

charakt. Gl. lautet )a.+10100=[], d. h. A=_1[]1W
Ansatz:
Define yp(x)=A
done
i(3ﬁ'13r(:w:))+ 1 yvp(x)=10
dx 1000
ﬁ=10
hieraus: A=10000
-t
Define V(t)=10000+C+e 1000
done
V(7)=98
T

c.e 1000 410000=98

solve (ans, C)

T
1'13=—9£5I[]2-«:=,-m }
approx (ans)
{C=—9971.557166}
Bem.: Wir rechnen in der Nathematik nur mit den
hMalzahlen (ohne MalBeinheiten), nachdem diese

aufeinander abgestimmt wurden.
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Aufgabe 61:

Betrachtet werden soll die DGL x+v’'=wvssin(x)

a) Klassifizieren Sie diese DGL bzgl. Ordnung,
Homogenitat, Linearitit. (Begriindung!)

b) Sie kann mittels der Methode "Trennung der Variablen”
gelost werden. Geben Sie die beiden Integrale an, die
dabei zu losen wiren!

¢) Eines der beiden Integrale ist schwer zu lésen. Daher
soll die Losung genihert werden fiir kleine Werte |x|,
indem der Term sin(x) in der DGL ersetzt wird durch
seine Tavlorentwicklung 3. Grades um die Stelle x,=0.
Geben Sie die dadurch entstehenden Integrale an!

d) Finden 5ie die allgemeine Losung der gendherten DGL!

Lisung:
a) hom. lin. DGL 1.Ordnung: x+v’—sin(x)s+y=0
dSolve (xsv’—sin(x)+v=0, x, ¥) |const (1) =C

{—] Sin(X)dan(lyl)—C:[]}

X
b)

0 0 g
ldy=] sin (x) dx+C
oY o X

ln(|}’|)=] —Si“f) dx+C

c)
tavlor(sin(x), x, 3, 0)

—x

+x
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0y [0 g *¥ 02
]—dy=] dx+c=f +1dx+C
o¥ o X o ©
d)
i 0_.2
]ldy=j X7 1 dx+C
o¥ o ©
.
ln(|y|)—W+x+C
solve (ans, v)
.3 .
Hg x+C T +X+C}
y=0 YO

+x
v=Cl-+e 18 mit CleR. (¥=0 singulare Lisung)

Bem. : Integralsinus

.. ~_{Xsin(t) . . . ] ] _

Si(x)= 1 dt ist eine nicht elementar integrierbar Fuip
0

https: / fde. wikipedia. org f wiki/ Integralsinus

allgemeine Lésung demnach: y:@l.eSi(x)

Aufgabe 62:

Lésen Sie die DGL yv'+y=x2, indem Sie

a) einmal die homogene DGL mittels Trennung der
Variablen (TdV) losen und anschlieBend eine Variation der
Konstanten (VdK) durchfiihren;

b) und einmal die Lésungsformel direkt anwenden:

Die allgemeine Lisung der inhomogenen DGL 1.

Ordnung ¥’+P{(x)v=Q{(x) lautet
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—f P(x)dx
vix)=e . ] Q)

P(X)dX]

e dx+C

statistik. wu—wien. ac. at f ~levdold / MOK /HTML /nodel1 82. html
www. massmatics. de/ merkzettel f

#1505 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Hinweis: Partielle Integration fiir das Integral verwenden.
Losung:

2

dSolve (v'+v=x“, 3, ¥v) |const (1)=C

{y=C-e_X+x 2_9.x+2}

a) Tdv:
04 0
‘[-—dy=f —1dx+C
0¥ 0
In(|y|)=—x+C
solve (ans, v)
{y=—e=¥+C_y=g—x+C]}

v(x)=Cl-e™%

VdK: v(x)=Cl(x)+e” %

4 (01 (x)+e™%) +C1 (x) e X=x2
dx

[éi(c1(x))—01(x)]-e‘x+e‘xmn(x)=x2
simplifv (ans)

4 (01(x)) -e"X=x2
dx

C1’ (x)=x2.e¥
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0
[ x2.0Xdx
a

x2.0X-2vx-0X+2.0%

v(x)=Cl(x) e %=
(x2+0X=2vx-0X+2+0%) 07X

(x2.0X-2.x-0X+2-0X) 07X

simplify (ans)
x2—2ex+2

Ergebnis: y=Cl-e_X+xz—2-x+2
b)
Define P(x)=1

done
Define Q(X)=X2

done

0
—] P (x)dx [ ]P(X)dx

e U Q(X) dx+C

(x2.eX-2ex-0X+2-0X+() 6%

v=simplifv (ans)

}’=C*e_x+x2—2-x+2
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Aufgabe 63:
Ermitteln Sie, ob folgende Mengen wvon Funktionen linear
abhingig oder unabhingig sind! Wie lautet jeweils deren

lineare Hiille?

a) {x} b) {0,x} c) {1,x}
d) x1/2 x7 /2y oy (x,%x2,2x33

) {x,x2, 302} @ {Vx,V2x}

h) {In(x),In(2x)} i) {In(x),In(2x), 4}

https:/ /de. wikipedia. org fwiki/Lineare Hiille

Losung:

a) {x} ergibt die Menge {v|v=A+x, AER}
Menge aller linearen Funktionen durch den

Koordinatenursprung

b) {0,x} ergibt die Menge {v|v=A+x, AER}
Menge aller linearen Funktionen durch den

Koordinatenursprung

c) {1,x} ergibt die Menge {v|v=A;+Az*X, A, A:ER}

Menge aller linearen Funktionen



A {(x172 51723 orgibt die Menge {y|y=ﬁl-ﬁ+az-%,
x

A, AzER}

e) {X,X2,2X3} ergibt die Menge {FIF=AI-X+A3-X2+A3-X3,
A1, Az, ASER G

hMenge aller kubischen Funktionen {ohne w=const. )

£) {x,x2, (3x)2} ergibt die Menge {y|y=A;x+Azx2,
A1, A2ER}
Menge aller quadratischen Funktionen (ohne y=const. )
g) {Vx,V2x} ergibt die Menge {v|y=A-vVx, AER}
Menge aller Wurzelfunktionen (Quadratwurzeln)
h) {In(x),In(2x)} ergibt die Menge {v|v=A,+Az*In(x),
A1y AzER}
Menge aller In—Funktionen (mit const.—Anteil)
i) {In(x),In(2x), 4} ergibt die Menge {v|v=A;+Az*In(x),
A1y AzER}

Menge aller In—Funktionen (mit const.—Anteil)



Aufgabe 64:

Ermitteln Sie die allgemeine Losung mittels der

charakteristischen Gleichung!

Hinweise: f) Eine Losung lautet A=3, Polynomdivision. i)

_d
D_dx
a) v'+2v=0
b) ¥’=3v'=0

by 10 , 4

d) 2v ¢4 +2y7-12y=0
e) v(5)—y'=0

f) ¥'-8v""+v’+42v=0
g) y'-4y'+4y=0

b y(®)=0

i) (D2+6D+9) (D2+2D+1)y=0
Losung:

a)



solve (A+2=0, A)

{A==-2}%
dSolve (v'+2v=0, x, v) |const (1)=C
{y=Cre~2'X}
b)
solve (A2—3A=0, A)
{A=0, A=3}

dSolve (v*’=3v’=0, x,v) |const(1)=C1 and const(2)=C2

{y=C2-e3"%+C1}

c)
solve(2A2+EA—£=0, A)
3 3
5 =1
{A— 2,,1-3}
w10 , 4 _
dSolve(2v +?y —§}F—U,X,F) |const(1)=C1 and const(2)

X
‘F=02-e§+01-9_2'x}
d) 2y +2y7-12y=0
solve (24%+242-12=0, 1)
{r=—V2,2=V2}
rFactor (2A%+212-12)
2-(A243)-(A+v2)-(A—V2)
rFactor (2A%+212-12)
20(A+V2) (A=V2) - (A+V3-5) - (A—V 3+ §)
{e_ﬁx, eﬁx, cos(¥3x),sin(vV3x)} ergibt



v=C1 -e_ﬁx+(32-eﬁx+f33-cas (v 3x)+C4-gin(vV3x)

e) v(3)-y'=0
solve (A0 -A=0, 1)

{A=—1,A=0, A=1, A=—J, A=j}
{1,e7%,e*,cos(x),sin(x)} ergibt

v=C0+Cl+e  X+C2+eX+C3+cos(x) +Cd+sin (x)

f) }’"’_8}’""'}”"'42}’:0
solve (A3—-812+A+42=0, A)
{A==2,A=3,A=7}
dSolve (v*"'—-8v""+v’+42v=0, x, v) |const (1)=C1 and const(»
{y=C3-e7X+C2-e3"X+C1-e72"¥}
g) y’-4y’+4y=0
solve (A2—4A+4=0, A)
{A=2}

factor (A2—4A+4)

(A-2) 2
dSolve(¥""'—4v'+4v=0, x,v) |const (1 )=C1 and const(2)=C2

{y=C2.x-02"%+C1-02°%}
h) v(3)=0

solve (A5=0 s A)

{A=0}
S5—fache Nst.
2 4}

{l,x,x .XS.X



y=CO0+C1-x+C2-x 2+C3-x5+C4.x 2

follall

0f (O
] [] de+04]dx+c3]dx+c2]dx+ﬂl]dx+CU
ol o

c4-x4+4-c3-:~:3+1 2-02-32+24-Cl X,

5 Co
expand (ans)
04112-;:4 +03§3 +02;2 +C1-x+C0
ca=S%, 3=23, 2=
i) (D24+6D+9) (D2+2D+1)y=0
solve ((A2+64+9) (A2+24+1)=0, A)
{A=-3, A=-1}
factor ( (A2+64+9) (A2+24+1))
(A+3) 2. (a+1) 2
{e~3%, xe™3X o™X xo7X3

{e73%, x.e73"%, o7, x.07X}
yv=Cle 3X+(2xe 3X+C3e "X+Caxe X
y=C3-0 X+Cax-0 X+Cl-0~ 3 X+(2x-0~3'X
Aufgabe 65:
Bestimmen Sie unter Nutzung der Hinweise die allgemeine
Losung folgender DGLI
a) v'+yv’=2y=-=10sin(x). Lo&sungen der charakteristischen

Gleichung sind -2 sowie 1 und zudem lost

v=cos(x)+3sin(x) die DGL.
b) y'—14y"+49y=49x2-28x. Es gilt x2—14x+49=(x-T)2

und x2+C 165t fiir ein bestimmtes C die DGL.
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2,

c) X }f”—dx-y’+4y=x8. Sowohl die Fundamentallsungen

als auch eine partikulare Losung sind Monome der Form
a-x,
Losung:

a) y=Cl*e_2X+CZ*eX+cns(x)+35in(:~:)
dSolve (v’ +v'—2v=—10sin(x), %, ¥) |const (1)=C1 and constB

{3?=(32-ex+f31 0”2 %4005 (k) +3-5in (x) }

b) charakt. Gl. )1.2—1 AA+49=(A-T) 2 =0 ergibt A=7
{ Doppellosung )

Define y(x)=x2+C

done

d2

(v(x)) =144 (v (x)) +49y (x) =19x2-28x
dx2 dx

49 (x240)-28-x+2=49-x2-28.x

-]

dSolve (v*'—1 4y’+49y=49x2—28x, X, ¥) |const(1)=Cl and CE|

solve (ans, C)

{y=C2-x-e T*X40100 1" X4x 2 —% }

c¢) (Euler-DGL)

dSolve (x2 -y”—dx-y’+4y=x8 s X,¥) |const(1)=C1 and const IH
1 —ﬁ+02-x4+01 X}
T

Define v (x)=arx"

done



x2.82 o3y —ax-d (v (x)) +ay () =x®
2 dx

dx
arn-xTe(n—1) —4-a-n-x“+4-a-x“=x8
ans | n=8
28-a*x8=:~18
=L
28
Define v(x)= 1 'XS
yixJ=o8
done
2 d2 d _
(v(x)) - 4X (F(X))+4F(X) =x 8
dxz
x8=x8
hom. Degl.
Define v(x)=a-x"
done

2d

(v(x)) - 4:(— (v{x))+4v(x)=0
dx2

arn-xM-(n—1)—4-a-n-x0+4-a-x1=0
factor (ans)
arx+(n—1)+(n—-4)=0
n=1 oder n=4

4 8

Lisung: y=Cl+x 218
Aufgabe 66:

Liosen Sie die sogenannte “logistische Differenzialgleichung”,
welche ein begrenztes Wachstum beschreibt, mittels

Trennung der Variablen:



x’=i(x(t))=k-x-(1—%) mit k, MeR*

Hinweis: Lisen Sie das dabei vorkommende Integral mittels
Partialbruchzerlegung.

Losung:

dSolve (x’=kex+ ( 1—%) .t, %) | const (1)=C

1
M -1
(x[) 1 —CoeM T oket
(lx-my M
1
f M -1
X M ket :
Lx—MU =C-e ergibt

— M
XfM‘=[C-eM l'k't] =C1.eK't

mit x<M folgt:

X

=1 .okt
I‘u‘I—x—Cl e

X _1.ekt
solve (1——=Cl-e™ ", x)

|X=CI-M-ek't }
c1-ekt+1

M

e Ktyc2

Aufgabe 67:

x(t)=

Geben Sie eine lineare DGL an, welche Bo~1X_33e 70Xy
als Losung besitzt !

Losung: DGL 2. Ordnung mit char. Gl.

expand ( (A+4) (A+5)=0)



A24+9+4+20=0
hom. DGL ¥”’+9%’+20¥=0
Kontrolle:
dSolve (¥”'+9y’+20¥=0, x, ¥) [const (1)=C1 and const{(2)=C2

{y=C2-e~4"%4+(C1.e~9°%}

d—z(X) +9 d (X) +20x
X

20-x+9

DGL v"+9v'+20v=20-x+9
Kontrolle:
dSolve (v +9v'+20v=20+-x+9, x, ¥v) |const (1)=C1 and const/|»

{F=C2-e_4'x+01-e_5'x+x}
ans |C1=6 and C2=-33

{y=—33-e_4'x+6-e_5'x+x}
Aufgabe 68:

Die DGL y"'+wo2y=0 (wo>0) hat die Losung Cle WodX+

C2e®edX (nachrechnen!). Hierbei konnen die Konstanten
C1,C2 und die Funktionswerte y komplexe Zahlen sein.
Aus physikalischen Grunden sind wir nur an reellen
Lésungen interessiert. Zeigen Sie, dass sich diese Ldung
dann als K1-cos(wp*x)+K2+sin(we*x) schreiben lasst!

Losung:

dSolve(y"+m02y=U, ¥, ¥v) |const(1)=C1l and const(2)=C2
{F—C2-e *} +Cl XY W }

dSolve(y"+m02y=0, ¥,v¥) |const(1)=C1l and const(2)=C2

{y—cz-e V{7+i::1 ‘X'r}

10



ans | wg>0
{y=Cl-e~WoX F4(2.oWo X" }
expToTrig(ans)
{¥=Cl+cos(wp*x)+C2+cos (wp*x) —C1 +sin (we+x) + j+C2+sin (we*
Realteil: K1-cos(wgx)

Imaginarteil: K2+sin{(wqg*x)

Aufgabe 69:
Die DGL fiir eine gedampfte Schwingung lautet

X"+%X'+%X=U (z.B. Federpendel mit Reibung). Dabei

ist m die Masse, k die Federkonstante und r der

Reibungskoeffizient.
a) Zeigen Sie, dass A, 2=—wWg*rtweV r2—1 Lésungen der
charakteristischen Gleichung sind! Dabei ist wge= !% und

r
2v m-k

b) Schreiben Sie die allgemeine Losung auf! Wann kann

?":

man diese mittels Sinus—/Kosinusfunktionen ausdriicken?
Begriinden Sie, warum man die 3 Falle »<1, =1 und

¥ >1 unterscheidet! In welchen Fillen tritt eine Schwingung
auf?

c¢) Zeigen 5Sie, dass das Pendel in jedem Fall asyvmptotisch

in die Ruhelage zuriickkehrt, also lim (x{t))=0 gilt!
>0

d) In welchem Fall (fiir welches y) klingt die Schwingung
am schnellsten ab?

Losung:

11



a) char. Gl.

solve (A2+L)¢+£=U s A)
m~ m

|}l= - (r—'-.f ré—4-k'm )

—(r+/r2-4-km) }

2+m » A= 2+m
expand (ans)
i i WY r2—4 kem a=—T r2—4-k-m}
2em 2+m ! 2+m 2+m
Wge= k
=y m
k
m
yi=——
2¥y m+k
_r
2V k'm
_mutr
F
_r..
. ym
2+vk*m
simplifv (ans| k>0 and m>0)
T
Z'm

o'V r2—1

‘/E N ré—4.kem
m k*m
2

y r2—4-k-m

simplify (ans| k>0 and m>0)

2+m
Damit gilt: A, s=—wg*yTweV r2—1

12



b)
x(t)=Cl-e" (mu'?"+mu'm) .t+02-e_ (mu'r—mu'm) +t
d. h.

x(t)=e~Wo7 "t [01-e‘wu'm't+cz.ewu- re-1 -t]

Fall r>1 ergibt die reelle Lésung (”Kriechfall”)

x(t)=e~Wo7 "t [01-e‘wu'm't+cz.ewu- re-1 -t]

Fall r=1 ergibt die reelle Liésung (aperiodische Grenzfall)

x(t)=K1+e~ @' T L4 2tee™Wo T t

Fall 0<r<1 ergibt die komplexe L&sung

x(t)=e Wo'rt, [Cl .e_mu'jm't+cz.emu’jm’t]
bzw. die reelle Losung (Schwingung, “Schwingfall”)
x(t)=e~@oTt, (Cl-cos(mu-m-t)+c2-sin(mu-m-t) )
d.h. mit m=mu-m:

x(t)=e W07t (C1.cos(eot) +C2+5in (wet) )

c) Fall 0<r=1

lim (e~®o'r*t) =g wegen we>0 and >0
t>oe

und

lim (t-e~®@o7*t) =g
t>00

13



Fall r>1 ergibt

(31.9—(mu'r+muw ?"2_1 )'t+cz.e_(mu'?’_mu'\' ?'2—1 )'t

WY Hwg*V r2—1 >0 und wgrr—weV r2—1 >0 somit auch hier

lim (x(t))=0.
{>oo

mit

d) im aperiodischen Grenzfall y=1 schnellstes Abklingen

Aufgabe 70:

Losen Sie v''—y'=2y= (D2 -D-2) 3’=2&3X durch schrittweise

Integration !
Losung: Faktorisierung (D 2 -D=-2)=(D-2) (D+1)
Sei (D-2)u=2e°%X mit u=(D+1)y

hieraus folgt
dSolve (w’'—2u=2e3X, x, u) | const (1) =C

{u=2-63"%4C.02°%}
nun ist u=(D+1)y, d.h.

dSolve (y’+y=2eSX+C-ez'X , X, ¥) |const(1)=C1

3 2%
_e Cee . —X}
{y— 7 + 3 +Cl-e
sei cz=%.
Kontrolle:

dSolve (v’—y'—2y=2e°%, x, v) |const (1)=C1 and const(2)=>

3x
{y= € 5 +(2-02"%4(1 -e_x}
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