Prof. Dr. Ludwig Paditz WS$2021/2022

HTW Dresden, Fak. Inf. fMath.

Aufgaben und Losungen zur ANALYSIS

Aufgabe 01:(Einstiegsaufgabe)

Zeigen Sie durch indirekten Beweis, dass vV3¢Q (Menge
der rationalen Zahlen) gilt!

Nehmen Sie an, V'3 lieBe sich darstellen als vollstandig
gekiirzter Bruch pfq mit p,g€Z und leiten Sie daraus
einen Widerspruch ab.

Losung:

angenomimen V3 =p/q ein vollstandig gekiirzter Bruch,

d.h. 3q%=p2,

2

damit ist auch p“ durch 3 teilbar und somit auch p durch

3 teilbar, d.h. pP=3n mit einem ne€Z.

Hieraus folgt 3q2=p2=9n2, q2=3n2, d.h. auch q2 durch



3 teilbar und somit auch q durch 3 teilbar.
Damit sind p und q durch 3 teilbar, d.h. pfq war nicht
vollstandig gekiirzt, was im Widerspruch zur Annahme

steht, p/q sel bereits vollstindig gekiirzt!

Damit kann v 3 nicht rational sein!
vgl. auch

www. mathe—online. at fmathint fzahlenfi_ sqrt2. html

(Beweis, dass V2 irrational ist)

Aufgabe 02:(Einstiegsaufgabe)

(Abi 2020fBavern) Betrachtet werde die Funktion

h: x-x+In(x2).

a) Geben Sie den maximalen Definitionsbereich I} von h
an!

b) Ermitteln Sie die Ableitung h’!

c) Bestimmen Sie die Koordinaten aller lokalen
Extrempunkte (Mhaxima/Minima) wvon h!

d) Lassen Sie sich den Graphen von h mit einem



elektronischen Hilfswerkzeug =zeichnen.

Skizzieren Sie grafisch die Bedeutung des Ausdrucks

5
f —h(x)dx !
1

Losung:

a) D=R\{0}=R* (Symbolik DIN-5473),

D=(—2, 0)U(0,)={xER | x*0}

b)

Define h(x)=x+In (xz )

d
dx(h(X))

h’(x)=ln(x2)+2
c)

solve(ln(x2]+2=0, X)

9
42 (hix))
dx2

rel. Min. fiir x=e_1

rel.

Max.

done

{x=—e_1,x=e_1}

b

fir x=—e"



h(x) I:Jr:=.<.-:r_1

—2.e~1
h{x) I:Jr:=—.1=,-_1
2.1
. .1 =2 -1 2
Mm(e, s ), Max( A ’e)
d)
Define w1 (x)=h(x)
done
2D-Grafik LA
5
f —h (x)dx
1
=25+In(5)+12
approx (ans)

—28. 23594781

=h({x) liegt im Interwvall (1,5) unterhalb der x—Achse,

daher Ergebnis negativ.

2D-Grafik Integration LE

Aufgabe 03: (Ehemalige Klausuraufgabe)

Eine Funktion f{x) hei3t achsensymmetrisch bzgl. der
vertikalen Achse x=k, keR, falls die folgende Bedingung
erfiillt ist: ¥xeD: f(k—x)=f(k+x)

a) Untersuchen Sie anhand dieser Bedingung, ob

f (x)=:~:2+9—6x symmetrisch ist bzgl. der Achse x=3!
b) Es soll untersucht werden, zu welcher Achse x=k die

2

Funktion f(x)=x<+4x+4 achsensyvmmetrisch ist.



Die Auswertung der Bedingung ergab:

k2 —2kx+Aak+x 2 —Ax+4=k 2 +2kx+Ak+x 2 +4x+4

Welchen Wert hat k? (Hinweis: Zusammenfassen nach

Potenzen von x, Koeffizientenvergleich)

Losung:
a) xz+9—6x=xz—8x+9=(x—3)2
Define f(x)=x2+9—Bx

f(k—x)

simplify (ans | k=3)

f(k+x)

simplify (ans | k=3)

done

(x—K) 246+ (x—k)+9

(x+k) 2—6+ (x+k) +9

2
Define v1(x)=f(x)
done
2D-Grafik LA
ja, f(x) ist syvmmetrisch bzgl. k=3
b)
k2-2kex+Ak+x2—4x+1 = k2+2k+x+4k+x2+4x+4 ergibt
k2-2kex+ak+x2—ax+4 — (k2+2k-x+4k+x2+4x+4)=0
—4+Kex—8+x=0

solve (ans, k)

{k=-2}



der gesuchte Wert lautet k=-2.

Aufgabe 04: (Ehemalige Klausuraufgabe)
Fiir Polyvnome 2. Grades der Form

2+ax+b=(x—r1) (x-rz) trifft der sogenannte “Satz

P2 (x)=x
von Vieta” die folgende Aussage:

a=—(rytra), b= rira.

a) Welche (graphische) Bedeutung haben r; und r»? Wie
lauten a, b und r, und r. fiir das Polynom

P2 (x)=(x+x) (x—2r) ?

b) Zeigen Sie, dass der Satz von Vieta fiir beliebige
Polynome pz(x) stimmt, indem Sie pa(x)=(x—-r;) (x-T2)
ausmultiplizieren und einen Koeffizientenvergleich
durchfiihren!

Losung:

a) (a+x) (x—2r)=(x—(—x)) (x-2r), d.h. r,=—=n, r:=2r

Define pz(x)=(r+x) (x—2x)

done

expand (p2(x) )
xd—xom—2-72

somit a=—-wn, b=—-2xn 2
(graphische) Bedeutung wvon r; und r: Nullstellen von
p2(x).
b}
Define po(x)=(x-r;) (x-132)

done

expand (pa(x) )

X 2—1‘1 'X_rz'x+r1'rz



collect (ans, x)

Xz— (I‘2+I‘1) *X4T >

d.h. a=—{(ry+r:), b= rrs.

Aufgabe 056:

Zeigen Sie anhand des e—Kriteriums, dass lim E] =1
naoo 1 01+l

gilt !

Das e=Kriterium lautet:

Eine Folge (an) hei3t konvergent mit dem Grenzwert «,
wenn der Abstand der Folgenglieder zum Grenzwert beliebig
klein wird und klein bleibt: ¥e>0 Ing=ne(e)EN ¥n>n,:

|an—a|<e. Andernfalls hei3t sie divergent.

Man schreibt dann: lim (ap) =«.

n->o0
Losung:
_h-1 _ .
an= und «=1 ergeben:
_n-1 . _n—-1-(n+l)_ -2 2 .
an—o= T1=T 5 =47 d-h. lan o‘:|——n_|_1 <g fiir

n>%—1 => ng(e) ist die kleinste ganze Zahl = %—1,

damit ist das e—RKriterium mit o=1 erfillt und 1 ist der

Grenzwert.

_n-1_n+1-2_. 2 _ O .
== o+l =1 Y] => 1=0=1 fiir n=><c.

Aufgabe 06:

Gegeben sei die Vorzeichen—Funktion sgn(x). Diese ist

einfacher: apn

defniert durch sgn(x)=-1 fiir x<0, sgn(x)=+1 fir x>0
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und sgn(0)=0. Zeigen Sie anhand des e-6—Kriteriums,
dass diese Funktion an der 5Stelle x;=0 keinen Grenzwert
hat !

Das e=6=Kriterium lautet:
Sei f: RISR eine Funktion, welche n—dimensionale Punkte

auf reelle Zahlen abbildet, und sei %,€R™ eine Stelle des
Definitionsbereichs. Die Zahl «€R heil3t Grenzwert von f
gegen X, wenn es fiir jede noch so kleine Epsilon—Kugel
um & eine Delta—Kugel um x, gibt, sodass die
Funktionswerte der Delta—Kugel S 6 in der Epsilon—Kugel
S £ liegen.

Ye>0 36508 f(S 6(xy))CS elat).

Man schreibt dann lim (f{x))=«.
NN

Losung:

signum (x) , x<0
Define f{x)=40, x=0
signum (x), x>0

done
f(0)
0
f(-5)
-1
f(8.3)
1
Bem. ! f(x)=2+heaviside (x)—1=2-H(x)-1
Grafikformat einstellen: Zeichne pixelweise
2D-Grafik LA




Es ist vo=f(xg)=f(0)=0=c

sel £=0.5: 8 _e(o)={v|—-e<v<e}={y|-0.5<v<0.5}
S_6(x)={x|-06<x<8} => f(6/2)=1¢8_e(ax) V6>0,

d.h. es gibt kein passendes 6>0 mit (S 6(x,))CS e(w).

Bem. : einseitige Grenzwerte sind ungleich:

lim (f{x))
x>0~
-1
lim (f(x))
x=>0*
1
lim (f(x))
x>0
Undefined

xp=0 ist eine Unstetigkeitsstelle von f(x).

Aufgabe 07:

Ermitteln Sie den Wert folgender Grenziibergange:

f 2
) 1 . 2n
a) lim 3-—] b) lim +4.n 9]
xdo00 + X n>e0 \ n+1 Vo
F 2112 ;4
¢) lim -4+0/{9 d) lim [Sin[——e_n]]
n-=>ec un2+1 J_] n-ec 4
f ¥_ %
e) lim 92 1 f)  lim (ex ]
x>0\ x°+x X2>3
f 2
g) lim [ —= 28”"’9 h) lim 3
X233 \ x¥-3x°-9x+27 xde le+(In(x<)-1)
Losung:
a)



00

b)

i [ 2y |
c)

i (B aono
d)

lim [SiIl [ %—e_n ] ]
n->o0

g)

lim
x>3

x2—6x+9 ]
x3-8x2-9x+27

10



h)

) X
lim 2
e le(In{x<)-1)

Aufgabe 08:

Achilles und die Schildkrite veranstalten ein Wettrennen.
Die Schildkréte bewegtsich fort mit Skm/h, Achilles mit
20km/h. Die Schildkriéte hat einen Vorsprung wvon
Axe=100km. Zum Uberwinden dieses Vorsprungs benétigt
Achilles die Zeit Atp.

Die Schildkréte aber ist weitergelaufen und hat nach Ablauf
dieser Zeit einen neuen Vorsprung Ax;. Zum Aufholen
dieses Vorsprungs benotigt Achilles nun die Zeit At;.

a) Geben Sie tabellenférmig die Werte Axn und Atn fir
n=0,1,2,3,4 an!

b) Finden Sie eine allgemeine Formel fiir Axnp und Atp!
c) Losen Sie Zenons Paradoxon durch Ermitteln der
Grenzwerte xX=Axp+Ax;+Axz+... und t=Atp+At,+At+. .. !
d) Bestatigen Sie das Ergebnis, indem Sie die
Bewegungsgleichungen x_A(t) und x_S(t) fiir beide Laufer
aufstellen und den Uberholungspunkt durch Gleichsetzen
ermitteln !

Losung:

a) Axp in km, Atp in h, Asp in km, wobei sn den Weg
beschreibt, den die Schildkriéte im n—ten Abschnitt
zuriickgelegt hat.

11
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n 0 1 2 3 4

Axn 100 20 4 0.8 0.16
Atn 4 0.8 0.16 0.032 0.0064
Asn, 20 4 0.8 0.16 0.032

Es gilt: Axn41=ASn, Atnya=AXn /20, ASn.1=0+Atnu
d.h. Axn.1=0+Ath=Axn{0, Axn=Axn_1/0 usw.
sowie Atn.1=AXne/ 25=0+Atn /25=Atn /5
b) Man erkennt aus der Tabelle, dass in jedem Schritt
durch 5 geteilt wird:

Axn=Axo/ 5" und Atp=Ate/5"

Qb

c) X=Ax+AXHAK+. . . =AxXgr 2. [L]
n=0\ 51
=AX 1 =§ﬁx =125[km]
P1-1/5" 477"
_ _5,, .5 ,_
analog t=Atg+At,+At-+. .. —Eﬁtu—1-4—5 [h]

(geometrische Reihe)

d) Startpunkt (Nullpunkt) fiir Archilles, dann
x_A(t)=25t,

fiir Schildkrote dann x_S(t)=100+5t

Gleichsetzen: 25t=100+5t ergibt t=0, was das Ergebnis in
c) bestatiat.

Aufgabe 09:
Fine Folge sei wie folgt rekursiv definiert:

a,=100, aml:%‘lﬂ, n=1,2,...

Wir nehmen an, der Grenzwert lim (an)=a existiere.
n-=>e¢

12



Welchen Wert hat dann dieser Grenzwert?

(Hinweis: Grenzwert a in die Rekursionsvorschrift
einsetzen. )

Losung: angenommen, der Grenzwert a existiert, dann

_a : _ _3
a—3+1 ergibt 2a=3, d.h. a=7

Berechnung der rekursionsfreien Darstellung mit rSolve:

rSolve (an+1=a?“+1 ,a4,=100)

]n—l

+

197 [
dn=—
an.-

S
2

Folgen—-Editor b

sel p(x) =%+1 , dann ist Xn+=@({xn) eine kontrahierende

Abbildung,

da gilt |p(x)—p(¥)|= %+1—(%+1) =%|x—y|£L- x—v| mit

0<L<1 (Kontraktionszahl L., Banachscher Fixpunktsatz)

Damit existiert der Grenzwert fiir n—<e.

Aufgabe 10:

o0

o (o2)
Untersuchen Sie die Reihe z n+e mittels des
n=0

Wurzelkriteriums auf Konvergenz!

-
Losung: sei ap=n-e 1

n 2
lim[ n-e " 11 ]

n->ec

13



1
n nl2 o .2 _
ne 1 =pll.p ™0 fn:ﬂﬁ-e N31.0
damit ist die Reihe konvergent.

100

> (appmx(n-e_nz ] ]
n=0
0.4048813986
1000
> [approx[n-e_nz]]
n=0
0.4048813986
10
(n-e_nz]
n=0

e l42-067443.67944.671045.672346.6790 7.6 7494807
approx (ans)
0.4048813986
Aufgabe 11:
Zeigen Sie, dass das notwendige Kriterium fiir die

(-1H"

m] erfillt ist

o0
Konvergenz der Reihe 2.
n=2

(Hinweis: Sandwich—Kriterium) und priiffen Sie, welche
Aussage das Quotientenkriterium zur Konvergenz dieser
Reihe liefert!

Lisung: notwendige Kriterium

(-nH"

=——————=30 fiir n—9 offensichtlich.
n+cos{(nn)

dn

Bem.: cos(nza)=(-1)"
"Sandwich—Kriterium” (EinschlieBungskriterium): Oberfolge

und Unterfolge bilden

14



- —13yh _13h
1< (=1) - (-1) < 1 fir n>2
n+1 n+cos{nwx) n+(-1)0 n—1

—13yh _1yh+1
Quotientenkriterium: |22 |= (=1)"  n+l+( 1)1
dn+1 n+(_1)11 (_1)n+
1+(-1) 1+
_1yh+1 1+
_|n+1+-1) ‘= n 1 fir s, Keine
n+(-D" L4 DT
Y ho

Aussage mdoglich!
Vermutung: alternierende Reihe, (streng) monoton fallend
Nullfolge, d.h. Konvergenz (Leibniz=Kriterium)

10 n
approx [ n§2 approx [ 11+E:0; g nzw) ] ]

~0. 1634559885
100 _\n
APProx [ Z ApPProx [ L ] ] ]

n=2 n+cos (nx)

—0. 2919268306

500 _1y0
apprGX[nZE approx[}ﬁéié%%ﬁ?f]] ]

—0. 3038558115

1000

approx| 2. [appmx
n=2

(=Dt ]]
n+cos{nx)
—-0. 3053535684

2000

approx Z [appmx
n=2

(=Dt ]]
n+cos(nm)
~0.3061030068

Aufgabe 12:

Ein Quadrat der Seitenlinge a wird in 4 gleiche

15



Unterquadrate unterteilt. 2 Unterquadrate werden
verworfen, eines wird ausgemalt. Das wverhleibende
Unterquadrat wird wieder in 4 Quadrate unterteilt, won
denen 1 ausgemalt und 2 verworfen werden etc.
Berechnen Sie die ausgemalte Flache, wenn dieses
Verfahren endlos fortgefithrt wird!

Losung:

o

2 .12 2 2n
(3)7+(5)°+(3) =2 2 [(3))

@ f 1420
25 ((3))
d
1 2

[x1]

Aufgabe 13:
Wie miissen die Konstanten A und B gewiahlt werden,

damit f iberall stetig wird?
—2+5in(x), —°°<x£—%

=1 A.ci _r i
f(x)=1A+sin(x)+B, 2(5((2

cos(x), R <o

Losung:

lim {(—2sin{x))

o[3)

lim (A-sin(x)+B)
Tl
o (-3)

—-A+B

16



lim (A-sin{x)+B)

o[3)

lim (cos(x))
{3

-A+B=2
A+B=0 |z, B

Define v1(x)=1—1+sin(x)+1,

—2s5in(x), —oo<x£—%
R

cos(x),

A+B

{A=-1,B=1}

done

2D—-Grafik

Yo
Y2

Aufgabe 14:

f(x)=

pix) _ 3xS+10x%—x

Der Nenner hat die doppelte Nullstelle 1.

restlichen beiden Nullstellen,

a0 ydogy2yg

indem Sie mittels

Ermitteln Sie die

Polynomdivision den dazugehorigen Linearfaktor abspalten

und die entstehende quadratische Gleichung lésen! Fihren

Sie nun eine Partialbruchzerlegung von f durch!

Geben Sie

anschlieBend die Nullstellen und Polstellen von f an!

Losung:

rFactor ( 3x3+10:~:2—:~:)



277
3

3'X'[X+ +%]-[x—2';ﬁ+%]

rFactor (x¥-2x2+1)

(x+1) 2 (x—1) 2

(x+1) 2+ (x—1)2

3-x-[x+

Define v1({x)=

done

2D-Grafik e

Polstellen: x=1, x=—1 (jeweils 2. Ordnung)

e _ 247 5 247 5
Nullstellen: x=0, x=- 3 3 XT3 g

2v7 5]

dpPProx [— 3 3

—3. 430500874

a mx[z'ﬁ—i]
PP 3 3

0.09716754071
PBZ: Ansatz f{x)= A + B + C + D

2 -2
expand (¥1(x), x)
-1, 4 2 3

+ +
X+l x=1 " (x41)2  (x-1)2

fMin(y1(x))
{MinValue=—0. 2320680041, x=—6. 517948534}
fMin(y1(x),x,0,0.1)
{MinValue=—0. 02475604001, x=0. 04915547364}

Fin sehr interessanter Kurvenverlauf!

Aufgabe 15:

18



In der Skizze (s. Anlage) ist die Funktion f(x)
dargestellt. Es handelt sich um eine skalierte
Sinusfunktion. Lesen Sie deren Amplitude sowie Periode ab
und geben Sie eine mégliche Funktionsgleichung an!
Losung:

Amplitude=2, Periode=2.

Define f(x)=2sin(ax)

done

2D-Crafik 3

Aufgabe 16:

Auf welchem der folgenden Intervall hat die Funktion f(x)
= sin(x) (lokale oder globale) Extremwerte? Geben Sie
diese gegebenenfalls an!

[-45°,45% 1, (-457,45%), (-45%,45%1, [07,135%),
[0°,180%), [0,180°1, (225°,315%).

Losung:

[-45°,45° 1 — globales Min. bei x=—45°, globales Max.
bei x=45°

(—45°,45%) - keine Extremwerte

(—45°, 45° ] — globales Max. bei x=45°

[0°,135") — globales Min. bei x=0°, globales Max. bei
x=90"

[0°,180%) — globales Min. bei x=0°, globales Max. bei
x=90"

[0,180°] — globales Min. bei x=0° und x=180°,
globales Max. bei x=90°

(225°,315°) — globales Min. bei x=270°

19



Aufgabe 17:

Der Hwperbelkosinus ist definiert als der symmetrische

. . . _ eX+e7X
Anteil der Exponentialfunktion: cosh(x) = e Ist

diese Funktion umkehrbar und warum? Wenn nein, gibt es
eine Einschriankung des Definitionsbereichs oder
Wertebereichs, in der sie umkehrbar ist? Geben Sie
gegebenenfalls eine entsprechende Funktionsgleichung an!

(Hinweis: Multiplizieren beider Seiten mit e, Substitution

z = e¥).
Losung:
die Funktion ist nicht eineindeutig: z.B. cosh(—1)=cosh(1)
die Funktion ist iber x€R nicht umkehrbar,
jedoch tber x€[0,9) (Hauptast) oder iiber x€(—oc, (0]
(Nebenast )
Define f{x)=cosh(x)
done

solve (y=cosh(x), x)

{x=—cosh™(y), x=cosh™(v)}
trigToExp(cosh(x))

eX+e™X
2

Xy =X
solve (y=% s X

{x=ln(y—\/ﬁ) , x=ln(y+@) }

Hauptast: v=cosh(x)

Definitionsbereich x=0 (y streng mon. wachsend)

20



Wertebereich v21
Umkehrfunktion:

v=In (xw x%-1 ) =cosh™(x)

Definitionsbereich x21

Wertebereich v20

Nebenast: v=cosh(x)

Definitionsbereich x£0 (y streng mon. fallend)
Wertebereich v21

Umkehrfunktion:

v=In (x—\f x%-1 ) =—cosh™(x)

Definitionsbereich x21
Wertebereich v<0
Es gilt:

O R e

=ln[ (X+Jj;27—1) ]=—ln(x+ xz—l)

Die Umkehrfunktionen werden auch als Areafunktionen

bezeichnet.

Aufgabe 18:

Ordnen Sie folgende 12 Funktionen nach lhrer
Wachstumsrate fiir x—3<, sodass also fiir zwei
aufeinanderfolgende Funktion f und g in der geordneten
Liste gilt fe0(g). Entscheiden Sie weiterhin, ob auch
ge0(f), die Funktionen also gleich stark anwachsen.

{Hinweis: Regel von L’'Hospital).

21



x2, 3%, In(x), vx, x100, 10100; X /%),

In(x%), (n(x))?, xIn(x), x

vel. auch

de. wikipedia. org/wiki/Regel von de [.’Hospital

de. wikipedia. org/wiki/Landau—-5Symbole

Losung:

Landau=Symbolik: feO(g) (oder f=0(g), gro3 O)

bedeutet, dass f und g fiir x—9¢ “gleiches” Wachstum

haben im Sinne won

lim [;E—g =A, wobei A endlich ist.

N300

falls lim [fEX; ]=U, wachst f(x) "langsamer” als g(x),
N300

Notation f€o(g) (oder f=o(g), klein o)
Regel von L°’Hospital: Untersuchung wvon unbestimmten

Formen bei x—»co

o0

%! P Q+00, oco—00, UU: NU; 100
Z.B. lim [;Eii ]=%, dann existiert der Gernzwert A,
K00
. f*(x) ]_ .
wenn ;;To 2 (%) =A gilt.
Es gilt:

Logarithmusfunktionen wachsen sehr langsam:
In{x) und In (v’?)=%ln(x) und 111(;(2 J=2In(x) haben im

Wesentlichen gleiches Wachstum
Potenzen von In=Funktionen wachsen etwas schneller als

In-Funktionen:

22



(In(x)) 2 wachs schneller als In(x) aber langsamner als

jede Potenzfunktion (einschlieBlich v'x )
Wurzelfunktionen wachsen schneller aber langsamer als

lineare Funktionen:

vx wichst schneller als In(x), x und IUIUUX haben im
Wesentlichen gleiches Wachstum (lineare Funktionen),
¥+ln{x) wichst schneller als x,

Potenzfunktionen wachsen schneller als lineare Funktionen

XIUU 2 2 wachst schneller als

wichst schneller als x© und x
X,

Exponentialfunktionen wachsen am schnellsten

3% wiachst noch schneller als 2% und 2% wachst schneller

als XIUU

Ordnung nach Wachstumsrate:

In(vx), In(x), In(x%), (In(x))2, vx, x, 10100x,
xln(x), x2, x100 ox 3X

Aufgabe 19:

Zeigen Sie anhand der Definition des Hwperbelkosinus
{Hvperbelsinus) iiber die Exponentialfunktion, dass diese
Funktion gerade (ungerade) ist!

Losung:

trigToExp (cosh(x) )

eX+e™X

eX+e™X

Define f{x)= 2

23



done

f(x)=f(—x)
eX+e™* oX+e™X
2 - 2
trigToExp (sinh (x) )
eX—p™X
2
X_ =X
Define g(X)=£L—§i——
done
g(x)=—g(—x)
eX—e X pX—p7X

Aufgabe 20:

Geben Sie irgendeine periodische Funktion an, deren
Bildbereich gleich [8,12] ist.

Losung:

f(x)=1042sin(x) oder g{x)=10+2cos(x)

Aufgabe 21:

Gegeben ist die Funktion fl(:ﬁr:,}f):at'e.-:”:z‘rr Y. Betrachten Sie
deren Hohenlinie, die durch die Stelle (xpl¥p)=(112)
lauft. Skizzieren Sie diese auf dem Bereich
[-2,2]1x[-2,2]. Wie sieht die Funktion zu den beiden
Seiten der Hohenline hin aus, d.h. in welche Richtung
zeigt der Gradient?

Losung:

2
Define zl(x,y)=eX /¥
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done

z1(1,2)
Ve
Xzf
solve(eX ¥Y=Ve, v
{y=2-x2}
Die Hohenlinie ist eine Parabel
d
= (z1 \
dx(z (x,¥))
;—F(zl(x.y))
2..—-1
2ex-X 7Y
¥
2. .-1
2, 0X¥
1‘:’2
ans|x=1 and v=2
Ve
Ve
4

Ve
Der Gradient | _ g | zeigt an der Stelle (1]2) in
i |

Richtung des IV. Quadranten
3D-Grafik o

di (z1(x,5))
X |F=2X2

d
dy (z1(x,¥))
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Ve
X
—Ve

4ex2
fiir x>0 =zeigt der Gradient nach unten in Richtung des IV.
Quadranten
fiir x<0 zeigt der Gradient nach unten in Richtung des III.

Quadranten

Aufgabe 22:

Der Definitionsbereich und der Wertebereich einer

einstelligen Funktion sind jeweils Mengen, die aus reellen

Zahlen bestehen. Aus welchen mathematischen Objekte

bestehen der Definitionsbereich und Wertebereich einer

dreistelligen Funktion? Geben Sie den Definitionsbereich fiir
z

f(x,y,2)= : !
oY ) S U2 vard "

Losung:

Definitionsbereich als Teilmenge des RS
Wertebereich als Teilmenge des R
Definitionsbereich:

im Nenner:

x—2%#0, In(|x-2|)*0, x+4>0, d.h.
w¥l, xF2, x#+3, x>-4,

im Zahler:

allgzemeine Potenz nur fiir positive Basen definiert: v>0

denn vZ=eZ'In(¥) 50, zeR

Ergebnis:
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D={(x,v,z)ERS |xe(-4, %) {1, 2, 3}Av>0AzER}

v lim (e vard )

0
vZ. lim [ 1 ]
x>1 \In(|x=2|)vx+4
Undefined
vZ. lim [ 1 ]
x>1- \In([|x=2]|) ¥V x+4
W-}rz
vZs lim [ 1 ]
x>1* VIn([x=2]) ¥ x+4
—Qﬂ't}?’z

Wertebereich damit offensichtlich W=R
stop

vgl. auch

de. wikipedia. org/wiki/Exponentialfunktion

www. wikiwand. com/de/Potenz_ (Mathematik) (Diskussion
der Potenz z=xY)
Weiter mit w=yZ:

Grenzwerte fiir (v]|z)=>(0]0) und w(v,z)=v% sind auf
allen Wegen in der wv—z—Ebene zu betrachten und existieren

nur, wenn auf jedem Weg das gleiche Ergebnis entsteht:
Z. B. folgender Weg: }"(t)=0.5t und z(t)=% fir t—oe

ergibt (¥|z)—=2>(0|0) und
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HHI[(U.5t)%J

o0

b |~

nun folgender Weg: 3,?'(1:]!=[].25t und z(t)=% fiir t—»oc

ergibt (¥|z)=2>(0|0) und

1

t
lim [(0.25t) ]
t>00

| —

Damit existiert der Grenzwert nicht!

Define zl (x,y)=x¥
done

z1(-2,0.5)

Fehler:nichtreelle Berechnung

3D-Grafik korrekt im komplexen Modus o

Sei y=% dann gibt es bei negativen x numerische

Probleme mit den bekannten Rechengesetzen (deshalb x>0)

1 2
—2=3/-g=(-8) 3=(-8) 6=5](-8)2=6/62=2
1
ware (—8) 3=—2, was ware dann

(—7.999999999999) 0- 33333333333,

1
(—8) 3
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(-7.999999999999) V. 33333333333
Fehler:nichtreelle Berechnung

Der Wert im Komplexen (komplexe Hauptwurzel):

1
(-8) 3
1 v’?-j]
2 [2* 3
compToPol (ans)
;O ]
2-e 3
Aufgabe 23:
Leiten Sie folgende Funktion nach x ah:
a) f(x)=sin((x+3)2) b) g(x)=sin(vx)
¢) h(x)=(eXIn(x))3
Losung:
a)
4 (gin((x+3)2))
dx
2-cos((x+3)2]'(x+3)
b)
4 (gin(vx))
dx
cos(vVx)
24Vx
c)
4 ((eXIn(x))3)
dx

Sexte (In(x) ) 303" X43+ (In(x) ) 2.03"X
X
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simplify (ans)

3o (xeIn(x)+1)+ (In(x)) 2.3
X

=3-[ln(x)+%]-(ln(x) )2.63°X
Aufgabe 24:

Ermitteln Sie von y(x)=x* die Ableitung! (Hinweis: Auf
beide Seiten Logarithmus anwenden, per Kettenregel beide
Seiten ableiten, nach %' umstellen. )

Losung: Definitionsbereich x>0, wvgl. Aufg. 22

ji(xx)

x%ln (x ) +x%

simplify (ans)

¥ X+ (In(x)+1)

Bem. : logarithmisches Differenzieren

In(y(x))=In(x%)=x-In(x)

4 (n(y(x)))=——y'(x) und
dx

vix)
4 (xeIn(x)) =In(x)+1
dx

hieraus ¥’ (x)=yv(x)+(In(x)+1)

allgemein:

i(y(x)#(‘x}g(x” analog ableiten:

In(v(x))=g(x)In(f(x)) usw.

Aufgabe 256:
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An eine zunichst unbekannte Stelle %y des Graphen wvon
y=% wird die zugehorige Tangentengerade gelegt. Man

stellt fest, dass sie die x—Achse bei x=7 schneidet.
Bestimmen Sie !

Losung:

Tangentenanstieg=y’ (xy) =_—12
Xo

Tangente: v(x) =—2x+n ergibt
Xo
U=i T+n, hieraus
2
1]

solve ( U=_—127+n, n)
X
0

somit v(x) =_—12x+L2
X o

genau ein Berithrpunkt mit y=% ergibt

-1 7 1
— ==
XDZ XDZ X
-1 7 1
solve(—x+——==—, x)
XDZ Xu2 X
I _—(V-1-x,2+49-7) _J—4-x.,2+49+7}
X_ [ ] X_
2 2
(V-2ex02449-7) _V-2-x,2+49+7
solve 2 = 3 s Xg

I A |
{ro=g %0z
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Losung: x.ﬁ% (neg. Losung entfallt, Scheinlosung)

Aufgabe 206 *s

Zeigen Sie anhand der Definition der Ableitung iiber den

Differenzenquotienten, dass di (6X) =X gilt!

X
Losung:
Xx+e_ X E_
i(ate‘.-:";)=li111 u]=a|£=,~:"" lim[e 1]=%
dx >0 £30 £

Regel von 1’Hospital

E_ £
lim | £ = lim ""*T]=1
>0 >0
also
i(ate'.-:";)=ate'.-:"; lim e"-1 ]=ex
dx =20

Aufgabe 27:

Bestimmen Sie fiir f(x,}f)=:~:2+4xy—2y2 die Gleichung der
Tangentialebene an der Stelle (2]1)!

[Zusatz Vektorrechnungl: Geben Sie weiterhin die
Tangentialebene in Hessescher Normalform und
parametrischer Form an!

Losung:

Define f(x,y)=x2+4x-y—2y2
done
f(2,1)
10

Z2=ZoH 5 (=3 )+ (v—¥v,) ergibt
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d
dx (f(x,¥))

2ex+dey
ans|x=2 and y=1
8
éi(f(x,y))
Qex—4sy
ans |x=2 and v=1
4

ergibt die TE:
z=10+8(x-2)+4(y-1)
simplify (z=10+8 (x—-2)+4(y-1))
z=8+x+4+y—10
—z+8+3+4+y=10 ergibt

V(-1)2482442

—z+8+sx+4+y 10
9 -9

Hessesche Normalform Ax+Bv+Cz=D mit \/ A 2 +B 2 +C 2 =1:

8§ .4 1 10
gXtg¥ 9% g

vektoriell: - bedeutet Skalarprodukt

X

o 1210
Y159
z

Parameterdarstellung:

Wl oo

1

9

¥=s5, v=t, z=z(s,t)=8:5+4+1—10
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X 1 0 0
v =s|0[+t] 1|+ 0], s,teR
z 8 4 =10
Aufgabe 28:
3 .
f(u,v,w)=u 51n5v3v)+4_ Leiten Sie f partiell nach u,

nach v und nach w ab, d.h. bestimmen

Sie é%[é%(f(u,v,w))], é%[é%(f(u,v,w))].

A2 v W)

dw2
Stimmt bei diesem Beispiel der Satz von Schwarz?
Losung:
3 .
Define f{u, v, w)=u s Efv)-hi
done
d{d
N f y Y
du[dv( (u, v w))]
B+u-cos(3-v)
w
d{d
N f y Y
dv[du( (u, v w))]
B+u-cos(3-v)
w
Satz von Schwarz gilt!
Weiter
2
d= (f(u, v,w))
dw2
2+ (u?-sin(3-v)+4)
w3

34



Aufgabe 29:

Ein Korper ruht auf einer Gummimatte an der Stelle s=0.
Zur Zeit t=0 wird er nach oben pgeworfen. Kurze Zeit
gpiter landet er wieder auf der Gummimatte, wobei der
Korper leicht nach unten in die Gummimatte sinkt, welche
gsich anschlieBend wieder ausdehnt und den Gegenstand
zuriick in die Hohe s=0 der Gummimatte bringt. Dabel ist

s die Hohe iiber der Gummimatte. Die Orts—Zeit—Kurve

fiir diesen Vorgang laute 5(t)=t3—15t2+54t. Berechnen
Sie den Zeitpunkt t,;, zu dem der Koérper landet und den
Zeitpunkt t., an dem der Korper wieder in Hohe s=0

zuriickgekehrt ist! Ermitteln Sie ferner eine Formel fiir die

Geschwindigkeit v(t) =i (s(t)) und die Beschleunigung

2
a(t)=(ﬁ:—2(s(t)) I Wie grof3 sind die Minimal— und

Maximalgeschwindigkeit des Korpers im Zeitraum [0, t2]17?
Berechnen Sie schliefflich die Durchschnittsgeschwindigkeit
des Korpers im Zeitraum [0;t,].

Hinweis: Die Durchschnittsgeschwindigkeit in einem
. . 1 t"
Zeitraum [t’,t’’] ist gegeben durch i=ﬁf |v (t)|dt.
t!

Losung:

Define s(t)=t-15t2+54t
done
s(t,)=s(t,)=0 ergibt
solve(s(t)=0,t)
{t=0, t=6,t=9}
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_d
v(D)=1-(s(1)
v(t)=3-t2-30-t+54
2
a(t)=9% (s(t))
di2

a(t)=6-t—30
FMin (3+t2-30+t+54, t)
{MinValue=-21, t=5}
fMax (3+t2—30+t+54, t)
{MaxValue=9e, t=—00c, t=00}
nach oben geidffnete Parabel!
fMax (3-t2—30-t+54,t, 0, 9)
{MaxValue=54, t=0}

Randmaximum !

SchlieBlich:

- FHI (t)|dt
1 L ] V =
t _t- t!

1 [3
B_U U

3.t2-30-t+54/dt

2 (—VT+5) °—30+ (—vVT7+5) 24108+ (—V7 +5)
6

simplify (ans)
14-V7 20
3 3
approx {ans)
19.01350612
Betragsauflésung:

solve (3+t2—30+t+54=0, t)
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{t=—VT+5,t=T+5}

1 —ﬁ+5 2 1 B 9
H j 3-t2-30-t+54dt—1 ] 3.t2-30-t+54dt
0 — 745
(—VT45) 3=15-(=vVT+5) 2454+ (= T+5)
3
simplifv (ans)
1447 .20
3 3
approx{(ans)

19.01350612
Aufgabe 30:

Beweisen Sie, dass di(ln(x))=% gilt, in dem Sie wvon
X

f(x)=e®* ausgehen und die Regel zur Ableitung der

d
dy

Umkehrfunktion anwenden ! [i (v(x))s—(x(yv))= 1]

Losung:
vix)=eX & x(y)=In(y)

d —d [, X)=pX
dx(y(x)) dx(e ) e*, d.h.

, d.h.

el =

d _1_
dv (x(¥)) X

d 1
dv (In(¥)) ="

Aufgabe 31:
Zeigen Sie anhand der Definition von sinh{(x) und cosh(x)

iiber die Exponentialfunktion, dass die Beziehung

cosh 2 (x)—sinh 2 (x)=1 gilt! Berechnen Sie damit die
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sinh (x) |

Ableitung von tanh{(x) = cosh (x) |

Losung:

trigToExp (sinh (x) )

eX—aX
2
trigToExp (cosh(x) )
eXt+e™X
2
2 2
[ eXt+e X ] _[ eX—p™X ]
2 2
2 2
(eX+e7X)" (eX-e7%)
4 4
simplify (ans)
1
d (tanh(x))
dx
1
(cosh(x)) 2
trigToExp (tanh(x))
e2¥-1
e2'X41
i 92"}:_1
dx | g2'X4]
4.92')(
2+X 2
(e +1)
trigToExp 1

)
(cnsh(x))2
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4

2
(eX4+e7X)
Bem.:
1 (cosh(x) ) %—(sinh(x)) 2 2
5= 2 =]1—(tanh(x))
(cosh(x)) (cosh(x))
Aufgabe 32:
Ermitteln Sie eine Stammfunktion durch Losen folgender
unbestimmter Integrale:
01 1 d
a) f —+—2dx b) fcos(l[]x)dx
0% x 0
d d
c) ] x-sin(xz)dx d) ] X dx
0 a 2+:~;2
a a
e) ]x-exdx f) ]XZ'IH(X)dX
d d
Losung: Integrationskonstante +C anfiigen!
a)
a
[PLaL,
DX XZ
1
In(|x)=¢
S S
dSOl‘UE(F _X+X2 y Xy F)
_ 1
{y—ln(|x|]—§+const(1)}
b
a
]cos(l[]x)dx
d
sin (10+x)
10
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dSolve(v'=cos(10x), x, ¥)

¢) Substitution u=:~:2

A 3
f Xesin(x< ) dx
O

dSolve(y’=x-sin(x2 ), X, v)

d) Substitution u=:~:2

dSolve (v'=

s X, ¥)
2+x2

e) partielle Integration

0
[ xeeXdx
a

dSolve (v'=x-e*, X, ¥)

f) partielle Integration

U 9
]x *In(x)dx
0

[p=Sn 0100 | 1)
—cos(xz)
2
_ 2
{F= mszgx ] +const (1) }
X2+2

{3’=\* x2+2 +const (1) }

g —e

{y=x-eX—eX+const (1) }
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3-33-111(:5)—3:3
9

simplify (ans)

x3+(3+In(x)-1)
9

dSOl‘UE(F’=X2*lH(X) s X, V)

{F=x3-ln(:~:) _x3

3 g +c0nst(1)}

Aufgabe 33:

Bestimmen Sie die Flache zwischen der Funktion

y=x2—5x+6 und der x—Achse im Intervall [1,5], wobei
die Flachen unterhalb der x—Achse positiv gezahlt werden.

Losung:

Define y1(x)=x2-5x+6

done
2D-Grafik LA
solve(v1 (x)=0, x)
{x=2,x=3}
5
‘[Iyl(xﬂdx
1
17
3
2 5 3
] yl(x)dx+] Fl(x)dx—f v1{x)dx
1 3 2
17
3

Aufgabe 34:
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X2+2

Es soll das unbestimmte Integral der Funktion f(x)=—%—

ermittelt werden. Fithren Sie zuerst eine

X3—4x

Partialbruchzerlegung durch und geben Sie dann das

Integral an!

Losung:

]D x242

DX3—4X
expand (ans)

simplify (ans)

x2+2
x3—4x

expand (

Ansatz: f(x) =3 teats

Aufgabe 35:

Berechnen Sie die Integrale [

3eIn(|x+2])+3+In(|x—2|)-2+In(|x|)

3+dn(|x+2]) +3-ln(|x—2|) _In(Jx])

4 2

x2 ]
(|x+2]:|x-2])°

4

3 1

sin2 (x)dx und

1-(x+2) T4 (x=2) 2%

[ 0052 (x)dx mittels einmaliger partieller Integration!
a

{Hinweis: Trigonometrischer Pythagoras,

nach dem



gesuchten Integral umstellen. )

Losung:

Trigonometrischer Pvthagoras sin 2 {x)+cos 2 (x)=1

Satz: sin(2+x)=2sin(x)cos{x)
a 9

] (sin(x) ) “dx

N

2+x=5in (2+x)
4

tExpand (ans)

—{(2+cos(x)sin(x)—2+x)
4

dSolve (¥'=(sin(x) ) 2 s X, V)

{F:%——Sin (E'X) +const (1) }
A 2
] (cos(x)) “dx
0
2+x+5in { 2+x)
4
tExpand (ans)

2+.cos(x)sin(x)+2+x
|

dSolve (v'=(cos(x)) 2 s X, V)

{F=§+sin(2-x)

9 1 +const (1) }
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