Prof. Dr. Ludwig Paditz WS$2021/2022

HTW Dresden, Fak. Inf. fMath.

Aufgaben und Losungen zur ALGEBRA

Aufgabe 01:

Gegeben sei A(x,¥v): (X—F)z = Xz—}’z.

X, véN={0,1,2,3,...}.

a) Worum handelt es sich bei A(x,v) ?

b) Geben Sie jeweils den Wahrheitswert an von
Yx¥yl A(x,v) Yxdv: A(x,v)
Iy A(x,v) IvVar A(x,v).

¢) Was dndert sich bei b), falls

x, yeNT=N*=(1,2,3,...} silt?

(Bem.: DIN 5473:1992-07 u.a. Svmbolik
Logik und Mengenlehre; Zeichen und Begriffe)
vel. auch:

hMathematik I fiir die Fachrichtung Informationswirtschaft:



www. math. kit. edufianm3/lehre/mathelinfowirt2018w
fmedia/skript _aussagenlogikmengen. pdf

Losung:

a) A(x,v) ist eine Aussageform (Gleichung), die wahr

oder falsch sein kann, d.h. A(x,¥) besitzt noch keinen

Wahrheitswert.

b) ¥x¥v: A(x,v) ist falsch, da A(x,¥v) nicht fiir fir

alle (x,v)ENxN gilt (z.B. x=0 und v=1)

Yadyv: A(x,v) ist wahr, da fiir alle xeN ein veEN
existiert, um A(x,¥) zu erfiillen (z.B. ¥=0 oder y=x)

denn (X—F)z = X2—2xy+y2 = xz—yz ergibt 2y2=2xy

oder v{(yv—x)=0
IxVyv: A(x,v) ist falsch, da es kein gemeinsames x

fiir alle v gibt mit 23;2:2)(3;, d. h. y2=xy oder yv{(y—x)=0

IvV¥x: A(x,v) ist wahr (v=0, dann X2=X2)

c) ¥xvy: A(x,v) ist falsch, vgl. a) (es fehlt auf der

rechten Seite der Term -2xv und +y2 statt _},2)



Vx3yv: A(x,v) ist wahr (v=x wihlen)

IxVy: A(x,v) ist falsch, vgl. a)

Iv¥x: A(x,v) ist falsch, da w=0 nicht mehr zum

Definitionsbereich von A(x,v) gehort.

Aufgabe 02:

Vereinfachen Sie die Terme A\ (AAB) und (AVA)\B mittels

Veranschaulichung in einem VENN-Diagramm!

Welchen Schlu3 ziehen 5Sie daraus fir die Giltigkeit des

Assoziativgesetzes der Operation \ (Mengendifferenz) ?

Losung:

Assoziativgesetzes der Operation \ wire hier

AV\BAC=(A\BI\C=AN (BAC) und speziell

AVAAB=(AVA)\B=A\ (A\B)

Nun gilt AVA=0 (@ — leere Menge, DIN 5473)

und daraus (A\A)\B=G\B=0

andererseits ist A\ (A\B)=ANB.

Im allgemeinen gilt nicht ANB={, d.h. das



Assoziativgesetz gilt hier nicht.

rechnerische Umformung:

AVIAAB)Y=AN (ANB)=AN(nicht (ANB) )=

AN{AUB)=(ANAYU{ANB)=GU{ANB)=ANB

Aufgabe 03:

In der Menge M={1, 2, 3,4} werde die Relation

R={(x,v)|gegt({x,v)=1} gsgt: grolter gemeinsamter Teiler

betrachtet.

a) Geben 5ie R als Menge (von Zahlenpaaren) wvollstandig

an!

b) Welche Eigenschaften hat diese Relation, welche nicht?

Bem.: s. Einfiihrung in die Mathematik fiir

Informatiker (Dorfler, Peschek 1988, Hanser—Verl. )

Kapitel 3: Relationen und Abbildungen (5. 40ff)

Losung: R ist eine binare Relation in MxM (kartesisches

Produkt)



a)

R={(x,¥)1(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1), (3,1), (:»

in Tabellenform oder als Matrix (oder als Pfeildiagramm,

gerichteter Graph)

R | 1234
e —— - 1111
111111 li1o010

hatrix:
211010 X1 101
311101 1010
41101 0]

b) Die Relation ist symmetrisch (x,v)ER und (v,x)ER,
d.h. R=R~!
R_l bezeichnet die inverse Relation zu R (R enthalt die

Paare (x,y) und R™! die Paare (y,x))

Die Relation ist transitiv, d.h. aus (x,v)ER und
{(v,z)ER folgt (x,z)eR, d.h. R-RCR

R:R bezeichnet das Produkt (oder die Komposition) zweier
Relationen,

vegl. Def.3.1.3 in Dorfler, Peschek:



R-R={(x, z) | xeRAzeERAIvEM.: (%, vJERA (v, z)ER},
man schreibt auch:

x(R-R)z <(=> JveM. xRvAvRz

Die Relation ist nicht reflexiv, d.h. es gilt nicht
(x,x)ER ¥xeM

Damit ist R keine Aquivalenzrelation!

Aufgabe 04%:

Beziiglich der beiden zweistellizen mengentheoretischen
Operationen ¥ und N lassen sich zwei verschiedene
Distributivgesetze formulieren.

a) Wie lauten diese Formulierungen?

b) Das eine dieser beiden Gesetze gilt tatsachlich, das
andere nicht. Welches der beiden gilt?

Verdeutlichen Sie sich dabei die Beziehung in einem
kartesischen Koordinatensvstem

anhand der drei Mengen A=[2;4], B=[1:;4]1, C=[3:6]!

Losung:



a) (AxXB)NC=(ANC)x(BNC) bzw. (ANB)xXC=(AXC)N(Bx(C)

b) Die erste Beziehung gilt nicht, da (AXB)NC nicht

definiert ist.

ANB=A, AxC={(x,¥)|x€AAveEC}, BXC={(x,y)|x€EBAyEC}

Aufgabe 05:

Betrachtet werde die Relation R={(x, v) |x+v gerade} in

Z. Zeigen Sie, dass R eine Aquivalenzrelation ist!

In welche Mengen wird Z durch diese Relation zerlegt?

Ist auch die Relation R={(x,v)|x+v ungerade} eine

Aquivalenzrelation?
Losung:
Z={...,-2,-1,0,1,2,...} Menge der ganzen Zahlen

a) Relation R={(x, v) |x+v gerade} in Z

symmetrische Relation: x+v gerade <=> v+x gerade

reflexive Relation: x+x gerade

transitive Relation: x+v gerade A v+z gerade => x+z

gerade



damit ist R eine Aquivalenzrelation, da sie gleichzeitig
symmetrisch, reflexiv und transitiv ist.

Z wird durch R in die Menge der geraden und die
Menge der ungeraden Zahlen zerlegt.

{die geraden Zahlen sind beziiglich R “aquivalent”™, ebenso
die ungeraden Zahlen beziiglich R aquivalent”)

b) Relation R={(x, ¥) | x+v ungerade} in Z

symmetrische Relation: x+y ungerade <=»> w¥+x ungerade
keine reflexive Relation: x+x ist nicht ungerade

keine transitive Relation: x+v ungerade A v+z ungerade
=> x+z nicht ungerade

damit ist R keine Aquivalenzrelation, da sie weder

reflexiv noch transitiv ist.

Aufgabe 06:

Die Operation ggt(x,v) in N7t ist offenbar kommutativ
und idempotent, aulerdem ist sie assoziativ.

a) Um welche algebraische Struktur handelt es sich mithin



bei [N*; gatl?

b) Besitzt diese Struktur ein neutrales Element?
Losung:

a) Die bindre Operation ist

kommutativ: ggt(x, v)=gegt(v,x), d.h. Reihenfolge der

Operanden kann vertauscht werden

idempotent: ggt(x,x)=x, d.h. ¥xe€NT ist x der ggt des
Paares (x, x)

assoziativi ggt(get(x,v),z)=get(x, get(v,z)) (z.B.
get(60,24)=12,gst(12,39)=3, pget(12,3)=get(60, 39)

usw. )

Es handelt sich bei [NT; get] um eine Halbgruppe H, da

die binare Operation assoziativ ist.

Kurz: H=[NT; ggt], veal. Dorfler, Peschek (1988), S.
106 Def. 6.1.2 Halbgruppe(engl. semigroup)
Dariiber hinaus ist diese Halbgruppe kommutativ und

idempotent.



(vegl., Def. 6.1.4: kommutative Halbgruppe)

b) neutrales Element wiirde bedeuten ¥x, yEN"' JeeNT:
get(e,v)=y bzw. ggT(x,e)=x

Ein solches Element e existiert nicht.

Bem.: https:f fde. wikipedia. orgfwiki/ldempotenz

In der Informatik wird Idempotenz von
Recovervy=MalBnahmen bei Datenbanken und Diensten
gefordert, um Fehlertoleranz bei einem Absturz wahrend
einer Wiederanlaufphase zu gewihrleisten. Undo— und
Redo—Operationen miissen hier auch bei mehrfacher
Hintereinanderausfiihrung dasselbe Resultat zur Folge
haben.

Rein lesende Services sind won Natur aus idempotent, da
der Zustand der Daten nicht gedndert wird.

Beispiel:

Bei einem Service zum Verbuchen wvon Geldbetriagen ist der

Aufruf einzahlen{100) nicht idempotent, da bei

10



mehrmaligem Service—Aufruf der Betrag 100 mehrmals
eingezahlt wird. Wiirde man hingegen
neuerKontostand (600) aufrufen, so wiirde bei
mehrmaligem Service—Aufruf der Kontostand gleich bleiben.
Dieser Aufruf ware idempotent.

Dorfler, Peschek (1988), 5.126u. Korper:

Ein Korper ist ein Ring, wobei die von Null
verschiedenen Elemente eine kommutative Gruppe

bhilden.

Aufgabe 07:

Bestimmen Sie fiir alle kEN den Wert des Terms
15417 1

{vgl. auch Dérfler, Peschek (1988):

Kap. 1.6 Stellenwertsysteme,

Kap. 1.7 Zahlendarstellung am Computer,

Kap. 1.8 Elementare Begriffe der Zahlentheorie)
Losung: 15 4k (17) bedeutet 15 4k (mod17),

11



gesucht ist der ganzzahlige Rest bei Division durch 17:

lister=seq (153K, Kk, 0,5, 1)

{1, 50625, 2562890625, 129746337890625, 65684083557
liste/ 17

L¥]

{1 00625 2562890625 129746337890625 6568408
17 17 ° 17 ’ 17 ’

approx (ans)

{0.05882352941,2977.941176, 150758272.1, 7.63213"
fRound (ans, 0)

{0, 2978, 150758272, 7632137522978, 38637696210075!
17*ans

{0,50626, 2562890624, 129746337890626, 6568408355"

liste—ans

¥

L¥]

L¥]

L¥]

{1,-1,1,-1, 46819, 1325095531}

Vermutung:

Das kleinste nichtnegative Restsystem ist {1;16}
das absolut kleinste Restsystem ist {—1;1}

vgl. Dorfler, Peschek (1988) S.22

k=0: 153K (mod17)=1 (mod17)
k=1:

154k(Hmdl?)=50625(Hmd17)=2977#17+16(Hmle)EIB([J

denn

1541 _2977%17

16

k=2:

12



154k(Hmd17)=2562890625(Hmd17)=150758272#1?+1(m[}

denn

154%2_150758272%17

k=3:

154k(Hmd17)=129746337890625(Hmd17)=763213?5229[J

denn

154%3_7632137522977%17

16
k=4:
154k(Hmdl7)=6568408355712890625(Hmdl?)El(Hmd17[J
denn
(154%4_1) 717

386376962100758272

(154*%5_16) 717
19560333706350887522977

(154%541) 717
19560333706350887522978

HUSW.

(154*8_1) /17
2537881666317583500024150399600758272

(154%941) 717
128480259357327664688722613979788387522978

allgemein:
k=2n gerade: 154*211—1 ist durch 17 teilbar (ohne Rest)

k=2n+1 ungerade: 154*(2“+1)44.i5t durch 17 teilbar

13



{ohne Rest)

Beweis:

seq((15%*20_1)/17,n,0, 10, 1)
{0, 150758272, 386376962100758272, 99024189388401»
listToMat (ans)
0
150758272
386376962100758272
990241893884013680850758272
2537881666317583500024150399600758272
650431312996471302486658233272678711835075827:»
1666984314285096959224595573633611339199192381
427229847110332857401272326508207968612730516"
109494336987925542086318270867982518830786129"
280622009756945110011068037173763010175307733;
| 719203517974733151086959918709788714750075795¢

frac {matToList (ans, 1))

10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0%}

seq((15%*(2n+1) 1) s17.n,0, 10, 1)
{2978, 7632137522978, 19560333706350887522978, 50
listToMat (ans)

14



2978

7632137522978

195603337063050887522978
20130995877878192593069637522978
128480259357327664688722613979788387522978
3292808522044635968838707305934293597866507137
843910809106830335607451509152015740469591144.
216285110099606009059394115294780284110194824°
554315081001373056811986246269161501580854781¢
142064892439453461943103193819217523901249539¢
| 364096780974708657737773458846830536842225871¢

frac (matToList (ans, 1))

10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}
O

15%%2n_174.+1 und 153 2n+1) 174

vollstandiger Beweis: (vollstindige Induktion)
154%(2n+2) =) 54%20 (104 17) ergibt
154%(2n+2) _1 54%20=0 (;mod 17), denn
154#(2n+2)_154*2n=154#2n+8_154*2n=154*2n*(158_[}
und 15%-1 ist durch 17 teilbar:

(158-1) /17
150758272

154%(2n+1) =1 5 4% (201D (164 17) ergibt

154%(2n+1)_54%(20-1) =9 (;mod 17), denn
154#(2n+1)_154#(2n—1)=154#(2n—1+2)_154#(2n—1)=[J

und 15%-1 ist durch 17 teilbar, s.o.

Zusammenfassung: 15 4k (modl17)=(-1) k {mod 17)

15



Aufgabe 08:

Lésen Sie die (linearen) Kongruenzen 2x=1(7), 2x=1(8)
und 2x=2(8)!

Losung:

2x=1(7), 2x=1(8) und 2x=2(8) bedeutet 2x=1(mod 7),
2x=1(mod 8) und 2x=2(mod 8)

(vel. Dérfler, Peschek (1988) 5.22 Satz 1.8.6)

vel. auch

lsgm. uni—leipzig. defKoSemNet / pdf / graecbe—04-7. pdf

zu: 2x=1(mod T)

eine Losung ist z.B. x=4

allgemeine Losung dann

x=4+Tk mit keZ

Losung als Restklasse: x=4(mod 7)

zu: 2x=1¢(8) hat keine Lésung!

2x=1+8k mit keZ ist nicht mdglich.

zu: 2x=2(mod 8) bedeutet x=1(mod 4) (Kiirzungsregel)
x=1+4k mit keZ, d.h.

x=1(mod 4)

Aufgabe 09:

Fiir die folgende Aufgabe wird jeweils das
Repriasentantensystem {0,...,m-1} bzgl. der
Restklassen modulo m zugrundegelegt.

Berechnen Sie alle Produkte 3x (also 3.0, 3+1 usw.),

jeweils fiir den Modul m=6 und den Modul m==8!

16



Welchen qualitativen Unterschied stellen Sie fest? Worin ist

er begriindet?

Dorfler, Peschek (1988) S.21 u. Def. 1.8.5:
vollstindiges Restsystem R aller Restklassen
reR={0,...,m-1}

vel. auch:

lsgm. uni—leipzig. defKoSemNet / pdf / gracbe—04-4. pdf
lsgm. uni—leipzig. defKoSemNet / pdf / graecbe—04-7. pdf

Losung:
a) m=6 ergibt
3x=0({mod B) entspricht x=0(mod 2}, d.h. x=2k, keZ

3x=1({mod 6) entspricht 3x=1+6k, keZ
X muss ungerade sein:

seq((3x-1)/6,x,1, 25, 2)

{lill[] 13 16 19 22 25 28 31 34 37

3’3'’3'"3'3°3°3'3°33"3’3"3

Vermutung: Restklasse 1 tritt nicht auf.

3x=2(mod 6) entspricht 3x=2+6k, KkeZ
¥ muss gerade sein:
seq((3x-2)/6,x,2,26,2)

{gggll 14 17 20 23 26 29 32 35 38

3'3’3’3°'33°3'3°3"373°3"3

Vermutung: Restklasse 2 tritt nicht auf.

3x=3(mod B6) entspricht x=1(mod 2), d.h. x=2k+1,

17

!

!



keZ

3x=4({mod 6) entspricht 3x=4+6k, keZ
¥ muss gerade sein:
seq((3x-4)/6,x, 2,26, 2)
{1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37}

3’3'’3'"3'3°3°3'3°33"3’3"3

Vermutung: Restklasse 4 tritt nicht auf.

3x=5(mod 6) entspricht 3x=5+6k, KkeEZ
X muss ungerade sein:
seq((3x-1)/6,x,1,25,2)

{liilﬂ 13 16 19 22 25 28 31 34 37}
3333333333333

Vermutung: Restklasse 5 tritt nicht auf.

Ergebnis: Es treten nur die Restklassen {0, 3} auf bei

XEZ

b) m=8 ergibt
3x=0(mod 8) bedeutet x=0{mod &), d.h. x=8k, keZ,

und x€{..., 0, 8, 16, 24, 32, ...}
seq( (8k+0)/3,k,0,10,1)
8 16 32 40 26 64 80
{0,358 30 16, 5,245

3x=1(mod 8) bedeutet 3x—1=0(mod 8), d.h. 3x-1=8k,
keZ,

und x ungerade: x=(8k+1)/3

seq( (8k+1)/3,k, 0,10, 1)

18



1 1 25 41 49 65 T3
{E!SI?!?!II!_ _!19!_ _!27}

x=3+8k, keZ

3x=2(mod 8) bedeutet 3x—2=0(mod 8), d.h. 3x-2=8k,
keZ,
und x gerade: x=(8k+2)/3
seq( (8k+2)/3,k, 0,10, 1)
{g 10 26 34 50 538 74 82}

3' 3% 3y g g2 gy

x=6+8k, keZ

3x=3(mod 8) bedeutet 3x—3=0(mod &), d.h. 3x-3=8L,
keZ,

3x—3=3(x—-1) und x ungerade: x=x=(8k+3)/3=1+8k/3
seq((8k+3)/3,k,0,10,1)

11 19 35 43 59 67 83
{]-! 3 ' 3 !9! 3 ' 3 !17!?!?!25!_}

=9+8k, keZ

3x=4(mod 8) bedeutet 3x—4=0(mod 8), d.h. 3x-4=8k,
keZ,

und x gerade: x=(8k+4)/3

seq( (8k+4)/3,k, 0,10, 1)

4 , 20 28 44 52 68 76
{3.4,20, 20 12,4, 32,20, 88, 15 5]

x=12+8k, ke’

Vermutung: x=3j+8k, j, keZ



seq( (8k+5)/3,k,0,10,1)

5 13 29 37 53 61 77 85
{§! 3 !T! 3 ' 3 !15!?!?!23!?!?}
seq( (8k+6)/3,k,0,10,1)
14 22 38 46 62 70 86
{2, 48,22 10,22, 20 18, 22, B0 26, B2}
seq( (8k+7)/3,k,0,10,1)
T 23 31 47 55 T1 9
{E! 5! ?!?!13! ?! ?! 2]-! ?! ?! 29}
Ergebnis: Es treten alle Restklassen {0,1,2,...,7} auf

bei x€Z
Beweis zu b)
3x=j{mod 8) bedeutet
3x=j(mod 8)=8j+j{mod 8)=9j+3%8k{(mod 8)
=3%(3j+8k) (mod 8), d.h. x=3j+8k, j,k€Z, d.h. x€Z

c) Unterschiedes:

in b) ist das Reprasentantensystem vollstandig
{0,1,2,...,7}, in a) unvollstindig auf {0,3} begrenzt,
da der Rest die Form j=3i, i€Z, hat.

Beweis zu a)

3x=j{mod 6) bedeutet

3x=j(mod 6)=6j+j{mod 6)=7j+3*6k{(mod 6)
=7#3i+3x6k (mod 6)=3%(7i+6k) (mod 6),

d.h. der Rest hat die Form j=3i, Ii€Z,

Repréasentantensystem reduziert sich auf {0, 3}

x=i+6k, i,k€Z, d.h. x€Z

20



Aufgabe 1 0*:

Zeigen Sie, dass die Zahlen der Form x+V 2 v mit x, vEZ
bzgl. der "normalen®” Multiplikation eine Halbgruppe mit

neutralem Element bilden! Bilden sie auch eine Gruppe?

Losung:
multiplikative Halbgruppe H mit dem Assoziativgesetz:
asbsc=(a*b)+c=a-*(b+c)

denn
as=x;+v 2y,

X+ 2y,
bi=x,4+V 2y,

XV 2y,
ci=xa+V 2¥5

X3V 2 vy,
a+b-c

(xi4V 205, ) + (xa#V 2 0y2) + (xa+V 2 +55)

expand (ans)

xi-xz-x3+ﬁ-x1-xz-y3+ﬁ-xl-Xg-yz+2-x1-yz-y3+ﬁ-xz-x3-yl+2-H
ans—(X;*Xz*Xa+2+X1*¥ar¥at2+Xa'¥1°¥Vat+2 X2 ¥1°¥2)
E'XI'XE'}F3+E'X1'Xg'FE+E'X3'X3'}F1+2'ﬁ'}H'}Fz'yg
factorOut (ans, v2)
V2. (Xy*Xp*¥atX *Xa*VotXatXa V1 +2+¥1°V2'Va)
somit
a*brC=(Xy*Xa* Kot 24X Vo Vat 2o X V1 Vot 2+ Xa*¥1*Ve) + 2+ (X1'X|E|

neutrales Element: e=1+v2:0

21



Gruppe:
vel. Dorfler, Peschek (1988), 5.114, Def.6.2.1

sei M={x+V2y|x,vy€Z} und H=(M,*)

H ist assoziativ und es gibt ein neutrales Element,

ges. inverses Element z~1 =x;+V2v,EM zu z=x%+V 2V,
mit z-z l=z"l.z=e=1+v2-0

(%, 4V 2y,) * (xo+V 2¥0) =14V 20 ergibt

(x1+V 2y1) + (%o+V 2 ¥0)
(xo+V 2+v0) + (x,+V 2v,)
simplify (ans)
V2 (X0 ¥1#X1*¥o) +Xo X1 +2+¥0 V1
hieraus:

¥o* X+ 2+verv,=1 und xgev+x,ve=0

IXD'X1+2'FD'F1=1
Xo*¥V1+X1*¥o=0

N1 ¥

{X1=X 2 z0 91 1= 2_5?0 2 }
1]} 1]

—2+¥ Xo<—2+vg
im Allgemeinen sind Xo 5 &7, 2'3’“ 5 ®Z,
Xo<—2+¥o Xo“—2+¥o

damit ist H keine Gruppe.

Aufgabe 11:
Gegeben seien z,=—V3+3j, z.=1-j.

. =z . . .
a) Berechnen Sie z_l in arithmetischer Form!
2

b} Stellen Sie z, und z, in Exponentialform dar,
berechnen Sie damit wiederum den Quotienten

und leiten Sie daraus die arithmetische Form ab!

22



Losung:

z,:=—V 343
ZE:=1_J-

a)

Zp
cExpand (ans)

b)

we=compToPol(z,)

war=compToPol (z,)

. hidl
q:-=compToPol [ w ]

2
re(q)
a:=simplify (ans)

23

—V 343+

(-5-4)-(V3-3-)

—V3 3 [—ﬁ 3]_JF

2 2tl77 T3

11
Ve 12

~V3-(V3+1)
2

—-(vV3+3)
2



im{q)

V3.(¥3-1)
2
b:=simplify (ans)
—V 343
2
a+b j
-(vV3+3) N (=3+3)-j
2 2
Aufgabe 12:
Berechnen Sie 1:'?; fir a€R bzw. aeC!
Losung:
fiir agR ergibt sich
cExpand[ l:l-aj ]
J—a
2
'[ ot 21
a<+1 a“+1
simplify (ans)
-J
fiir aeC ergibt sich
cExpand[ l:l-_:au | a=a,+azJj ]
-J
z. B.
cExpand [ ﬂ |a=-2 ]
J—a
-J
cExpand [ ITA |a=5 ]
Jj—a
-J

24



1+ad , __ ]
cExpand[ J—a |a=—2+3F

-J
cExpand [ ITA |a=0 ]
J—a
-J
Aufgabe 13:
Geben Sie fiir die folgenden Terme jeweils die Zerlegung in
Linearfaktoren iiber C an!
T,=3x2+12x+39 T,=x%—6x+a, acR.
Losung:
TR-Grundeinstellungen: Algeb Standard Kplx 2=
rFactor ( 3x 2412x+39 )
Fe (4243 )+ (x+2-3+j)
solve (X2—6X+a=0 )
{x=—V—-a+9+3, x=v—-a+9+3}
rFactor (x2 —6x+a|a=9)

(x-3) 2
Fallunterscheidung:

a<9 ergibt die reelle Faktorisierung
(x-(V-a+9+3)) (x—(—/-a+9+3))

(x+V—a+9-3)+(x—V—-a+9-3)
simplify (ans)

x2—6-x+a

a>9 ergibt die komplexe Faktorisierung
V-a+9+3=3+Va-9j und —vV-a+9+3=3—a-9j
(x~(3+Va-94)) (x-(3-Va-94))

25



(x+va-9+j-3)-(x—va-9+j-3)

simplify (ans)

x“—b+x+a
Aufgabe 14:

Gegeben seien folgende Vektoren aus R3:

+
4
o
4

Sind die Vektoren x;, ..., X5 linear unabhingig? Bildet

‘
f
;)
.

26



{x,, X3, X4 eine Basis wvon R3?

Losung:

vier Vektoren im R3 sind stets linear abhingig.

M:i=augment (augment (x,, X3) , X4

det (M)

{X;, X3, X4t bilden keine Basis von R3, da sie linear

abhingig sind.
hMan erkennt unschwer: x,=
1 1

8 X3+§X4

Aufgabe 15:

Gegeben seien folgende Vektoren:

|3
=H
=H

27

1 -60
02 1
30 9

‘

o
H



o
6
a) Begriinden Sie sowohl rechnerisch als auch graphisch,

dass die Vektoren x; und x; eine Basis von RZ bilden!

b) Stellen Sie unter Verwendung des

Basisaustauschverfahrens x,; als Linearkombination von x,

und x, dar!

Losung:

a)

M:=augment (X, X2)

21
0 3

det (M)
det (M)#0 bedeutet lineare Unabhingigkeit.

alternativ:
Die Abhangigkeitsbeziehung a*xl+b-xz=[g] hat nur die

triviale Losung a=b=0.
graphisch:

angle (x,, x2)

m]
10

cos™ [
approx (ans)
71.56505118
Die Vektoren schliessen einen Winkel von ca. 71,6 ein.
b) Ansatz a*x;+bsx,=x,

solve (asx,+b*x,=x%5, {a, b})

28



{3.:3 . h=2 }
a*xX;+b+x,

[2*a+b
3+b

o sl [o]ls] et

_Ell__ 2 1 _1.[8]
bl" 1o 3 6

H

2 1171
03
1 _1
2 B
1
0 3
Aufgabe 16:
Berechnen Sie die Produkte AB bzw. ABCD fiir
a)
1 2 3
A=
l2 41
ll
241
0 -1
B:=|-1 -6 0
5 2
2 0 -1
-1 -6 0
0 5 2
Losung:

A+B

29



b)
_[-10
A'_l 3 2]

1 -4 5 -1
B'“l? 0 -2 -1

Losung:
AB
c)
021
A= 4 0
2

130-1
B.—trn[ 021 1”

1 0-1
Ci=
lUZU

30

0
0

-4
T 0

-1 4
17 -12

,_,
—_ O =

3 4]
-19 0

[—10
3 2

2 -1
-2 -1

—51]
11 -5

—

[ B e I
— = S =



10-1
020

Losung:

A+B-C-D

‘

31



Aufgabe 17:

Gegeben seien

-+
;
+

Berechnen Sie XTF, X}’T und xv!

Losung:
trn(x) v
[7]
®+trn(v)
IS -3 3]
2-11
4 -2 2
Skalarprodukt:
dotP(x, ¥)
T

Aufgabe 18:

Berechnen Sie



[5 2‘1_[134]|
3 -1 20 4]

Losung:

[ 5 2 ‘1_[ 13 4]
-3 -1 -2 0 4
3 -3 -12
-7 9 32
Aufgabe 19:
Liosen Sie die Matrizengleichung X=AX+B

a) allgzemein
-3 3 2-3 1
i = = |
by Hir A [—2 3]’ B=0 4—2]'
Losung:
a) X=AX+B ergibt
EX-AX=B, (E-A)X=B

und somit
X=(E-A) !B mit E=l[1] [1]]

b)

w=5 ]

2 o)
-2 3
2 -3 1
“lo a4 -2

2—31]
04 -2



10
E:=
o

[10
01

l2—9 4
2 -11 35

X:=(E-A)"1B

Aufgabe 20:

a)Welcher Schluf3 143t sich iiber den Rang einer Matrix
(ungleich N) des Typs (17,4) ziehen, wenn offensichtlich
die 3. Spalte Vielfaches der 1. Spalte, nicht aber der 4.
Spalte ist?

b)Was andert sich, wenn bei gleichem Typ dieser
Sachverhalt nicht fiir die Spalten, sondern fiir die Zeilen
gilt?

Losung:

a) Es liegt keine Nullmatrix N wvor, d.h. Rangzl.

Der maximal mdogliche Rang ist 4
(Rang=Feilenrang=Spaltenrang<min(17, 4)), d.h. Rang<4.
1. und 3. Spalte sind linear abhéngig, d.h. Rang=3
(Rang verkleinert sich)

3. Spalte kein Vielfaches der 4. Spalte, d.h. Rangz2
(mindestens 2 unabhangige Spalten)

b) Wegen Zeilenrang=5Spaltenrang das gleiche Ergebnis wie

vorher.

Aufgabe 21:
Untersuchen (nicht: berechnen!) Sie mittels des

Basisaustauschverfahrens, ob die Matrix

3



1 02 -1

A= _3 _i g {1] regular ist! Welche (wichtige) Frage ist

4 02 -3
damit gleichbedeutend?
Bem.: Basisaustauschverfahren = Pivotverfahren
Austauschverfahren mit Zeilen— und Spaltentilgung!

Anzahl der moglichen Austauschschritte = Rang

Losung:
1 02 -1
-2-10 1
A=l g 12 0
4 0 2 -3
1 0 2 -1
-2-101
0 1 20
4 0 2 -3
rank (A)
3
Die Matrix ist singular, da sie nicht den wvollen Rang 4
erreicht.
det(A)

Die quadratische Matrix hat die Determinante 0, d.h. sie
ist singular.

Die Matrix hat 3 lin. unabhéangige Spalten (bzw. Zeilen):
Abhangigkeitsbeziehung:

1 -1
0 1 2 0
4 0 2 -3

=
o o oD O

] untersuchen auf



nichttriviale Lésungen.

1 0 2 -1
-2 -1 0 1

N +he +ie =i+
o B i B il PY b B
4 0 2 -3

a+2+c—d
—2+a—h+d
b+2-+c
dea+2+ec=3+d
a+2-c—d=0
=2+a—h+d=0
b+2-c=0
d+a+2+c—3+d=0|a, b, ¢, d
_2d _—d _d ._
{a— 3 »b=73 ,C—B,d—d}

ans | d=1
1 0 2 -1
-2 -1 0 1 _2 ,_ 1 _1
ar 0 +b- ] +ce 9 +1- 0 |{ﬂ—3-b— S’C_B}
i | 0 2 -3

-1

o o oD O

d. h.

-3



4
-1
1
0
-3
andere Untersuchung: (reduced) row echelon form -
{normierte) Zeilenstufenform
ref(A)
02 -1
1 -41
1
001 ~B
000 O
rref (A)
2
1 00 —3
1
010 3
1
001 ~B
[0 00O

Nutzung des bereits programmierten Austauschverfahrens in
Einzelschritten mit Vorauswahl des Pivots:

Programmstart: AVRank (Matrix, Pivotrow, Pivotcol)

A

1 0 2 -1
-2-101
0 1 20
4 0 2 -3

AVRank(A, 1, 1)



Al:i=mathew

-1 4 -1
1 2
-6 1
AVRank(Al,1,1)
done
A2:=matnhew
%1 ]
-6 1
AVRank(AZ2,1,1)
done
A3:=matnew
[0]

Es konnten 3 Austauschschritte durchgefiihrt werden:

Rg(A)=3

Aufgabe 22:
2
Berechnen Sie das Kreuzprodukt der Vektoren 0| und
-2
1

3 6 -1
2] sowie das Spatprodukt von [B], [—1] und [—1]!
0 2 -1 8

Losung:

EL



N

-323

eI

[3 6 —1]
det|[6 -1 -1
2 -1 8
-323

Aufgabe 23:
Gegeben sei das folgende Gleichungssystem:

¥+ +2x%,— 3= 3
=23+ +2x+23,= 3
=2%,—23,—Ax+23,=—6
a) Geben 5ie das Gleichungssystem in Matrizenschreibweise
an!
b) Welche Aussagen iiber die Losbarkeit des
Gleichungssyvstems lassen sich allein aufgrund seiner Form
(d.h. Anzahl Variablen und Gleichungen) treffen?
¢) Lisen Sie das Gleichungssystem mittels des
Basisaustauschverfahrens! Beginnen Sie den Algorithmus an
der Position (1, 1) der Koeffizientenmatrix! Geben Sie die
Losung in vektorieller Form an!
d) Gibt es eine Losung, bei der x,=—2x; gilt? Wenn ja,
geben Sie sie an, wenn hein, begrinden Sie dies!

Losung:



101 2 -171|™

3
a -2 1 2 2| =l 3]
-2 -2 -4 2/|™] |-8

Ha
o e
b) [-2]| und
| -2
Spalte)

sind lin. abhdngig (1. und 4.

[ i e T

2
l 1\ und l 2\ sind lin. abhangig (2. und 3.
-4

Spalte)
1. und 2. Spalte sind lin. unabhéangig, d.h.

R

1
rechte Seite l 3\ lin. abhdngig von 2. Spalte l 1\,
-2

Reg

d.h. LGS ist losbar!

Z.B. x;=X3;=x4=0 und x,=3 ist eine Losung des LGS

Wegen Rang=2 gibt es 2 Austauschschritte und damit sind
noch zwei nicht ausgetauschte Variablen frei wahlbar.
Das LGS hat damit eine mehrdeutige Losung mit 2 frei

wahlbaren Parametern.

c) Nutzung des Programms
LinEqSys (Matrix, PZeile, PSpalte) im

Einzelschrittverfahren:



1 1 2 -1
Mi=|-2 1 2 2
-2 =2 -4 2
1 1 2 -1
-21 2 2
-2 =2 -4 2
Starttabelle mit negativer rechter Seite (1-Spalte)
3
Al=augment (M, -] 3|)
-6
1 1 2 -1 -3
-21 2 2 =3
-2 -2 -42 6
LinEqSys(A,1,1)
done
Al:=matnew
-1 -21 3
3 6 0-9
0 0 00
LinEqSvs(Al,2,1)
done
A2:=matnew
0 10
-2 0 3
0 00
ET x5 x4 1
¥, 0 1 0
Endtabell
natabet® s, —2 0 3
v 0 0 0

Sei x,=s und x,=t, dann x,=t und x.=—2s5+3.

10



Probe:

t
M- —25+3
5
t
3
3
2+(2+5=3)—4-5
simplify (ans)
3
3
-6
Alternativ:

i+ Xz+2X3_ HNa= 3
_2X1+ Xz+2X3+2X4= 3
_2X1_2X3_4X3+2X4=_8

0=0 Xig Xpy Xz, Xy
{X1=Xyq, Xp=—2+X3+3, X3=Xa, Xa=Xa}

Losung in vektorieller Forms:

X4 01 [11 [0
| [-2| lo| |3
= +t + . , tER.
x| ol 1 ol ol ®
) 1 0

d) x,=—2sx; ist nicht moglich, da x,=—2+x:+3 fir die

Losung erforderlich ist.

Aufgabe 24:
Lisen Sie mittels des Basisaustauschverfahrens das
Gleichungssvstem

¥+ 2z = -1

11



—2x-y = 0

Ix+yv+2z = -1

Geben Sie die Losung vektoriell an! Ermitteln Sie (daraus)

alle Losungen,

Losung:

e [ 1

Das LGS ist losbar, da rechte Seite I

von 3.S5palte ist (z.B.
Starttabelle fiir Austauschverfahren:

SE R

LinEqSys(A,1,1)

Al:i=mathew

LinEqSvs(Al,2,1)

AZi=mathew

fiir die |z|

x=v=0 und z=-0.5)

abhangig
1 0 21
-2 =100
3 1 21
done
0 -2 -1
-1 4 2
1 -4 -2
done



ETz 1
-2 -1
4 2
va 0 0

Ergebnis: Endtabelle

=5, x=—25-1, v=4s+2,

X -2

v =s|4d |+
A 1
Probe:

1 02
-2 -1 0}+]s*
3 12

simplify (ans)

7H -

-1
2 |, sER.
0

-2
4
1

-1
2
0

+

|

13

-1
Iz-(z-sﬂ Y—d-5-2
=3+ (2+5+1)+6+5+2

")
i




i

Aufgabe 25:

Gegeben sei das Gleichungssyvstem

:

X+2y = 3
v +3z = 4

a) Untersuchen Sie die Losbarkeit dieses Gleichungssystems
anhand des Losbarkeitskriteriums!
b) Fiigen Sie (auf moglichst einfache Weise) eine dritte
Gleichung hinzu, so dass das dann entstehende System
nicht losbar ist! (Begriindung!)
¢) Was ergibe sich fiir a) und b)), wenn es sich um
homogene Gleichungssysteme (bei gleicher linker Seite)
handeln wiirde?

Losung:

X
] 120 _[3
a) DMatrixform [U i 3][:]—[4]

Das LGS ist losbar, da rechte Seite [3] lin. abhédngig von

den Spalten der Matrix ist (z.B. x=y=z=1)

oder: Rang der Matrix =2 sofort erkennbar, Rang der
erweiterten Matrix ebenso =2

b) z.B. v +3z = 5 als dritte Gleichung, dann 2. und

3. Gleichung widerspruchsvoll!

14



1 2 0][x 3
Matrixform |0 1 3||¥v|=|4
01 3]lz 5

¢) ein hom. LGS ist stets losbar (z.B. triviale Losung)

Rechnung:

e [2 2 2] 3]

ll 2 0 -3
013 -4
LinEqSys(A,1,1)
done
Ali=mathew
-2 0 3
1 3 -4
LinEqSvs(Al,2,1)
done
AZ2i=mathew
%0
-3 4
ET =z 1
Endtabelle: |x 6 =5
y =3 4
Rechnung:

120 3
Al=augment| |0 1 3|,—|4
01 3 5

LinEqSys(A,1,1)

el )

Lo L O
|
oo
—_—

—
o B B

15



Al:i=mathew

LinEqSvs(Al,2,1)

AZi=mathew

ET =z 1

X 6 -5 ) ) .
Endtabelle: 3 1 Widerspruch in letzter Zeile:

};l' —

¥a 0 -1

va=—1 statt v,=0
20 -3
rank [] 1 3 <rank 3 -4
013 3 -5

rechte Seite bewirkt Rangerhoéhung!

2<3

Aufgabe 26:
Gegeben sei das Gleichungssystem mit a, b, cER

xtay=1

bx+y=c
Geben Sie anhand des Basisaustauschverfahrens und des
Lésbarkeitskriteriums jeweils ein Beispiel und die
allgemeinen Bedingungen dafiir an, dass das

Gleichungssystem

16



a) eindeutig losbar

b) mehrdeutig losbar

c¢) unlosbar ist (oder begriinden Sie,

Fall nicht auftreten kann)!

Losung:

1l allx 1
Matrixf =
atristorm | 9][ V]| |

3

Matrix von vollen Rang =2.

e[} 2]{]

LinEqSys(A,1,1)

Al:i=mathew

dass der betrachtete

—a+b+1%0

[la—l
b1 -
done

[
—a*b+1 b—c

2. Austauschschritt nur fir —asb+13*0 mdglich.
b) —-a+b+1=0 und b—c=0, d.h.

1 a
rank[ b lllb—lfa]

1l -c

rank[[; a _ll|b=1fa and c=1fa

17



Rang (Matrix)=Rang (erweiterte Matrix) <Maximalrang
¢) Rang(Matrix)=1<Rang(erweiterte Matrix)=2, d.h.
—a+*b+1=0 und b-cz*0, wvgl. Endtabelle in a)

Beispiele:

a) Lallx = 1 mit a=b=2 und c=1
b 11lv]l lc.

by |1 2][¥]=]!] mit a=b=1 und c=1
b 11lvl lc)

c) Lallx = 1 mit a=b=1 und c=2
b 11lv]l lc.

Kontrolle:

a)

x+a+v=1|a=2 and b=2 and c=1
b*x+v=c|a=2 and b=2 and c=1

X, ¥

frbesmb)
b)

x+as*y=]1|a=1 and b=1 and c=1
bsx+v=c|a=1 and b=1 and c=1

X, ¥
ix=—y+1,v=vy}
c)

x+as*y=]1|a=1 and b=1 and c=2
bsx+v=c|a=1 and b=1 and c=2

X, ¥

No Solution

Aufgabe 27:

010
200

Gegeben sei die Matrix S=

302\

a) Wie lautet die zugehoérige quadratische Form Q = xTSx

18



mit x = [x; X Xg]T explizit?

b) Berechnen Sie die Eigenwerte von S!

¢) Bestimmen Sie einen normierten Eigenvektor, der zum
betragsgrofBten Eigenwert von § gehort!

d) Berechnen Sie die restlichen Eigenvektoren, und geben
Sie die Transformationsmatrix C an!

(Hinweils: Beachten Sie die Anzahl der verschiedenen
Eigenwerte und eine daraus resultierende

Eigenschaft der Eigenvektoren! Uberpriifen Sie diese

Eigenschaft!)

Losung: S ist eine symmetrische Matrix

a)
302

[x, %z 33]-[0 1 U]*trn([xl Xz X3])
200

[ 245y (3%, 4+20Xs ) +2X, X ]
Q=X22+X1' (3o +2e33)+243,3,

Q=X22+X1' (3'X1+2'X3) +2"X1"X3

b)

302
eigVl| |0 1 O

200

{4,1,-1%

c)

30 2
eigVic| |0 1 0O

200

19



0 10

IU.894427191 0 —0.4472135955]
0.4472135955 0 0.894427191

Eigenwertgleichung: Ax=Ax bzw. (A-A:E):x= I 0 ]

3 0 2 100
IU 1 U]—il[[] 1 U] strn([x; Xz X31)
200 001

=%+ 23,
_3'5(3

2'X1_4"X3

_X1+2 X3 0
=33, = [] ergibt x,=0 und x,=2+x3;, d.h.
_2 Xl_"l X3

i
w17 -

5"‘X32=
solve (ans, x3)
S
3= 5 !X3_ 5
K=
SE R
5 * 5

145 552

20



2v5 V5
approx 5 , 0, 5 )

{0.894427191,0,0. 44721353933}

d) Transformationsmatrix C aus normierten

Eigenvektoren:
[ 2v'5 0 V5
5 5
Ci=|0 10
V5 o 5
| 5 T
245 0 V5
5 5
0 10
V5 =25
| 5 4]
approx (ans)
0.894427191 0 0.4472135955
0 10
0.4472135955 0 -0.894427191
400
trn(C)+|{0 1 0 [-C
00 -1

302
010
200

Aufgabe Zusatz 28:
Liosen Sie die nachfolgenden Gleichungssysteme
a) Start mit Pivot a,, d.h. v,©x,

1-10 2

11 -20
ST"2—1—13

3-2-15

21



LinEqSys (ST, 1, 1)

T1:=matnew

LinEqSvs(T1, 2, 1)

TZ:=matnew

[ET =, 1
X1 1 -1
Endtabelle: |x, 1 1| widerspruchsfrei!
vy 0 0
va 0 0
Xz=8, X;=s—-1, x,=s+1, d.h.
X, | =8 , SER.
Probe:
1 —1 []
2 —1 —1 1
3 -2 -1

22

1-10 2
11 =20
2-1-13
3 -2-15
done
10 =2
2 -2 =2
1 -1 -1
1 -1 -1
done
1 -1
11
00
00



simplify (ans)

b) Start mit Pivot az,, d.h. v.©x,

-23-3-2 4

sT:=| "L

0
0
9]

& b BS

B b ba

3
3 1
0 2

LinEqSvs (ST, 2, 1)

T1:=matnew

nichstes Pivot (3,3), d.h. v:©x,
LinEqS¥s(T1, 3, 3)

T2:=matnew

23

-2
0

2+(s—-1)-2-5-1
—2+(s+1)+3+({s-1)-s

|

—
oo S L
L B b2

= LW

) [ B e Y R
o S0 b2

-2 4
-2 -3
2 1
-4 2

done

done



3-3686
0 -21
02 -2
5 -5 10
niachstes Pivot (1,1), d.h. ¥,©x
LinEqS¥s(T2,1, 1)
done
T3:=matnew
1 -2
-2 1
2 =2
0 0
ET x; 1]
Xa ]. _2
Endtabelle: |x, -2 1|, d.h.
X 2 =2
| ¥a 0 0]

Xqa=8, X;=—258+]1, X.=5—-2, x,=25-2

Xy -2 1
Mo 1 -2

=g + ., SER.
| | 17| of ®
) 2

-2
Probe:
-2 3 -3 -2 -2 1
-1 0 2 -2 1 -2
| g +
30 2 2 1 0
05 3 -4 2 -2
2+(2+5=1)+3+(5-2)-2+(2+5-2)-3+5
=2+ (2+5=2)+4+5-1
=3+ (2+8=1)42+(2+58=2)+42+5
De(s—2)—4+(2+5—2)+3+s
simplify (ans)
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¢) Start mit Pivot a;», d.h. v,©x

0 1-1-1-1
sTi=|1 0 -2 -3 -4

1-1-1-2-3

01
10
1 -1

LinEqSys (ST, 1, 2)

T1:=matnew

weiter mit Pivot (2,1), d.h. v.€x,
LinEqS¥s(T1, 2, 1)

T2:=matnew

ET Mo M4 1
w 1 1 1

Endtabelle: ; 9 3 4|’ X3=8, Xy=t, X.=s+t+1,
v 0 0 0

¥,=52+3t+4,

25

done

o T e T
- T T T )
= ok
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X, 2 31 [4
Xa 1 1| |1

=s+ | [+t-| “[+] .|, s, teR.
x| |1 ol lol” ®
X4 0 1l lo

Probe:

01 -1-1
10 -2 -3)|+|s*

1 -1-1-2

8
8

simplify (ans)

Kontrolle:
b—c—d=1
a—2c—3d=4
a—b—c—2d=3
0=0 a,b,c,d

{a=2s+c+3+d+4, b=c+d+1, c=c, d=d}

X

2 31 [4
Xa 1 1| |1
=5+ +i + . ,tER.
x| |1 ol lol” ®
0 1l lo

Ha
Probe:
01 -1 -1 T ? ;1
10 =2 -3]]|s- +te +
1 -1 -1 -2 L 0 0
0 1 0
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8

d) Fir welche A ist das LGS nichttrivial losbar? Wie
lauten die Lodsungen?

1 -1 0 10
o -2-1 20
ST"—z 5 2 -4 0
4-13 -6 A0

1 -1 0 1 0

-2 =12 0

25 2 -40

4 =13 -6 A 0

1 -1 0 1
det _[] -2 -1 2 —0

2 5 2 -4
4 -13 -6 A
-A+10=0
nichttriv. Losungen fir A=10
LinEqSys (ST, 1, 1)
done
T1:=matnew
1 0 -1 0
-2 -1 2 0
3 2 =2 0
-9 -6 A-4 0
LinEqSvs(T1, 2, 2)
done

TZ:=matnew
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LinEqS¥s(T2, 3, 1)

T3:=matnew

ans | A=10
[ET 3, 1
X1 1 0
Endtabelle: |x; =2 0
¥, 2 0
| ¥y 0 0
X, 1
Xp
= , SER.
Xa s -2 >
X 1
Probe:
1 -1 0 1 1
o -2 -1 2 e 2
-2 5 2 -4 -2
4 =13 =6 A 1

, X4=8, X;=8, ¥N,=28, X;=—I2%

28

o o oD O

o o o o



= o o

«(A-10)

]

ans| A=10

o o oD O

Aufgabe Zusatz 29:

Modell der Teileverflechtung (Verflechtungsdiagramm,
zweistufiger Prozel3)

M->Z-E

M = Ausgangsmaterialien

Z = Zwischenprodukte

E = Endprodukte

Ausgehend wvon dem pgezeigten Diagramm wissen wir, dass
zur Herstellung von zwei Endprodukten E, und E, zwei
Zwischenprodukte Z,, 7. benttigt werden, welche wiederum
aus den Ausgangsmaterialien (Rohstoffe) M, bis M;
zZusammengesetzt werden konnen.

Materialfluss in Tabellenform:

> 24 Z

3> E, E
M, 6 4 1
und |£; 1 2
Mz 3 0 2 1 3
My 1 2 2

Wir stellen zuerst die Bedarfsmatrix B, fiir die
Herstellung der Endprodukte aus den Zwischenprodukten

auf:
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1 2
B2:=
1 5
Nehmen wir den Vektor w=[:1] als QOutputvektor
2
{ Warenproduktion) und z=[zll als Inputvektor der
F

Zwischenprodukte, so gilt ja z=Bz-w=H g w, d.h.

Zl=1w1+2wE, Zz=].w1+3wE,
Im nachsten Schritt bestimmen wir nun die Bedarfsmatrix
B, fiir die Produktion der Zwischenprodukte aus den

Ausgangsmaterialien (Rohstoffen):

6 4
Bl:=|3 0
1 2

Fiir den Inputvektor m der Rohstoffe gilt in diesem Falle

6 4
3 U]*z, d.h. m,=6z,+4z,, my=3z,+0z;,
1 2

m=B,:z=

ms=1z,+22;,

Natiirlich kann man den Bedarf an Rohstoffen fiir einen
bestimmten Auftrag auch direkt berechnen:
m=B,-B;-w=B-w,

d. h.

m,;=6 (1w, +2w)+4{1w,+3w;)=10w,+24w,,

me=3 (1w, +2w)+0{1w,+3w;)= 3w,+ Bw,,
ms=1C1lw,+2w)+2 (1w, +3w;)= 3w, + 8w,,

Symbolik:

mj — Anzahl der Einheiten wvon Mj;

z; — Anzahl der Einheiten wvon Z;
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wl — Anzahl der Einheiten von Wy
a) Wie viele Einheiten M;, i=1, 2,3, werden fiir eine
Einheit E;, j=1, 2, benttigt?

- E, E;
M, O 0O
M, O O
M, O 0O

b} geg. sei die Warenproduktion E;=12 und E.=20, ges.
der Materialbedarf.
Losung:

a)

6 4
Bl:=|3 0

1 2

6 4
30
1 2

[12
13

1 2
B2:=
1 4

Bedarfsmatrix B:
B:=B1-B2

10 24
3 b
3 8

- E, E;
M, 10 24
M. 3 6
M; 3 8
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b) geg. Warenproduktion w, ges. DMaterialbedarf m

_E

m:=Bsw

im Einzelnen: m=B,*z, z=B.'w

z__[1 2le
11 3] L20
6 4

52
m:=IS 0]-[72
1 2

Aufgabe Zusatz 30:
Basiswechsel mittels Austauschverfahren

b, ©e, bz€e,
BV b, b d BV e; b d BV e, e d
91127]Ib11—2—7 b, 1 2 -3
ez 0 -1 -2 ez 0 -1 -2 b 0 -1 -2
K *x =2 =7 K 0 =x -2 K
alte Basisdarstellung mit Basis {b;, bz}
e;=1by+2bs+7, ex=0b;—1bs—2
ergibt neue Basisdarstellung mit Basis {e;, ez}

b1=lel+292+4 . b2=[]el_ 1 Eg+2

32
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600
156
196
[52

T2

600
156
196



e] 1 2] bll [ 71 .
= A0+ bt
e 10 =11 |b, ] 1-2] &
M S HE M
-bz_ _0 _]._ (=7} | — U _]. ea _2
1 2]‘1
-1
1 2
0 -1

o 1)
=

12 7
ST:[U -1 —2]
12 7 l
0 -1 -2
LinEqSvs (ST, 1,1)
done
T1:=matnew
[—2 -7
-1 -2
LinEqSvs(T1, 2, 1)
done

TZ:=matnew

)
-2
Aufgabe Zusatz 31:

Liosen Sie folgende LGS:
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) x| Zlave] TH[TP
-1/ [0.5]7[2.5
21 [ =11 [-5
M + M f—
by x| 1% 0.5/ -1
Losung:
a)
-1 5
ST:=
l 0.5 2. 5]

LinEqSys (ST, 2, 2)

done
T1:=matnew
[[] 0
25
ET x 1
Ergebnis: |v, 0 0|, d.h. x=t, v=2t+5, teR
v 25
=l
v 2 5
Probe:
T HE )
=5
2+t+5
5 -t

simplify (ans)
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[ e

[{3fems
SHRHES

[ e

b)

2 -1239

ST'=[—1 0.5 1

LinEqSvs (ST, 2, 2)

T1:=matnew

ET x 1
Ergebnis: |v, 0 7
vy 2 =2

=
H

[2 -1 5]
1
-1 5 1

done

2 5l

35



Widerspruch in 1. Zeile, d.h. keine Lisung.

Aufgabe Zusatz 32:
geg. . b=x,a,+xa,+xza5+3,a,
mit a,=az+3a,, a=Zas+da,, b=5Das+b6a,
BES. . X, Xz, X3, X4
Losung:
b=x,a;+X,a,+Xza5;+%4a4 geht iiber in
Hast+6a,=x, (as;+3a,)+x:(2as+4da, ) +xa+x,a,
d. h.
Das+6a,=x,* (as+3a,4)+3,* ( 2as+4a, ) +x5a3+3,%a,
Draz+6+a,=xXa+ (2raz+dsa,) +x,+ (az+3+a, ) +az Xa+a, X,
simplify (ans)®Equation
Deaz+b6ra,=a5 %+ 285 Wotas Xa+ 320, X+ 422,  Xo+a,0 3y
simplify ( Equation | a,=0)
Heaz=age (X, +2+3x+3%3)
d.h. 5=x,+2+3,+33
simplify ( Equation | a;=0)
Beas=a,s (3+x+4+3+3,)

d.h. B6=3+x,+4d+3,+3,

zu losen ist das LGS
]
[1 21 Ul_ Xz _[5]
3401 X3 6
Xa
1210-=5
ST:=
l3 401 —8]
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[1210—5]
3401 -6

LinEqSvs (ST, 1, 3)

done
T1:=matnew
1 —2 U 5 l
-B
LinEqSvs(T1, 2, 3)
done
TZ:=matnew
1 -2 5
-3 -4 86
ET ¥, ¥ 1
Ergebnis: X3 -1 =2 5 ¥,=t,, X,=t,, ergibt
Xy —3 -4 B
[, 0 0
X2 —t1 1 U , 11, t2ER.
Xa 5
| 34 B
[0
— Basislosung (spezielle Lés. des inhom. LGS,
| G

partikulare Losung)
0 1 . . N
Y — Fundamentallésungen (Basisvektoren fiir das

hom. LGS, Fundamentalsystem)
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