Modellierung eines stationaren 1D-Warmeleitproblems I

e Physikalisches Problem

Gesucht ist das Temperaturfeld u(z) in einem hinreichend diinnen Stab der Lange

¢ = b—a mit konstantem Querschnitt @, wobei ¢ viel groBer ist als der Durch-
messer des Querschnitts.

Aufheizung (z.B. durch Umwandlung von

elektrischer Energie in Warme) Wirmeabgabe iiber

z.B. Kreis: meas(9Q) = 2nr den Mantel
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z.B. Kreis: meas(Q) = nr?

u(a) = ga ua = ua(x1) u(b) = gp
Temperatur im linken Umgebungs- Temperatur im rechten
Randpunkt temperatur Randpunkt
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e Warmemengebilanz an einem , kleinen* Stabstiick der Lange Azxj

Warmeaustausch

mit der Umgebung HHHHTHUA
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1. Warmemenge, die durch Aufheizung entsteht:
Az*
P+
Wy = /f(flfl) dzidrodrz = meas(Q) / f(z1) dzq
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Die Funktion f charakterisiert die Intensitat der Warmequelle.

Der Flacheninhalt von @ ist mit meas(Q) bezeichnet.

M. Jung, U. Langer: Methode der finiten Elemente fur Ingenieure: Eine Einfuhrung in die numerischen
Grundlagen und Computersimulation. 2., Uberarb. u. erw. Auflage, © Verlag Springer Vieweg, 2013




Warmeaustausch

mit der Umgebung HHHHTHUA
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2. Transportierte Warmemenge beim Warmeaustausch mit der Umgebung uber
den Mantel:

Wa = / a(1) (u(z1) — ua(a1)) dO
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meas(Q) / 3(21) (u(z) — ua(an)) dor , G(ar) = ME2SOQ)

meas(Q)
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Die Funktion g wird als Warmeaustauschkoeffizient bezeichnet und ist eine
materialabhangige GroBe.

q(x1)
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Warmeaustausch

mit der Umgebung THHHHHUA
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3. Warmemenge, die am linken Rand einflieBt bzw. am rechten Rand ausflieBt:

Fouriersches Erfahrungsgesetz der Warmeleitung: Warmefluss o(xy) ist pro-

portional zu —u/(x1). Mit der Warmeleitzahl \(x1) als Proportionalitatsfaktor
gilt o(x1) = — X(x1) v/ (z1) .

— einflieBende (ausflieBende) Warmemenge

Wz 3 88) = / — Azt F B (a3 BE) drodas
Qein(Qaus)
Ax;

= -z} T &) d(z; 7 B8)meas(Q)
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Warmemengebilanz:

Warmemenge, Warmemenge,

- : ) Warmemenge, Warmemen-
die am linken | _ |die am rechten | | ia iiber den Man- ge, dlg durch| _ 0
Rand in , Az7" Rand aus ,, Ax3" tel abgegeben wird Aufheizung
hineinflieBt herausfliel3t entsteht
Az Az
W(zi - SL) — W(ai+ 552 - W Wy =0

Mit Az7 — O erhalten wir die Randwertaufgabe:

Gesucht ist die Funktion w, fur die

—(A(z)v(z1)) + q(z1)u(z1) = f(z1) + q(z1)ualz1)
fir alle 1 € (a,b) gilt.

Zusatzlich sind die Randbedingungen u(a) = g, und u(b) = g,
vorgegeben.

M. Jung, U. Langer: Methode der finiten Elemente fur Ingenieure: Eine Einfuhrung in die numerischen
Grundlagen und Computersimulation. 2., Uberarb. u. erw. Auflage, © Verlag Springer Vieweg, 2013




