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Ubungsaufgaben zu Kapitel 7 und 8

Aufgabe 1:
Skizzieren Sie fiir die folgenden Funktionen die Niveaulinien (Hhenlinien) in den jeweils angegebenen

Hohen z; und zy. Stellen Sie dafiir zunédchst die allgemeine Gleichung der Niveaulinien in Abhidngigkeit
von dem Parameter c auf und l6sen Sie diese nach der Variablen y auf.

a) z= f(z,y) = e 3¥; Hohen: 2z, =1, zp=e

b) z = f(z,y) = e$2_?’y; Hohen: 21 =1, 29 =e

¢) z= f(z,y) = In(2x + 5y) (mit 2z + 5y > 0); Hohen: 23 =0, 20 =1

Aufgabe 2:
Fiir die Brennweite einer einfachen, bikonvexen Linse gilt: f = aa—_f_)b (a: Gegenstandsweite, b: Bildweite).
Bei einer Messung wurden folgende Werte ermittelt: ¢ = 42.4 cm und b = 26.6 cm, die Messungenauigkeiten

fiir @ und fiir b betragen jeweils £0.1 cm.
Schitzen Sie den absoluten und den relativen Fehler fiir die Brennweite.

Aufgabe 3:

Die magnetische Feldstirke im Mittelpunkt einer zylindrischen Spule mit 1000 Windungen und der Linge [,
dem Radius 7 und der Stromstérke I betrigt:

1000 - T 2
H=H(IIr) = OOZO (1—2-(;)).

Schitzen Sie den absoluten und den relativen Fehler bei der Berechnung von H, wenn die Werte
l=20cm, r=2cm, I =1A gemessen wurden und die Messungenauigkeiten +0.01 cm (jeweils fiir / und
fiir ) sowie +0.03 A (fiir /) betragen.

Aufgabe 4:

Um den Innendurchmesser d eines diinnen Rohres der Linge [ zu bestimmen, wird das Rohr vollstdndig mit
Quecksilber der Dichte ¢ gefiillt und durch Wiegen die Masse des bendtigten Quecksilbers ermittelt. Daraus
kann dann der gesuchte Durchmesser berechnet werden.

Es wurden folgende Messwerte ermittelt: [ = 10.2cm, m = 6.3gund o = 13.6g - cm™3.
Die zugehorigen Messungenauigkeiten sind: 0.1 ¢m fiir [, 0.1 g fiir m und 40.1g - cm ™ fiir o.
Schitzen Sie den absoluten Fehler bei der Berechnung von d.

Aufgabe 5:

Gegeben ist die Funktion f(z,y) = e - (—322 + 4y?).

a) Begriinden Sie, dass im Punkt (—2, 0) eine stationire Stelle vorliegt.

b) Untersuchen Sie, ob es sich um eine lokale Extremalstelle oder um eine Sattelstelle handelt.

Aufgabe 6:
Berechnen Sie die lokalen Extrema der folgenden Funktionen:
a) f(a,y) = 22" + 4oy — 2y° + 5 b) f(z,y) =2*(2—y) —y’ +3y° + 9y

) f(z,y) = 2% —2"(y +3) +y* + 4y
Zusatz: f(z,y) = (3 — 3z) cosy



Aufgabe 7:
In einer Firma sollen Konservendosen mit dem Volumen V' = 1 ¢ hergestellt werden. Wie miissen der Radius r
und die Hohe h (jeweils in cm) der zylinderformigen Konservendose gewihlt werden, damit moglichst wenig
Metall benétigt wird?
Losen Sie diese Aufgabe a) mittels Eliminationsmethode

b) mittels Lagrange-Methode.
Aufgabe 8:

Die Funktion f(x,y,z) = % + g + g (z, y, z > 0) besitzt unter der Nebenbedingung = + y + z = 12

genau ein lokales Minimum. Wo liegt dieses und welchen Wert hat dort die Funktion?

Aufgabe 9:

Berechnen Sie die lokalen Extrema der Funktion f(x,%) = x2+%2 unter der Nebenbedingung 222+ 3y% = 1.
Verwenden Sie dazu die Lagrange-Methode.

Aufgabe 10:

Hinweis: Diese Aufgabe hat einen erhohten Schwierigkeitsgrad!
Aus einem Blech mit konstanter Dicke soll ein Trichter hergestellt werden,
der die Gestalt eines geraden Kreiskegels hat und ein Volumen von 10 dm?

besitzt. Wie groB ist der Offnungswinkel o dieses Kreiskegels zu wihlen,

damit der Materialverbrauch (d.h. die Mantelfliche des Kegels) moglichst

klein wird?

Anleitung: Stellen Sie die Mantelfiiiche und das Volumen des Kreiskegels

jeweils als Funktion von r und o (siehe Abbildung) dar. Verwenden Sie zur V
Berechnung der minimalen Mantelfliiche die Lagrange-Methode.

Hinweis zu den Aufgaben 11 bis 21:

Bei der Berechnung der auftretenden Integrale sind ggf. geeignete Koordinatentransformationen durchzufiihren.
Ebenso konnen geeignete Umformungen des Integranden hilfreich bei der Integration sein.

Beim Losungsweg ist die Angabe von Stammfunktionen sowie von Zwischenergebnissen, die durch Einsetzen
der Integrationsgrenzen entstehen, erforderlich.

Aufgabe 11:

Berechnen Sie den geometrischen Schwerpunkt des Flidchenstiicks, welches von den beiden Parabeln
y =2z — 2 und y = 322 — 62 eingeschlossen wird.

Aufgabe 12:
Berechnen Sie fiir die gegebenen Bereiche B und Funktionen f(x,y) jeweils das Integral // f(z,y)dB.
B

a) B={(z,y)|y<z<6-y, 0<y<4}, flz,y)=x-y

2
b) B wird begrenzt durch die Kurven z = yZ und y =22 — 12, f(x,y) =z + 3>
¢) B wird begrenzt durch die Kurve /= + ,/y = 1 sowie die Geraden x = 0und y =0, f(z,y) =z -y

Aufgabe 13:
Der ebene Bereich B sei ein Kreisring, welcher begrenzt wird von zwei Kreisen mit den Radien 127 und Ry
(0 < Ry < R3), deren Mittelpunkte im Koordinatenursprung liegen.

Berechnen Sie das Integral // (2% 4+ y?)dB.
B

weitere Aufgaben: siehe Seite 3



Aufgabe 14:
Der Bereich B = {(z,y) |0 <z <m, 0 <y <sinz} ist mit Masse der Dichte o(z,y) = 1 + = + 4y
belegt. Gesucht ist die Gesamtmasse dieses Bereiches.

Aufgabe 15:

Berechnen Sie das Volumen des dreidimensionalen Bereiches B, welcher begrenzt wird durch:
z=224+y% 2=0, 2= —a, x =a, y = —a sowie y = a.

Aufgabe 16:

Berechnen Sie das Integral // f(x,y,2)dB fiir f(x,y,2) = 5z%y, wenn der Bereich B durch die Ebenen
B

dx+2y+2=28, =0, y =0 und z = 0 begrenzt wird.

Aufgabe 17:
Berechnen Sie die Gesamtladung () des Korpers, der durch die Flichen z = v/3(2% + y?) und
z = /4 — 22 — y? begrenzt wird, wenn fiir die Raumladungsdichte gilt: o(x,y,2) = 0o - 2 (0o: konstant).

Aufgabe 18:
Berechnen Sie jeweils die Bogenlidnge der folgenden, in Parameterdarstellung gegebenen Raumkurven:
a) x(t) =e', y(t) =e7t, 2(t) = V2t, t €0,1]

b) z(t) = cosht, y(t) =sinht, z(t) =t, te]0,3].

Aufgabe 19:
Berechnen Sie den Inhalt der Fldche, welche durch die Parameterdarstellung
x(u,v) = ucosv, ylu,v) =usinv, z(u,v) =u®> mit 0<u<1, 0<v <2
beschrieben wird.
Aufgabe 20:
Die Flache mit der Parameterdarstellung

z(u,v) =ucosv, y(u,v) =usinv, z(u,v) =v mit 0<u <2, 0§U<g

sei mit der Massendichte o(z,y, 2) = 0o - « (0o: konstant) belegt. Berechnen Sie die Masse dieser Fliche.

Aufgabe 21:

Die Oberflache eines Footballs (sieche Abbildung) werde durch die Parameter-
darstellung

x(u,v) = cosucosv, y(u,v) =cosusinv, z(u,v)=u

mit —ggugg, 0<wv<2rm

beschrieben. Berechnen Sie den Oberflacheninhalt dieses Footballs.

1t
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Hinweis: Es gilt: /cosx V1 +sin®zde = 1 (\/ 1 +sin’z-sinz +1n ‘2sin$ +2v/1 +sin?z D .

2

weitere Aufgaben: siehe Seite 4



Aufgabe 22:

Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

7 und |7 mit Hilfe von x, y und z ausdriicken, die erforderlichen Ableitungen bilden und einsetzen
sowie schlieBlich die entstehenden Ausdriicke wieder mit Hilfe von 7 und |7] schreiben.

a) rot (|7]7)
b) div grad (In|7])
¢) grad div V mit V =

[~

=L

Aufgabe 23:
Gegeben ist das Vektorfeld: V=9 Ext = éy+ We > (x,y,z > 0). Fiir dieses Vektorfeld sind zu berechnen:
T Y z

a) divV b) rot V c) divrot V d) rotrot V
Aufgabe 24:
—e *lny
. s 3 1 2
Gegeben ist das Vektorfeld: V = 2yz® — v €
3222

a) Berechnen Sie div V.
b) Uberprijfen Sie, ob das Vektorfeld wirbelfrei ist.

Aufgabe 25:
Begriinden Sie, dass U = — arctan <g) + C (C € R) das Potential des Vektorfeldes
__ Yy
x? +y?
V= %—ky? ist.
0

Ergebnisse: siehe Seiten 5 und 6



Ergebnisse

Aufgabe 1:

a) allgemeine Gleichung der Niveaulinien:

e” W =c (c>0) o5 21=1

Z9 = €
nach y aufgeldste Gleichung: 3 5 ] ] 5 S
- - - X
y:%x—%lnc =0.5
fﬁrzlzc:lzy:%x -1
- —r— e gy —= L 1 -1, 1
firzg=c=e y=32—3lhe=32—3
Ya
b) allgemeine Gleichung der Niveaulinien: N a=1
2
" W =c (c>0) 25f
. . 2 —
nach y aufgeloste Gleichung: sl 2=
Y= %xQ — %lnc T
. 1. 1.2 05
firzy =c=1y=3z >
1.2 1 _ 1.2 1 : - - ! ? P
firzg=c=e y=32°—3lhe=32°— 3
YA

c) allgemeine Gleichung der Niveaulinien:
In(2z + 5y) = ¢
nach y aufgeldste Gleichung:

e

fiir zy = c=0: y:—%x—ké

flir zg =c=1: yz—%x—i—%e
Aufgabe 2:

absoluter Fehler: [Af| < 0.053 cm, relativer Fehler: == < 0.003

Aufgabe 3: |[AH| < 1.5035 & | 1881 < 00307

Aufgabe 4:
|Ad| < 0.004cm

Aufgabe 5:
a) Part. Ableitgn. nach x und y iiberpriifen
b) lokale Extremalstelle (Nachweis mittels Determinante der Hesse-Matrix)

Aufgabe 6:
a) lokales Minimum fiir (z,y) = (%, —%) mit f (%, —%) = % ~ 4.407
b) lokales Minimum fiir (z,y) = (0, —1) mit f (0, —1) = —5

lokales Maximum fiir (z,y) = (0, 3) mit f (0, 3) =27
¢) lokales Minimum fiir (z,y) = (0, —1) mit f (0, —1) = =5
Zusatz:
lokales Minimum jeweils fiir (z,y) = (1, 2k7) mit f(1, 2knr) = —2 sowie fiir (z,y) = (-1, (2k + 1))
mit f(—1, 2k + 1)) =-2 (k€ Z)
lokales Maximum jeweils fiir (x,y) = (1, (2k+1)7) mit f(1, (2k+1)7) = 2 sowie fiir (z,y) = (-1, 2km)
mit f(—1, 2kn) =2 (k€ Z)



Aufgabe 7: 7 = 5.42cm, h = 2r = 10.84 cm (fiir beide Rechenwege)
Aufgabe 8: lokales Minimum im Punkt P(2, 4, 6) mit f(2, 4, 6) = 3

Aufgabe 9:
lokale Maxima fiir (z,y) = (-1, 0) mit f(z,y) =
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lokale Minima fiir (x, i)

Aufgabe 10:
o = 70.53° (es gilt dann: » = 1.89 dm)

Aufgabe 11: A = ? [FE], zg=1[LE], ys= —% [LE]

Aufgabe 12:

a) H2 =373 a) 129 = 416.6 ¢) 355 ~ 0.004
Aufgabe 13: g(R% - R}

Aufgabe 14: m = 2(7 + 1) [ME]

Aufgabe 15: V = 3¢% [VE]

Aufgabe 16: Wert des Integrals: %8

Aufgabe 17: %wgo [Ladungseinheiten]

Aufgabe 18:
a) 2.35[LE] b) v2sinh(3) [LE] = 14.167 [LE]

Aufgabe 19: F4 = 5.33 [FE]
Aufgabe 20: m = 3.3939¢ [ME]

Aufgabe 21: A = 14.424[FE]

Aufgabe 22:
a) 0 b) H% ¢) ~2fs
Aufgabe 23:
T_z
z oy
a)divV:_<%+E+ﬂ> b ot = | L-Y
2 y? 22 Tz
2_Z2
Yy x
z oy
-
¢) divrot V =0 d) rotrot V= | 5 -5
Y T
&
Aufgabe 24:

a) div V=e* Iny + 223 + y—ge_m + 6y%2 b) nein

Aufgabe 25: nachrechnen: V= grad U



